GAuUsS FORMULUNUN GENELLESTIRILMESI

TOSUN TERZIOGLU

1 J den n'ye kadar tamsayilarin toplamini
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formiiliine genellikle Gauss formiilii denir. Cok
{inlii bi matematikg¢i olan Gauss ilkokulda iken
bir giin simifa kizan 6gretmeni tiim 6grencilerin
birden yiize kadar sayilar1 toplamalarimi istemis
ceza olarak. Kisa bir siire sonra kii¢iik Gauss'un
bir sey yapmadan oturdugunu goriince biraz da
ofkeyle ona cevabi sormug. Gauss'un cevabi
dogruymus. Ciinkii o sayilar alt alta siralayip
toplamak yerine (1,100), (2,99), (3, 98),
(4,97)... gibi ciftler olarak diiglinmiis. Her
ciftteki sayilarin toplami 101 ve 50 tane ¢ift var.
Boylece 50 x 101 = 5050 olarak hemen bulmus.
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Simdi Gauss formiiliinii genellestirmeye
caligalim. Ornegin 1'den baglayarak bir n
sayisina kadar tiim tam sayilarin karelerini
toplarsak
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elde ederiz. Bu formiilii timevarimla oldukca
kolay ispat edebiliriz. Elde ederiz dedik, ama
nasil? Daha genel olarak, 1'den biiyiik bir k
tamsay1s! i¢in

K+ 2843+ . +n*=T(n)

toplamin bulmaya ¢alisalim. Bu toplamda ve
bundan bdyle, n'yi bagimsiz bir degisken gibi
diisiineceiz. Ilkin Ty(n) ifadesinin neye
benzedigini bulmaya calisalim.

Bu toplami sondan baslayarak n* + (n-°1)* +. ..
+ (n-(n- 1)) * seklinde diisiiniirsek, her biri

k. dereceden n tane polinomun toplami oldugunu
goriiriiz. n x n* = n*"'; demek ki Ti(n) derecesi k
+ 1 olan bir polinom. Oyleyse

Ti(n) =bn*'+bn*+...+bn+b

seklindedir. Simdi isimiz buradaki by, by, . . .,
by, by katsayilarimi belirlemek. Bilinmeyen sayisi
k + 2.ve bu nedenle de k + 2 tane denklem
bulup, ¢ikan sistemi ¢ozmemiz gerekiyor.
Ornegin, k = 5 i¢in 7 bilinmeyenli 7 denklem.
Bu ige rastgele kalkigirsak sonug pek parlak
olmayacak gibi. Biraz diigtinelim...

Ty (n + 1) - Ti(n) = (n + 1)* oldugundan

b (m+ D¥-n*) + by (n + 1)*-n*)
F...+bhh((+1)?-n®)+
bi=(n+ D¥=n*+kn*'+...+1

elde ederiz. n'yi bagimsiz degisken gibi
diisiinecektik. Dolayisiyla yukaridaki formiilde
n'nin 0., 1., 2., ..., k. kuvvetlerinin katsayilar
ayn ayr esit olmali. Tersten baglayalim ise. Sag
tarafta n“'nin katsayisi 1, solda ise, (n + 1)* - n*
ifadesinde, n*'nin katsayisi (k + 1). Daha sonra
gelen ifadelerdeyse n* yok. Dolayisiyla
(k+ Dby =1, yani
=

k+1T g+ 1
bulduk. n*""in sag taraftaki katsayisi k. Solda ise
n*! sadece birinci ve ikinci terimlerde var.
Buradan kolayca

(k+ Dk i
S by, b=k

denklemini elde ederiz. by.'in buldugumuz
degerini yerine koyarak, b, =k /2 oldugunu
goriiriiz. Bu yontem gercekten sonuca vardiracak
bizi. bi.; ve by katsayilarini bulduk. n**nin
katsayilarini esitleyerek, drnegin bir sonraki
adimda by, = (k- 1)/12 elde ederiz.

Yontemi k = 3 6zel hali i¢in kullanalim bir de.
Burada b, = 1/4, b; = 1/2, b, = 1/6 oldugunu
genel sonugtan biliyoruz. Sabit terim, yani

n’ = 1'in, katsayilarini esitlersek,

b4+b3+b2+b|=1

ikl



= baraden d2 b = 1/12 elde ederiz. Iyi ama bir
e by var. Oouda T+ 1) = 1 esitliinden

T£l)=b.=b + ;—.:‘:_b_'zl
(0 verir. Dolayistyla,
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" eniden genel hale donelim. Ana denklemimiz

Sooin= DM o) + b ((n+ D -n¥)
- ..+b=(m+1)*

121, Simdi de bilinmeyen katsayilart bulmak icin
wullandi@imiz yontemi biraz irdeleyelim.

Isterseniz k = 5 alalim; bir de elimizin alinda
¥ + 1 = 6'ya kadar Pascal liggeni olsun.
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Sag tarafta n'nin en yiiksek kuvveti 5 ve
katsayist 1. Solda ise 6be. flk denklemimiz su.

6b6=l

Sag tarafta, yani (n + 1)° ifadesinin agiliminda
n*iin katsayis1 5. Pascal licgeninin sondan bir
Onceki sirasindaki ikinci sayi. Sol tarafta ise
n*{in katsayis1 15bs + 5bs. Yani

15bs + 5bs =5

Biraz diisiiniirsek ve Pascal licgenine bakarsak
sonraki denklemleri de yazabiliriz. Bunlara daha
onceki iki denklemi de ekleyelim.

6bs =1
15bs+5bs =5

20bs + 10bs +4b, =10

15bs + 10bs + 6bs +3bs =10
6bs + Sbs +4b, + 3b; +2b, =5
be+bs+bs+bs+b,+b; =1

Sistemde sag taraf (n + 1)”in agilisimin
katsayilarindan, yani ticgendeki 5. siradan elde
ediliyor. Sol tarafi da gérdiiniiz samirtm; ama
isterseniz bir de yeniden Pascal licgenine
bakiverin. Yukandaki denklemleri kolayca
¢oziip, Ts(n) icin formiil bulabilirsiniz. Bir de,
Ti(1) = 1 ve son denklemden, genel halde b, =0
oldugunu gorebilirsiniz.

Ileride, bir baska yazida, bu problemle biraz
daha ugrasacagiz.

ASAL SAYILARLA SiHIRLI KARE

Birbirinden farkh dokuz asal say1 bularak 3X3

sihirli bir kare elde ediniz. (1'in asal say1 olarak

edilmedigini haurlayimz.)




