CAHIT ARF MATEMATIK GUNLERI

Matematik Boliimii, Bilgi Universitesi

N dogal sayilar kiimesini simgeler: N = {0,1,2,3, ...}

Z tamsayilar kiimesini simgeler: Z = {...,2,1,0,1,2,3,...}
Q kesirli (rasyonel) sayilar kiimesini simgeler.

R reel (gergel) sayilar kiimesini simgeler.

Q[v2] = {a+bv2 : a,b € Q} olarak tanimlanmgtur.
Z[V?2] = {a +bV/2: a,b € Z} olarak tammlanmgtir.

A bir reel sayilar kiimesi olsun.

Eger A’nin her iki a ve b Ogesi i¢in, a — b sayis1 gene A’daysa, A kiimesine ¢ikarma altmda
denir. Ornegin Z gnkarma altinda kapahdlr ama N degildir.

Eger A'mmn her iki a ve b 6gesi icin, a + b gene A’daysa, A kiimesine toplama altmda kapall denx;
Ornegin N toplama. altinda kapahdir ama tek tamsayilar kiimesi degildir.

Eger A’nin her iki a ve b ogem icin, ab de A’daysa, A kiimesine garpma altinda kapal: denir.
Eger A’nin her a 8gesi icin, a®> de A’daysa, A kiimesine kare alma altinda kapali denir.

Eger A’nin her a # 0 Sgesi icin, a~! de A’daysa, A kiimesine tersini alma altinda kapali demr '

Asagidaki teoremi kullanmaya ihtiyaciniz olabilir:

Teorem: Eger n. € N, ag,a1,..,an. € Z ve ag + a17 + aa7 + ... + ap7” = 0 ise, 0 zaman
ag = a1 = Gy = ... = ay, =0 dir.

Bu teoremi kanitlamadan kullanabilirsiniz.

Onceki soruyu ya da sorular: (kanitlayamasamz dahi) sonraki sorularn kamtinda kullanabilirsiniz.
1. Ctkarma altsnda kapels olan bir reel sayslar kimesinin toplama altinda da kapals oldufunu gosterin.
Kamit: z +y =2z~ ((x —x) —y).

2. (hkarma ve kere alma altsnda kapals olan ve her Odesinin yarisine da iceren bir veel sayslar
kiimesinin carpma allinda dao kapals oldufunu gosterin.

.  (zty)P—zi—y?
Kamt: zy = Lz__y%ﬁ__g_ ’
3. (hkarma ve kare alma oltinda kapah olan ve 1/2%i de igeren bir reel sayslar kimesinin carpma

altinda da kapals oldufunu gésterin.
Kamt: 1/2 kiimede oldugundan, karesi 1/4 de kiimede. Asagidaki egitlife dikkatinizi ¢ekeriz:

z/2 = (z+1/4)? — % — (1/4)%.

Demek ki kiime ikiye bélme altinda kapali. Simdi ikinci soruyu kullanm.

4. (ikarma ve kare alma altinda kapal olan ama gamma altinda kapaly olmayaen bir reel sayt kiimesi
bulun. (6. soruya dikkatinizi g:ekenz )

Yamtlardan biri: a1 + az7? + 2037 + ag7* + ... + ap7™ :n € N — {0},8; € Z.

5. (ikarma ve tersini alma altinda kapals olan ve 1/2°yi iceren bir reel saylar kiimesinin carpma

altinde da kapals oldugunu gosterin.
Yamt: Once 1’in kiimede olduguna dlkka.tmlm ¢ekeriz. Slmd1 su e§1t11ge bakin:

(= A+y™) )4y )t =y

\
ve u(;uncu soruyu kullamn

- @. Cskarma ve kare alma altmda kapals olan bir kesirli sayn kiimesinin carpma altinde de kapal
volduduny gosterin.

Yamt: A, cikarma ve kare alma altinda kapali olan bir gercel sayilar kiimesi olsun. u,v € A olsun.
Bu sayn{arx kesirli say1 olarak yazalim: u = a/b ve v = ¢/d (burada a,b,c,d € Z). Ve e,ad ve bec
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sayilarimn en biiylik ortak boleni olsun. §imdi
u = a/b= (e/bd)(ad/e) € (e/bd)Z

ve
v = c¢/d = (e/bd)(bc/e) € (e/bd)Z.

Demek ki uv € (¢?/b%d*)Z. Dolayisiyla uv sayisinin Ada oldugunu kanrtlamak icin, e? /b%d? sayistmn

A’da oldugunu kanitlamaliyiz. Bunun igin de e/bd sayisimin A’da oldugunu gostermek yeterli. e =

ged(ad, be) oldugundan, Syle = ve y tamsayilari vardir ki adz + bey = e. Demek ki e/bd = (adz +

bey)/bd = (a/b)z + (c/d)y € A.

7. Q2 (vo da Z [V/2]) kiimesinin bir altkimesi ¢tkarma ve kare alma altinda kapobysa carpma

altanda da kapals mudsr?

Yamit: Bu sorunun yanitini yarigmadan énce biz de bilmiyorduk. Aragtirmaya yonelik bir yangma

hazirlamak 1st,ed1gumzden, yanrtini bilmedigimiz bir soruyu yarigmaya eklemekte bir sakinca gormedik

Simdi Z[v/2] icin yantt1 biliyoruz. Evet, Z[v/2]’nin ¢ikarma ve kare altinda kapali olan bir altkfimesi

¢arpma, ; a.ltmda da kapalidir. Ne ya.znk ‘k1 a.bﬂd:gnmz laa,mt hse duzeymx a.gmakta ve orta, duzeyde

A, Z[V2] kumesmm < /6 karé' alma altinda kapah bir altkiimesi olsun. A’nin bogkume ol
madigim varsayabi iz. Birinci sorudan A’nin’toplama altinda kapali oldugunu biliyoruz. Demek ki
efer n € Z ve a € A ise, o zaman na € A. Biraz orta diizey soyut cebir bilgisinden gu gikar: Oyle
bir o, 8 € A vardir ki A = Za + Zg. (Bu oldugunun kaniti: Z[v/2] iki dge tarafindan gerilmig Gzgiir
bir Z-modiildiir (6rnegin 1 ve v/2 tarafindan.) Dolayisiyla, A da en cok iki-dge tarafindan gerilmisg
bir Z-modiildiir.) ;
Demek ki A’nin her 6gesi, na +mfB (n,m € Z) olarak yazlabilir. 2aB Sgesi A’da oldugundan, belli -
bir u,v € Z icin,

208 = na.+mf | R O

egitligi gecerlidir. Bir de suna dikkatinizi cekeriz: ” af € A” kogulu A’nin ¢arpma altinda kapali
olmast icin gerek ve yeter koguldur. Dolayisiyla o € A Gnermesini ka.mtla.mak yeterlidir.

Once m’nin tek sayl oldugunu varsayahm (1) denkleminden 2028 = no? +maf denklemini, bundan
da .

maf = 20*8 —na® (2);.\

denklemini elde ederiz. o? ve 3 elemanlart A'da olduklarindan, 20?8 € A. Ote yandan no? ele-
maninin da A’da oldugunu biliyoruz. Demek ki, (2) denkleminden mag elemanimn da A’da oldugu
anlagihr. Ama m tek bir tamsayr ve 208 € A. Simdi, 208 ve maf sayilarini yeterince toplayip
cikararak off sayisinin da . A’da oldugunu. goruruz Demek ki . tekse.of. € A. Dolayisiyla m’nin
¢ift oldugunu varsayabiliriz. Aym bicimde n’nin ¢ift oldugunu da varsayabiliriz. Ama hem n hem m
giftse, (1) denklemini sadelegtirip, /8 € A koguhmu elde ederiz. . Bu sorunun- Q{f ] icin yamitini hl-
bilmiyoruz. ‘ ;

. 8. Yukardaki 3orulara benzer somlar baxlup yamtlamaya g:ahym

CAHIT ARF MATEMATIK GUNLERII 17 Nisan 2002 ve 8 May1s 2002 tarihleri arasinda Istanbul
Bilgi Universitesi Matematik Boliimiince organize edilmis ikili yazih ¢aligmadir.

Amag: Lise 6grencilerinin ve toplumun soyut matematige olan ilgilerini arttirmak ve bllmglendume ;
yaratici geng msanla,n tespit edip onlar: soyut matematik dalinda egitim gormeleri konusunda tegvik
etmektir. ’




