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TEOREM VE BAZI ISPAT METOTLARININ YORUMU
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Teorem,dogrulugu kamtlanabilen snermedir [4]. Tecremin dogrulugunu gdéstermeye ispat denir. Bir
teoremi ispatlarken akswamiardan (dogrulugu kabul edilen énermelerden) va da diger varsaylmiardaﬁ
(hipotezlerden) mantik kuraﬂan}r!a hareket edilir. O halde basit bir 6nerme olarak verilen teoremi,
~dogruluk degeri dogru olan bir dnermenin gerektirmesi olarak ifade edebiliriz. Yani bize, g Snermesi
teorem olarak verilirse, dogruluk degeri dogru olan bir p dnermesi icin p= ¢ seklinde ifade edebiliriz.
p Gnermesi dogrm olduBundan, ¢ Gnermesinin dogru olmast ile teoremin dogru olmast esdegerdir.
Bunu- agagidaki dcgru uk tablosunun 1. ve 2. satiii inceleyerek gorebiliriz. Teoremi boyle
yerumlayarak ispat metotlarmm bir ogunu mantik kurallariyla anlagilic hale getirmeyi amaghyoruz.

P g | p=q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Onerme dogru ise dogruluk a‘egériz 1; yanlis ise O ile gosterilmigtiv.

ORNEK : “+/2 rasyonel say: degildir” Bu bir teoremdir. Yani ispatlanabilir ve basit bir csﬁeﬁm
seklindedir. Bu teorerm su sekﬁde de ifade edebiliriz “a b aralannda asal olan tamsayl ::> 3 =42
dir” Burada p Gnermesi @Im'ak @ ile b aralannda asal olan tamsayz ahnabihr ve p nin dogru oldugu
kabul edilir. g Gnermesi ﬁiara_k; E—ﬁ\!— almirsa, bu teoremi p=s g seklinde ifade edilebilecesi
gorinir, (Olmayana Ergi Metodu ile bu teorem ileride ispatlanacak)

Bir teoremin ispat yapxhrken mantik prensipleri kullanilarak metotlar gehstm!rmgtlr Simdi
bunlardan bazilarm: inceleyelim.

NOT : Bir p énermesinin degili ~p sembalii ile gosterilecektir.

I}Q{“}RUDAN:{D]:REKT} ismr METODU

Ispat metotlarindan en Qﬂk kullanilan, daha dagms:u illk akla gelen metot dogrudan ispat
‘metodudur. Clinki, p onemzw dagm kabul edilerek dn ekt g ﬁnennes:mn dﬂgru oldugumu gdsterme.
‘esasing dayanir.
ORNEK TEOREM:
&b e Z olmak tizere,

a, b*yitam boler = her bir¢ tamsayxsx icin @ be’yi tam boler.
[pra b’yi tam baler, g: her bir ¢ tamsayist igin & be'yi tam boler.]
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ISPAT :
a b’yi tam bolstn [p dnermesinden hareket ediliyor]. Bu durumda, F=ax olacak bicimde bir x
tamsayisi vardir, be=axe=a(xc) oldugundan a, bc’yi tam béler [¢ 6nermesi elde ediliyor].

OLMAYANA ERGI ISPAT METODU

p= g sarth dnermesinde p ve ¢ onermelerinin alabilecegi her dogruluk degeri igin ~g=~p
sarth dnermesinin dogruluk degeri ile aymi oldupunu, yani bu iki sartlt onermenin es dogruluk
degerlerine sahip oldugunu gosterelim: :

P q ~p ~q P=4q rMg=p
1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 g 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Yukaridaki tablodan, p= g =~g=~p

g onermesinin degilinden baslayarak p dnermesinin degilini elde ettigimizi varsayalim. Yani, ~q= ~p
dogruluk degeri, dogru olan bir dnerme olsun. Bu durumda, yukaridaki denklikten p= ¢ dnermesinin
de dogruluk degeri dogrudur. Teoremin tanimindan p dogru énerme olacagmdan ¢ dnermesi dogrudur.
Yani p, ¢"yu gerektirir.

ORNEK TEOREM: « b aralarinda asal olan tamsay :}7—2‘ = +J2 dir.

[p: @b aralarinda asal tamsayidir, q : % # «j—i 1

ISPAT:
2 L
%: N2 olsn [~g'dan hareket ediliyor]. Bu durumda, % =2=al=2b" =a’ fttir,

dolayisiyla a cifttir. Yani, @=2n olacak bigimde bir »# tamsaysi vardir. (2n)° =20 = 2’ =b’ ise, b’

gifttir, dolayistyla & cifttir. @ ile & ¢ift ise 2 sayisi hem @’y1 hem de &’yi tam béleceginden, a ile b
aralarinda asal degildir [~p elde ediliyor].

CELISKI BULMA ISPAT METODU

4 q p=9q | ~pvg
1 1 1 T
1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

Yukaridaki tablodan p=> ¢ sarth énermesi ile ~pvyg bilesik dnermesinin dogruluk deZerleri

aynidir. De Morgan kurallarindan [~{pvg) =~pa~g ve ~pagl=pv~4ql,
P g=~pug=-~{pa-g denkligi elde ederiz.
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p dnermesi. ve g nun degihndm ‘hareket edefek dogru bir onerme oldugunu bildigimiz »
dnermesivle gehgﬂye dugttigumﬁzu yani ~r’yi elde ettigimizi kabul edelim. Bagka bir dsw
pAg=>~r sarth Onermesinin dogruluk degeri dogru olsun. Kontrapozitiflikden dolayy
preg=s~p=r=>~prg denkligini elde ederiz. Bu denklikten, »=>~ (pa~g) sarth onermesi dogru
ve » dogru bir Snerme oldugundan ~(pa~g) dnermesinin dogru oldugu sonucy gikar. Buna gére (1) ile
gasterilen denklikten p=>4 teoreminin dogru oldugu sonucuna ulagilr. O halde, p dnermesi ve ¢ nun
degilinden baglayarak dogru bir dnermeyle ¢eligkiye dilgme esasina dayanan metoda geliski bulma
metodu denir.

ORNEK TEOREM XY fonks:yﬁn ve A ¢ X olsun. £ bire-bir fGHkSl}fﬁﬂ FlifA=A4 drr.
[p:f; bire-bir fonksiyon, g:f (fd))=A4]

ISPAT 1 £ bire-bir fonksiyon ve f1(f4)} # A olsun [p ve ~g dan hareket ediliyor].

Her zaman 4 < f'(ft4)) oldugundan (neden?), f'(f4) @4 dir. Bu durumda Ix e f'(f{A)j3xeA
dir [ 6nermesi olarak x¢ A Gnermesini alalim]. f¥)=yefid) iseda e Asfay=y dir. y=fai=fx
Ve ‘}_’,;bire-birfmksiyen oldugundan x=a dir. O halde x €A dir [» dnermesivle geliskive distik, vani
~pOnermesini elde ettik].

TUMEVARIM METODU

Tamevarim metodu, Gnermenin degisksﬁienmn kiimesi- elarak dc;«gal say;iar va da d'sg
sayilarin bostan farkls bir alt kiimesi alindiginda lasllanilir. Dogal sayilar kiimesinin bostan farkl bi
alt kiimesi D olsun. D tam siral bir kimedir. D’nin en kielk elemani vardir ve bu eleman « @mm
Verilen P onermesi icin Pla) dogru ise D kimesinin her k elemani icin P(5) dnermesinin dogru
ﬁi{iugunu vgrsayahm Peic+1) dogru bir dnerme cidug;uﬂu gosterirsek, D kimesi tizerinde Prw)
snermesinin ispatint gergeklestirmis oluruz. Cinku, Pla) doBru ise: Platl) dt}gm bir dnermedir. Bu
rsf‘kllde P(a+ 2), Pr’cx+3j LPlatn) ... dogru olacaBindan L' nin her eleman: icin P(x) dnermesi dofru
olur. ‘ ‘

Bu metot teknik olarak farkl fakat dogrudan ispat metodu smifina sokabiliriz.

ORNEK TEOREM: [+2+3+.. +ﬁ:M

ISPAT : () w=!icin 1:‘-1—?4 dogrudur.

2

iy ;ﬂ“:fz igin verilen énermenin dogru oldugunu kabul edelim. i{am I+2+ = ~dogru olsun.

kk+1)
2

Simdi n=k+1 igin dopru oldugunu gostermeliyiz.
k(k;l) i k{lz;—;«i);-i{kﬂ‘} :L»»L;;&+ﬂ, dir

[ +k+k+i

w=k+] icin de dnermemiz dggmlandigmdan1spatmnamlaﬁm§35§m:
MANTIK PRENSIPLERINDEN YARARILY ANARAK ELDE EDILEN BAZI ISPAT
METOTLARI

Xiamk kuraﬂarma bagh kalarak bir ok ispat metotlan gehstarslebmi Biz burada cok kz;iizamian
ki tane metodu verecegiz.
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PG P=~APAG VISP GEE (~PVE NG = ~APIeE) = DT T g

Simdi, p dnermesinin kendisi ve #’nin degilinden baslayarak ¢ énermesinin degilini elde ettigimizi

varsayalim, Yani, pa+r=-~g dogruluk degeri dofru olan bir dnerme olsun. Bu durumda,

yukaridaki denkliklerden pag—# dnermesi de dogruluk degeri dogru olan bir dnermedir.

Teoremin tanimindan prg dogruluk degeri, dogru olan bir dnerme olacagindan » dogru bir énerme
olacaktir, yani pag, 'yi gerektirir.

ORNEK TEOREM: A C B ve BC A =>A=B dir [P:ACB, ¢:BCA, rA=B]

ISPAT: A cBved= B olsun [pve ~ den hareket ediliyor].
Bu durumda en az bir x eleman: B kitmesinin eleman iken A kiimesinin elemani degildir. O halde,
B A dir. [~g Snermesi elde edilivor:]

2} p = gwtipinde bir teorem verilmis ise;

P= qyvr =-pvgvr =~ (pAcg) v =pagDr

Simdi, p dnermesinin kendisi ve ¢’nun degﬂmdpn hareket ederek # dnermesini- elde ettigimizi
varsayahim. Yani, pA~g=r dogruluk degeri dogru olan bir dnermedir. Bu durumda, yukaridaki
denkliklerden p—>gur Onérmesi de dogruluk degeri dogru olan bir dnermedir. Teoremin
tamimndan p dogruluk degeri, dogru olan bir dnefme olacagmdan gy dogru bir dnermedir, yani
p, gvr’yi gerektirir.

ORNEK TEOREM:

# bir asal sayi veabe N olmak tizere,
¢ sayist ab’yitam boler => ¢ o'yt tam béler veya 1, b’yi tam baler.
[p: t sayist ab’yi tam béler, -, &’y tam béler, r:4, b*yi tam boler]

' ISPAT

¢ sayist.ab’yitam bolsiin Ve @'yt tam bolmesin [p ve ~g dan hareket edil 1}»‘01‘] Bu durumda, ¢ ﬂe
aaralarinda asaldir. 4, ab’¥i tam béldugiine gore ¢, 5°yi tam boler [ Snermesi elde ediliyor].
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