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ficiik teoremine gdre; n asal bir say1 ise her a € Z i¢in o™ = a (mod n) ya da n|(a” — a)
zal olarak asal sayilar diginda bu kongiirans: saglayan tamsayilar bulunup bulunmadigi
Bu soruyu ilk olarak 1910 yilinda R. D. Carmichael adh bir matematik¢i yanitlamg ve
P £ iging

561(=3-13-17)|(a°® —a)

gistermigtir. Daha sonra 1912 yiinda ”"af~! = 1 (mod P) kongliransim saglayan P

~lar {izerine” adli makalesinde bu sayilarin baz 8zelliklerini tanitmigtir. Bundan dolay:
rans: saglayan bilegik sayilara Carmichael sayilars denmektedir.
arin Szelliklerini incelemeden 6nce baz: tamm ve teoremleri gdrelim.

N, n > 2 olmak iizere
Z,=40,1,2,...,n—1}

sini ele alalim. z,y € Z, icin z + ¢, zy ve n ye Z iginde bolme algoritmasim uygulayalim:
z+y=an+r ,a€Z, r€Z,

zy=bn+s ,beZ, s€Z,
srumda 7 ve s, sirasiyla, © + y ve 2y sayilart n ile béliindigiinde elde edilen en kiiglik negatif
vilar olup tek tlirlii belirli olduklarindan,
r ve £ @ y = s tammlamrsa, Z, icinde ® ve ® ikili iglemleri elde edilir.
Z. nin n ile aralarmda asal olan elemanlarinin olugturdugu kiimeyi Z;; ile gsterelim:

Zy =A{k € Zy,: (k,n) =1}

umda Z, ve Z; nin sirasiyla @, ® iglemlerine gore birer grup olduklar kolayca gdsterilebilir.
mertebesi (eleman sayis1) ¢(n) ile gosterilir. Su halde, n > 2 i¢in, ¢(n) = |Z};| =(n den kii¢iik
aralarinda asal olan dogal sayilarin sayist) dir.

Bir G grubu ve z € G i¢in
G={z":neZ}=<z>

i

ve bir devirli grup, z elemanina da G nin bir dreteci denir.

s

Tecrem 1 n > 2 geklinde bir pozitif tamsayr ve n = ppd2...pf ise,

o) =TT~ - D] =n [[0 - )

i=1

Famit: [2]

Teorem 2 (Buler) m pozitif bir tamsay: ve (a,m) = 1 ise a®(™ = 1 (mod m) dir.

Kamt m den kii¢lik ve m ile aralarinda asal olan tamsayilar kiimesi {2, ..., 25 } olsun. Diger taraftan
' 3 = 1 olan bir a pozitif tamsayis: icin {azy,...,azy} kiimesini ele alalm. Bu kiimenin her bir

manimun m ile aralarinda asal oldugu agiktir. Bu takdirde her iki kiimenin m modiliine gore denk
klann sdyleyebiliriz. Buradan da az; ---azg = 21 -- @ (mod m) = e®™ =1 (mod m) elde
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Teorem 3. (Cin Kalan Teoremi) ny, ..., n, ikiger ikiger aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a1, ..., ar
herhangi tamsayilar ise,
r=ar (modny)

z=as (mod ng)

z=a, (modn,)

olacak bicimde bir z tamsayist vardir. Ayrica sdzkonusu z tamsayist 7y - - -0, modiiliine gdre tek
tlirld belirlidir.

Kanit : [2]

Tanim: n bilegik bir tamsay: ve b"~! = 1 {(mod n) kongiirans1 Vb € Z} igin saglanirsa n bir
Carmichael sayisy’'dir denir.

Teorem 4. n tek ve bilegik bir tamsay1 olsun. Eger n'nin 1’den biiyiik bir tamkare bdleni varsa n
Carmichael sayis: olamaz.

Kanit: p asal ve p?|n oldugunu varsayalim. Bu takdirde, ¢(p?) = p(p— 1) oldugundan Teorem 2’den
?? N =1 (mod p?) |
olacak gekilde bir g € Z oldugunu sGyleyebiliriz. :
m : p diginda n'yi bélen asal sayilarin sayist olsun. Su halde (p%,/m) = 1 ve Teorem 3’den dolay:
=g (modp®)
z=1 (modm)

sistemini saglayan z = b tamsayist vardir. ;
Diger taraftan (b,n) = 1 ve b?®?~Y =1 (mod p?) oldufundan b tamsayis: Z3, nin bir tireteci olur.
Simdi 3! £ 1 (mod n) oldugunu gdsterirsek, Carmichael sayis: tammndan n’nin bir Carmichael
sayis1 olamayacagini sdyleyebiliriz.

Kabul edelim ki 5”7 =1 (mod n) olsun. Bu durumda

=1 (modp?)
7D =1 (mod p?)

boylece
pp—Di(n-1)
2>n—-1=pp—-1)s
= n-1=0 (modp)

elde edilir. Bu ise pjn oldugundan bir celigkidir. Sonug olarak bir p asal sayisi icin p?|n ise n
Carmichael sayisi olamaz.

Teorem § ( Korselt kriteri) n tamsayisinin Carmichael sayis1 olmas: icin gerek ve yeter kogul her
pln asal sayist igin (p ~ 1)|(n — 1) olmasidur.

Kanit: = n bir Carmichael sayis: olsun. Bu durumda her & € Z;; icin;
" 1=1 (modn)

saglanir. pln i¢in ((p — 1) f(n — 1) oldugunu varsayahm. ,
g, Zy’nin bir {ireteci olsun bu durumda g°~' =1 (mod p) olur. Bu durumda Teorem 3’e gdre

b=g (mod p)
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n
b=1 (mod —
( p)

B

rm1 saglayan bir b € Z vardir. Buradan da (b, n) =1 ve b*~ 1 = g"~! (mod n)
| =g¢"'=1 (modn)

= (p-1ln-1)

varsayimla celigir. O halde (p — 1)|(n — 1) olmaldir.
in ve @ € Z} olsun. Fermat'in kii¢lik teoremine gére a?~t'= 1 (mod p) dir. Hipoteze gbre

—1)|(n - 1) oldugundan;

J a1 = g0k =1 {(mod p)
we dolayisiyla
a" =1 (modn)

&lde edilir. Boylece n tamsayisinin bir Carmichael sayis: oldugu‘gériilﬁr.
Teorem 6 Her Carmichael sayist en az {ig farkls asal saymin ¢arpimdir.

Kanit: Teorem 4’e gbre her Carmichael says: farkh asal sayilarin carpimidi geklindedir. Bu nedenle
kanit tamamlamak igin; n bir Carmichael sayisi ve p, ¢ asal olmak {izere n = gp bigiminde olamay-
acafini gostermek yeterlidir.
Kabul edelim ki n = gp, p > ¢ ve n bir Carmichael sayis: olsun. Bu durumda Teorem 5’e gore
{p—1)|(gp — 1) dir. Buradan da bir k € Z i¢in (p — 1)k = gp — 1. Boylece

pet-1l_ et

T R

glde edilir bu ise (p—~ 1) J{g — 1) oldugundan bir eligkidir.
Teorem 7 (Chernick) Eger 6m + 1, 12m + 1, 18m + 1 sayilari bir m € Z icin asal ise.
n = (6m -+ 1)(12m + 1)(18m + 1)
sayis1 bir Carmichael sayisidir. ;
- Kantt: Corselt kriterine gore her p|n icin (p — 1)|(n - 1) oldugunu gdstermeliyiz.
n = (6m+ 1)(12m + 1)(18m + 1)
=6-12-18m% + (6-12+6- 18+ 12- 18)m* + 36m + 1

ve
p=6m+1, ¢=12m+1, r=18m-+1

asal olmak {izere;

(p=Dln=1), (g-Din-1), r-Diln-1)
oldugu agiktir. O halde n bir Carmichael sayisidir.

Ornek : m =1icin

p=6-1+1=7
¢g=12-14+1=13
=18-1+1=19

p, ¢, 7 asal oldugundan n = 7 - 13- 19 sayis: bir Carmichael sayisidur.

Teorem 8 (Duparc) m, g ve r asal sayilar ve n = m - ¢ - r bir Carmichael saysi ise ¢ < r icin,
g < 2m? ver < m® dir.
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Kamit: nbir Carmichael sayis: oldugundan ” Corselt kriteri” nden (r—1)|(n—1) ve (g—1D)|(n—1)dir.
Buna, gére

l=n=m-¢g-r=m-q (mod (r-1))

l=n=m-qg-r=m-r (mod (r—1))

denkliklerini yazabiliriz. Simdi
~m-g—1 D= m-r—1

r—1 T og-1
olsun. Bu durumda 1 < C' < m < D oldugu agiktir. Buradan

D~(q—1):m-r—1=m-(--—

(C-D-m)g-1)=m?-m+m-C-C=m+C)m—-1)>0

buradan da
@-1<(m+O)(m-1)<m®+(C-1)m (modn;)

elde edilir. Diger taraftan €' < m oldugundan; ¢ — 1 < 2m? ve dolayisiyla ¢ < 2m® bulunur. Simdi
(1)’den,
m-g—1 m*+(C-1)-m? 3
<
c = c sm

r-1=

buradan da r < m? elde edilir.

Bu teorem E. Pinch adli bir matematikei tarafindan 10'%’e kadar olan Carmichael sayilarmin bu-
lunmasinda kullanidlmug.  E. Pinch bu sayya kadar 105212 tane Carmichael sayist bulundugunu
gostermigtir.

Carmichael sayilarmin sonsuz sayida oldugu bu sayilarin kegfedilmesinden yaklagik bir asir sonra
ispatlanabilmigtir. SGzkonusu ispat 1994’de W. R. Alford, Andrew Granwille ve Carl Pomerance
tarafindan yapilmg ve ispat "Sonsuz coklukta Carmichael sayiss vardsr” adl makalede tantilmigtir.
Sozkonusu makalede, yeterince biiyiik = tamsayilar: icin e kadar olan Carmichael sayilarinin sayisinin
z*/7 den biiyiik oldugu ispatlanmigtir.
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EGLENCELIK...

KIMLER NASIL FiL AVLAR

Matematikgiler

Fil avlamak icin Afrika’ya gider, fil olmayan hergeyi
disar: atip kalanlar: avlarlar.

Deneyimli Matematikgiler

Matematikgilerin
yaptif ige girismeden &nce Afrika’da en az bir filin
bulundugunu kamtlarlar.

Muatematik Profesorlert

Afrika’da en az bir filin varhfin kamtlarlar ve
onun bulunup yakalanmast igin de Yiiksek Lisans
dgrencilerine ddev verirler.

Bilgisayar Mihendisler:
o Afrika’ya giderler.

e Umit Burnu’ndan baglayarak diizenli bir gekilde
tiim kitay1 tarayarak kuzeye dogru ilerlerler.

e Bu esnada her arama amnda;

— QGériilen tiim hayvanlart avlarlar.

— Her yakalanan hayvani bilinen bir fille
kargilagtiririar.

— Bulunca o hayvam yakalarlar.

Istatistikgiler

Ardigik olarak "n” kez kargilagiiklar hayvana "V
adini verip onu avlarlar.

e sk sk sfesfe ool ookl sk e e sk ke ok

HATA NEREDE

Oncelikle, a # 1 pozitif sabit bir sayi, @ pozitif bir
say1 ve ¢ herhangi bir say1 olmak lizere
log,(z°) = c.log, @
formiilﬁiﬁi ammsayalim. Simdi de su gozlemi ya-
pahm:
0 = log(1) = log({(—1)%) = 2.log(-1)

O halde, 2.log(~1) = 0 olup buradan da log(-1) =0
elde ederiz (mi acaba?)

s e sfesesiesfe otk ek el st sk ok okl

ILGING TEOREM

Biitiin pozitif tamsayilar ilgingtir.

ispat: Kargitini kabul edelim. Yani, ilging ol
enaz bir pozitif tamsayr bulunsun. O halde i
mayan enkiigiik bir pozitif tamsayr vardir. I
saniye, bu oldukea ilging! Celigki.

sl e e e sk ke ke sbe b ol sfe e e ok sleskokk

L]

En kisa matematik gakasi: € < 0 olsuzn.
o Yeteri kadar bityiik Dler i¢in 1 +1 = 3 .

o Einstein ve Pisagor buluglarinin kombinasyonu:

22
E =mc® =m(a® +b°)

L)

lims43% =16

sl e s st sfe sk sk sk s sl sk oleokok kol

Yanhsg aranan telefon numarast igin sentraldan ahnan
yanit:

»Sanal bir sayiy: tusladiniz. Liitfen telefonunuzu a0°
cevirerek yeniden deneyiniz.”

s e o oo e s e ol ke ok e ok ol sl el sk ke sk ek

Cilgin bir matematikei otobiise biner ve biitiin yol-
cular1 tehdit etmeye baglar.” Integralini alacagim,
tiirevini alacagim” Otobiisteki herkes korkup kagar
ama sadece nazik bir kadm kalir. Adam kadina
yaklagir ve "Korkmuyor musun! Senin de integralini
alacagim, tirevini alacagim” Kadin sékin bir ses
tonuyla adami yamtlar.” Hayir korkmuyorum, clinki
ben &* im.”

s e s s sesfe stk sfe e e sfe sk sk el o koo

77 NEDIR

Fizikginin yamty: 7 egittir 3.141592 £ 0.0000007
Miihendisin yanity: =7 yaklagik olarak 3

Motematikginin yaniti:  w, bir cemberin gevrs
uzunlugunun ¢ap uzunlufuna oramt ile elde edilen
sabit bir sayidir.




