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LISE I SORULARI

1. abed = 1 egitligini saglayan g, b, ¢, d pozitif reel sayilan icin

I+4+abec 1+bed 1-4+cda 14+ dab
: -+ >4
1+4+a 1+5b 1+e 1+d —

egitsizligini kanitlayiniz,

2. 22001 4 3201 = ¥ (n,k'€ IN) saglanacak bigimde n ’nin varlig: icin & sayist 1 % egit olmahdir;
kanitlayiniz. .

3. Bir cember 32 eg pargaya bSliinmiigtiir. Ug noktalar: cakigan herhangi 2 parcaya “komgu parcalar”
diyecegiz. Ahmet ve Betiil gdyle bir oyun oynuyorlar: Once Ahmet kendi istegine gore sectigi 3
pargay: boyar. Sonra Betiil, boyanmamg pargalardan herhangi 3 tanesini boyar. Daha sonra Ahmet
boyanmamig 3 parcay: boyar ve oyun bu gekilde devam eder. En sonda kalan boyanmamug 2 parca
komgu degilse, Ahmet kazanir; komgu ise, Betiil kazamr. Dogru stratejiyi uyguladig: takdirde hangi
oyuncu oyunu keginlikle kazanir?

4. Kdoge noktast O olan bir agt ve bu agmin iginlarma A ve B noktalarinda teget olan bir cember
verilmigtir. A noktasindan [OB igmina paralel olan dogrunun bu cember ile kesigti¥i noktaya C
diyelim. [OC] parcasinin gemberle kesigtifi diger nokta E olsun. [AE ve [OB igmlarnin kesigim
noktasina K denirse, |[OK| = |K B| oldugunu gdsteriniz.

5. Dikddrtgen geklindeki karton levha makasla 2 pargaya bdliiniiyor. Parcalardan biri alinarak tekrar
2 pargaya boliintiyor. Sonra bu 3 parcadan biri alinarak yine 2 parcaya béliintiyor ve bu islem bu
gekilde siirdiiriiliiyor. Belirli bir anda ortaya gikan parcalar icinde tam 77 tane 29-genin bulunmas:
igin, makasin en az 2001 kez kullanilmas: gerektigini kanttlayiniz.

LiSE I KISA COZUMLERI

Céziim 1. abc = }, bed = 1, eda = 1, dab = L oldugunu verilen egitsizligin sol tarafinda gézoniine
alirsak,

14abec 1+4+bed 1+ dac l+dab  1+d 1+a + 1+b . 1+e
1+a 1+b 1+ec 1+d  d(l+a) a(l+d) bl+e)  cl+d) =

(Aritmetik Ortalama > Geometrik Ortalama oldugundan)

(_(+a0+)A+ad+d \Y* 1T\
>4'(abcd(1+a)(1+b)(1+c)(1+d)) = (E&Tz) =4
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olur. a = b= ¢c=d =1 i¢in egitlik durumu elde edilir.

gazﬁm 2. 22001 + 32001 — (2 + 3) (22OOG - 21999-31 - 2‘1.31999 + 32000).
3% = (—~2)% = (-1)*.2% (mod 5) oldugundan,
92000 _ 91999 g1 | 4 32000 = 92000 4 92000 4 92000 4 92000
= 2001.22090 =1 (mod 5) 'tir.

Boylece, 2200 4 32001 gavig; 5 ile béliiniiyor, fakat 25 ile boliinmiiyor. n* nin 5 ile boliniip, 52 ile
béliinmemesi igin & = 1 olmalidur.

C8ziim 3. Diizgiin oynarsa, oyunu Betiil kazanir. Betiil, Srnegin, sbyle bir strateji uygulayabilir. G,
parcalar: 1 ’den 32 ’ye kadar numaralar ve agagidaki 16 tane ikiliyi diigliniiz:

(1,2),(3,4), .., (29,30), (31,32) .

Eger Ahmet 3 tane ayr1 ikilinin her birinden bir pargay: boyarsa, Betlil de ayn: ikililerin boyanmarmig
parcalarim boyar ve boylece, boyanmamg ikililer sayisin1 16 — 3 = 13 ’e diiglirlir. Eger Ahmet bir
ikilinin her iki pargasin: boyarsa, bu durumda, Betiil Ahmetin ele aldig: ikinci ikilinin diger parcasini
boyar ve bundan bagka, boyanmamug bir ikiliyi daha boyar. Bu takdirde yine de boyanmanusg ikililer
sayist 3 azalarak 13 olur. Betiil bu taktigi kullanarak ikililer sayisini 1 e indirebilir ve boylece, en
sona kalan boyanmanug parcalarin komsgu olmalarim saglar.

Coziim 4. C noktasinda gembere §1z11m1§ tegetm [OA ve [OB ginlan ile kesigtigi noktalara P ve @
diyelim. |AP| = |PC| oldugu i¢in APC ve OPQ ikizkenar tiggenlerdir.
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A A A A A
Bundan dolay1, |AO| = |OB| = |BQ| = |QC| 'dir. OAK=ACE=EOK ve AOB=C(QB oldugundan,

L A [OK] _|QC] _ 1
OAK~QOC = ——1=1xZ_
9 04] ~ 10| ~ 2
|0A| = |0B] oldugundan, {3 = § = |0K| = |KB.

Cézitim 5. Dikdérigenin ic acilar: toplam 27 *dir. Tk kesimden sonra ortaya cikan 2 ¢okgenin i¢
agilan toplam: en fazla 27 - 2 = 4or; ikinci kesimden sonra ortaya gikan 3 cokgenin ic agilar: toplams
en fazla 4w + 2 = 6w ve bOylece k. kesimden sonra ortaya cikan &+ 1 tane cokgenin i¢ acilar: toplam
en fazla (k+1).27 olur. Yani, makasin her kullanihgindan sonra tiim cokgenlerin i¢ acilarinin toplamt
en fazla 2r artar. Bu, agagidaki gekilden de anlagiliyor:
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B2,

(Bu gekile gére: “artig” = (o1 +ag) -+ (81 + 52) = (a1 + 1) + (a2 + f2) = 27.)

Cokgenler i¢inde tam 77 tane 29-gen bulunmasi icin gereken adim sayist k olsun. O halde k. adimdan
sonra ortaya ¢tkan k+ 1 tane cokgenin i¢ acilar: toplami, yukanda belirtildigi gibi, en fazla (k+1).27
olacaktir. Bu (k+ 1) gokgenden 77 tanesi 29-gendir ve bunlarin i¢ acilar: toplarmm 77.27.7 *dir. Geriye

kalan &k + 1~ 77 = k — 76 tane gokgenin her biri en azindan 3-gen olacagindan, onlarn ic agilar
toplami en az (k — 76).7 "dir. Boylece,

(k+1)27 > 7727 + (k= 76).7
olur. Buradan ‘
2+2—~k>T127T-76= k> 7727~ 78 = 77.26 — 1 = 2001,
: k> 2001
elde edilir.

NOT: Makas: 2001 kez kullanarak tam 77 tane 29-gen elde edilebilir. (Siz kendiniz bunun nasil
yapulabilecegini diigliniiniia!)

LiSE IT SORULARI

1. abed = 1 egitligini saglayan a, b, ¢, d pozitif reel sayilar: icin

1 1 1 1
p=atbtetd, y=-+ 4o+ >

313 .8, .73
T2 dvez-—a +b+c!+d
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denirse, ,
z+y <22
oldugunu kanitlayiniz. k

2. Reel katsayili P(z) = z° — az? + bz — 1 polinomunun 3 pozitif reel kdkii (egit veya farkl) oldugu
biliniyorsa, @ + b toplaminin alabilecegi en kiiciik degerin 6 oldugunu kamitlayiniz.

3. Tim kogeleri tamsay: koordinath noktalarda bulunan herhangi bir kirigler cokgeninin cevrel
¢emberinin yaricap uzunlugunun karesi bir rasyonel sayidir; kanitlayinz.

4. 2% — g ve 2% —z tamsayiise, @ ’in de bir tamsay: oldugunu gdsteriniz.

5. a ve b pozitif tamsayilari icin
3% — 2% =1

egitligi saflansin. m ve n pozitif tamsayilar olmak fizere, [av/2, 5v/3] aralifinda m+/2 + /3 geklinde
hig¢ bir saymin bulunmadigim gosteriniz.

LISE II KISA COZUMLERI

Céziim 1. z < 2z ve y < # oldugunu gdstermek yeter. Once z < z oldugunu gorelim. Genel kuvvet
ortalamalar arasindaki esitsizlife gore

)3 #z:&+§+§+f§ﬂ£ﬂ%ﬁﬁf.

a+b+c+d<(ﬁ+¢ﬁ+é+d3
4 = 4

4.(etbetd)® > o4 b+ c+d oldugunu gdsterirsek ig biter. Sonuncu egitsizlik, atbiotd > 1 jle denktir.
Bu ise, abed =1 olmasindan dolayi, dogru egitsizliktir.
Simdi de y < 2z oldugunu gorelim.

313848
.a._i?if_ > VaPh3cE = abe = 2 :

b+ 8 + 1
e > e T
g 2bed=—; TIETD >

egitsizliklerini taraf tarafa toplarsak,
@+ +SE+d) 1 1 1

1
>4t isan>
3 ZatytetgTe2y

olur.

Coziim 2. r, s ve t pozitif sayilar: verilen polinomun kékleri ise,

Plz)=(z-r)(z~s)(z—~¢) verst =1
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olacaktir. §imdi, P(-1)=~1—-a—b—1= —2— (¢ + b) ifadesinden
a+b=-2-P-1)=-2-(-1-7)(-1=38)(-1-1¢)
=24+ 1+7r)(1+8)(1+1) > -2+2/r2/52/t = -2+ 8/rst = —2+8=6, a+b>6olur.

r=s=t=1licin (1+r)(1+s)(1+¢) =38 oidugundan,
Pr)=-D(z-DNz-1)=-1P2 =232 +32 -1
polinomu icin a + b = 6 olur.

Cdziim 3. Cokgenin herhangi 3 kogesini alahm: A(z1,31), B2, v2), C(zs,y3). Burada =1, y1, 2o,
Y2, T3, y3 sayilar1 birer tamsay1 olup, A, B, C kdgelerinin koordinatlaridir. Cokgenin gevrel ¢emberi
A

aym zamanda ABC {i¢geninin gevrel cemberidir. a = |BC|, b= |AC| ve ¢ = |AB| diyelim.
= (22 —33)* + (y2 —y3)?, b* = (21 — 23)° + (41 — 93)” ve & = (&1 — 22) + (41 — y2)* say1lar birer
tamsayidir.

A
ABC iiggeninin (ve dolayisiyla, verilen ¢okgenin) gevrel cemberinin yaricapma R denirse, Siniis Teo-
remine gore,

e
2.8in BAC
olur. Ote vandan, Kosiniis Teoremine gore,
' A b2+ 2 —a?
cos(BAC) = ope
’dir. Boylece,
2 2 a2b2c2

a a
A A
4.sin®* BAC  4.(1 — cos? BAC)

ve sag taraf bir rasyonel sayidir.

R =

TR (B - a2

A )
- NOT: ABC ii¢geninin ¢evrel cemberinin merkezinin koordinatlarimm rasyonel sayilar oldugunu gdste-
rirseniz, problem yine ¢Oziillir. (Analitik geometri ydntemi kullanarak, [AB] ve [BC] dogru pargalarinu
orta noktalarindan gegen ve bu parcalara dik olan dogrularin kesigim noktasin: bulunuz ve bu noktanmn
“rasyonel nokta” oldugunu gbsteriniz.)

dziim 4. 2% -z = n diyelim. n = 0 ise, 2 = 0 veya z = 1 olabilir. Yani, 2 bir tamsayrdir.
' ¥y

Simdi n > 1 olsun. Once z%0% = gz + b saglanacak bicimde ¢ > 1 ve b > 1 tamsayilarmm varligin
gosterelim. Bunun icin, tlimevanm yardimiyla, her k¥ > 2 tamsayis: icin #* = azz + by saglanacak
bicimde ag, by, pozitif tamsayilarimin var cldugunu kanitlayalim. k = 2 icin iddia dogrudur. k = m
icin varsayarak m + 1 icin ispatlayahm. Varsayim geregi, 2™ = am2 + bm, (@m, bm € Z) dir Bu
egitligin her iki yanini 2 ile carparsak ve 22 = z + n oldugunu gdzoniine slirsak, :

2™ = 0,27 + b = ap (@ + n) + bz = (am + b )% + NGm = Gmt1.8 + byt
(Gm-t-l = Gm + by b1 = am).
Her m > 3 i¢in a,, > 1 olacag acik¢a gdriilmektedir.

Simdi 2°°°' = az +b, (a > 1) esitliginden 22%°! —z = (a— 1)z +b elde ederiz. Problemin varsayimina

gore, 2% — - ve dolayisiyla, (a — 1)z + b bir tamsayidir. a — 1 # 0 oldugundan, z bir rasyonel

sayrdir. # = L, ((r,8) = 1) olsun.

2 P 2
g—z=n=> 5 —-=n=>
s

— =7r-4ns.
s s )
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Sag taraf tamsay1 oldugundan, sol taraf da tamsay: olmalidir ve dolaysiyla s = 1 ’dir.

Céziim 5. Problemin iddiasinin aksini varsayalun:
' avV2 < mv2 +nv/3 < b3 (%)

egitsizligi saglanacak bicimde m ve n pozitif tamsayilar: var olsun. () ’dan m < o ¢ikar. Zira, m > a
olursa, 0 < (m — a)v2 + nv3 < bv/3 — av/2 < 1 egitsizliginden 0 < nv/3 < 1 celigkisi elde edilir.
(bv/3—av/2 < 1 olmas1, 35° — 20 = 1 ¢ (v/3b—/2a)(v/3b+v/2a) = 1 bagmtisiun basit sonucudur.)

Ote yandan, () ’dan n < b olmas: ¢ikar. Béylece, m < a ve n < b olduguna gbre,
0 <nV3+(a—m)V2 <bV/3+av2

egitsizligi saglanir. Bu egitsizlifi, (x) ile denk olan
0<nV3~(a—m)V2<b/3-av2

egitsizligi ile taraf tarafa carparsak,
0<3n®~2a-m)? <3 -27=1

ve buradan da, 0 < 3n? — 2(a — m)? < 1 olur. Sonuncu esitsizlikten de

n®—2(a-m)?=0

elde edilir. Fakat, sonuncu egitligi saglayan sifirdan farkl tamsayilar yoktur.

NOT: 3b® — 2¢® = 1 denklemini saglayan sonsuz coklukta (a,b) tamsay: ikilisi vardir: (1,1) bir
¢Ozlimdiir ve (a, b) bir ¢dzlim ise, (5a + 6b, 5b + 4a) da bir ¢dziimdiir.

MATEMATIKSEVERLER ICIN KIiTAPLAR...

MATEMATIK MASALLARI
Yazan: A. Herscovici, Ceviren: Erciiment Akad, Giincel Yayneihk, 2001

Sayilar evreninden muhtegem Sykiiler...Sehrazat masal anlatmaya 1002. geceden devam ediyor. Ama
bu kez agk degil, matematik masallar anlatiyor. Bu kitap sizi sayilarin harika evrenine gbtlirecek
ve diinyadaki uyumun gizemlerini bulma olanag: verecek. Sari irmagin bliylili kiyilarnindan halifeler
dbneminin Bagdat’ina, eski Yunan’dan Vancouver adasina yapacagimz yolculuklarda size, matematigir
sonsuz uzayinda eglik edecek olan Thse, Archibald Arcsonius, imparator Yu ve Sehrazat ile kargilacakst
Anlagilmast zor gibi griinen, fakat bir o kadar da gerekli olan matematik mantifin: biraz olsun an-
lamalk isteyenler icin... '

MATEMATIGIN GIZLI DUNYAST
Yazan: D. Wells, Qeviren: Seluk Alsan, Sarmal Yaymevi, 1995

Uggenlerin sirlariyla baglayan Matematigin Gizli Diinyas: sizi Eski Yunan matematikcilerinden kuan-
tum kuramma kadar uzanan bir yolculuga gikartiyor. Kitaptaki her baliim, kuramsal actklamalarn
yani sira kutular icinde konuya iligkin sorular da iceriyor. Bunlarin kimisi kolay, kimisi de oldukea zor,
ama hepsinin tek amaci var: sizi diiglindiirmek. Coziin onlan ve siz de matematikciler arasina katihin.’
Tabi gok sikigtigimzda ve kimi sorularin altinda ezildiginizi hissettiginizde yanrtlara bakabilirsiniz.

(Devami 32. sayfada)




