PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyary: Dergimize alistirma problemlerinin ¢o-
ziimlerini degil, yalnizca yarigma problemlerinin
coziimlerini yollaymiz. Coziimleri gonderirken
liitfen su noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢ozimiini ayri bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bi¢imde yaziniz.

— Kagidin sag tst kosesine adimizi, soyadimizi,
adresinizi, ofrenci iseniz okulunuzu ve sinifiizi
yaziniz.

— Cozlimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisi,

Matematik Boliimii, Giilbahge Koyii,Urla/Izmir
adresine 31 Mayis 2001 tarihine kadar génderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.226. ABC flggeninde agiortaylarm kesisim
noktasi I, i¢ teget cemberin yarigapi ise,

|AIl + |BI|+ [CI| > 6r oldugunu gosteriniz.

A.227. Bir pozitif tamsayinin ard arda gelen
herhangi iki rakammin olusturdugu iki basamakli
say1 17 ’ye veya 23 ’e béliinliyorsa, bu sayiya "il-
ging sayr” diyelim. Kag tane 2001 basamakh il-
ging say1 vardir?

A.228. Her pozitif gercel a, b, ¢ sayilar1 ve pozitif
n sayisi igin

b+ec
a

a+b

CEr+ CEr+ (2

esitsizliginin dogru oldugunu gbsteriniz.

A.229. Tim gergel sayilar kiimesinde tanumh
olan f fonksiyonu her z igin

flz+3) < flz)+3,f(z+2) < f(2)

egitsizliklerini saglar. ¢(z) = f(z) — = fonksiy-
onunun periyodik oldugunu gosteriniz.

A.230. N arkadas birkag kere beraber tiyatroya
gittiler. Her gidiglerinde ayn1 sirada bulunan yan-
yana N koltugu paylastilar. Her ikili tam bir
kez yan-yana oturdular. N’nin ¢ift say: oldugunu
gosteriniz. R
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YARISMA PROBLEMLERI

Y.226. Pozitif tamsayilardan olusan kesin olarak
artan sonsuz dizide 4.’den baslayarak her terimin
karesi bundan daha 6nce gelen herhangi Ug ter-
imin kareleri toplamina esittir. Bu dizide sonsuz
sayida bilegik sayiya rastlanacagim ispat ediniz.

Y.227. 5x5 boyutlu tabloya 1’ den 25’¢ kadar
olan pozitif tam sayilar yazilmgtir. Igerdikleri
sayilar arasmndaki fark en az 5 olacak gekilde iki
komsu hane bulunacagini gosteriniz. Not: Bir
ortak kenari bulunan iki haneye komsu haneler
denir.

Y.228. ag,a, ..., a, pozitif sayilar olmak lizere
2" b 3™ — apoq12™ ! — ... — ag polinomunun
Zo, 1, .- Ty, kKOklerl igin zn < ZTp-1 €. S 22 <
1 < zo esitsizlikleri saglanir. —z, ~22,... — Tn
sayilarinm " —na® 14+ b, — 2272 4 . 4 byz® —
nz 4+ 1 polinomunun kékleri oldugu bilinirse, z; =
Ty = ... = Tp_1 = Tpn oldugunu gosteriniz.

Y.229. ABC iicgeninin BC,CA ve AB ke-
narlan {izerinde, |A4] < 1,|BB| £ 1,|CC| <
1 olacak sekilde swmasiyla A4;, B; ve C; nokta-
lari alinmmgtir. ABC iggeninin alaninm :}aéa’ﬁ

agmadifini gosteriniz.

Y.230. Ogle saatinde (12:00'de) ii¢ sinekten biri
saatin akrepinin, diferi yelkovamn ve lgiinciisi
de saniye gostergesinin {izerine oturdular. Bun-
lardan biri digerine yetigtiginde yer degfigtirdiler
(saniye gostergesi aym zamanda yelkovana ve
akrepe yetistiginde saniye géstergesi ve akrep
iizerindeki sinekler yer degigtirdiler).  Gece
yarisina kadar sineklerin her biri ka¢ kez merkez
etrafinda déndi?

COZUMLER
A.216. ..12345678087654321 bi¢iminde olup

19992090 sayisina boliinen dogal sayt var midir?

Coziim. Evet vardir. Yamlimin kolaylif igin
A = 12345678087654321, B = 1999%° diyelim
ve B + 1 tane A, AA, AAA4, .., AA A saylarna
bakalim. - Bu saylar i¢inde B’ye esit kalanla
béllinen en ag ikist vardir. S62 konusu iki saymin
fark: olan
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AL A—AA A=AA A-10k™

R e
k tane m tane  m tane
sayisi, B’ye tam boliinecektir. Fakat 10%~™ ile B
sayis1 aralarinda asal oldugundan, AA...A sayist

B’yé boliinmek zorundadir. m tane

A.217. 2° ~62? +ax+a = 0 denkleminin kékleri
olan z1, z2 ve z3 sayllarmin (z; —3)3+ (22 - 3)° +
(z3 — 3)® = 0 esitligini saglamasini garanti eden
a sayilarinin hepsini bulunuz.

Qozum y = z — 3 diyelim. O halde, y; = 1 —
3,ys = 23 — 3,ys = z3 — 3 sayilar

(y+3)°=6(y+3)°+a(y+3) +a=1y"+3y>+
(a — 9)y + 4a — 27 polinomunun kékleri olacaktir.
Vieta teoremine gore,

y1+y2+ys =3,

Y1y2 +y1ys + yays =a— 9,

Yiyeys = 27 — 4a egitlikleri saglanacakmr
Simdi biz e parametresini; hem Vieta esitlikleri
ve hem de 35 + 15 + y3 = 0 esitligi saglanacak
bicimde se¢mek istiyoruz. Direkt hesaplamalarla
agagidaki Ozdegligi kontrol edebilirsiniz:

V43 +13 = (11 +y2+us)® —3(yye +yiys+
yous)(y1+y2+u3) +3y192ys. Yukandaki esitlikleri
bu son Szdeglikte goz oniine alirsak, 0 = (—3)° —
3(a—9)(—3)+3(27 —4a) = —27—3a,a = —9 elde
ederiz. .

A.218. Toplamlar: 1’e egit olan herhangi pozitif
i, 0, ..., 0y, sayilar igin

oy n o
z:2 zaz”Zn——I

i=1

esitsizliginin saglandigim gdsteriniz.
Coziim. 3; =2 — oy, (i = 1,2, ...,n) diyelim. O

halde,
k43
> Bi=2m-1
i=1
olacaktir. Simdi Aritmatik ve Geometrik Ortala-
.malar arasindaki esitsizligi kullanarak,

) L
el Rl izlﬁi‘z“—:l B ‘
e
1
2 —-n2>2 e ~n >

- Sekill
2n? e > o n
Bit Bot ot B n—1 -1
elde ederiz. '

A.219. Ucboyutlu uzayi, bir-biriyle kegismeyen
ve bir-birine kongruent olan 1001 tane kiimenin
birlesimi biciminde ifade etmek miimkin midir?

Coziim. Evet miimkindir. Ug boyutlu uzaymn

s6z konusu pargalanmasina bir 6rnek gosterelim. .
OXYZ

kordinat sisteminde digiinecegimiz (z,y, z) nok-

talarm goyle smiflandiralim: M;(Z =1, 2,...1001)

kiimesine, ilk koordinat z’in tam degerinin

lzll=1i (mod1001)

denkligini sagladigt (z,y,z) noktalarina ait ede-
lim. Kolaycs anlasailacagi gibi, M; ler ikiger-
ikiger kesigmiyorlar, bir-birine kongruentler ve
birlegimleri tiim uzay: vermektedir.

A.220. Bir ABC iiggeninin gevrel ¢emberinin
BC yayt iizerinde alinmug bir P noktasindan,
BC, AC, AB dogrularina, sirastyla, PK, PL, PM
dikleri indirilmistir.
|BC|
|PE|

esitligini saglaymiz.

e
|PL|

|AB]|
|PM|

(}Bzﬁm BC pargast lizerinde PIN\B = PCA
saglana,cak blglmde N noktas1 vardir. (Ciinkd:

PCB < PC’A
leyiniz). Simdi,

180 — PC'B gekil ’den iz

A Fa Fay FAY
BPN~APC ve CPN~APN (1)



bagmtilarini yazabiliriz. Sekilden, PKnm BPN
ve CPN ficgenlerinin ve PL ile PM’nin ise
sirasiyla, APC ve APB liggenlerinin yiikseklikleri
oldugunu gorebiliriz. (1) bagmtisini da gdzoniine
alarak sunlar1 yazabiliriz.

|AC| |BN| |AB| _|CN]|
Pl |PK|'1PM|  |PK]
Bu son bagintilardan
IAC!+i Bl __ IBNf+lCN[ __ IBN[+[CN| __ [BC]
TPLI T 1PM] — TPK] ' [PK] [PK] [PK]
elde edilir.
Y.216. abc =1 ve a3 > 36 ise,
a? »
§-+bz+c2 > ab+be+ca
esitsizliginin saglanacagun kanitlaymiz.
Coziim.
o2
—?;—+bz+cz—ab—bc—-ca::
a2 2 - a2
T +2 4 ~ab—bc~ca+ —1~é— =
a a?  a a® 3
——bh—c)— Lo e — = =
(G=b=of =St 5 =G-b-d+53-3
a a® — 36
- e b—c)2
G-b-a+ g

ifadesinde a® —36 > 0 oldugunu gozdniine alirsak,
istenen esitsizlik ispat edilmis olur.

Y.217. Diizlem hanelere boliinmilg ve bu hanel-
erden rastgele 100 tanesi igsaretlenmigtir. ‘is‘,pat
ediniz ki, bir biriyle hi¢ ortak noktas: olmayan en
az 25 tane isaretlenmis hane vardir.

Coziim. Tim diizlemi, her biri 4 haneden
olugan karelere bélelim ve her karenin {st sag
hanesini siyaha, {ist sol hanesini beyaza, alt sag
hanesini kirmiziya, alt sol hanesini de maviye boy-
ayalim. Ayni renge boyanmig hanelerin hi¢ or-
tak noktasmin olmadigt agiktir. Simdi, 100 tane
isaretlenmis hanenin en az 1’ (yani, en az 25
tanesi) aym renge boyanmig oldugundan, iste bu
haneler problemde iddia edilen 6zellige sahip ola-
caklardir.

Y.218. Her z € [-1,1] i¢in |P(z)} £ 1 kogulunu
saglayan P(z) = az®+bx?+cx+d, (a,b,c,d € R)
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" polinomlar kiimesine M diyelim. Bu takdirde,

Syle A sabiti vardir ki, M ’den olan her poli-
nomun bas katsayist a i¢in |a| < A esitsizlifi
saglanacaktir; kanitlayimiz.

Coziim. Oncelikle, Po(z) = 423 — 3z polinomu-
nun M ’den oldugunu gézlemleyelim. Gergekten,

Py(~1) = -1, Pg(l) =1 ve yerel ekstremum nok-
talart olan % ve 5! noktalarinda Fo(5 Ly =1,
Py(3) = —1 oldugundan, her x € [~ 1 , 1 1§1n

IPO(:E)[ < 1 esitsizligi saglanacaktir.

Simdi gosterelim ki, problemde adi gecen A
sayist olarak, Po(z) ’in bag katsayisi olan 4
almabilir; yani, M ’den olan her P(x) polinomu
icin |a| < 4 olacaktir.

Aksini varsayalim: Oyle P;(z) polinomu vardir
ki, Vz € [-1,1] igin |P;(z) < 1 olmasina ragmen,
la] > 4 *tir.

4
Q@) = Pol) - > Pa(a)

polinomunu ele alalim. Q(x)’in derecesi
2°den fazla degildir. Ote yandan

TiT'IPl(w)l <IAE <1+ 1PE)

oldugundan, Q(-1) < 0, Q(F) >0,Q(3) <0
ve Q(1) > 0 olur. Buradan Q(z) polinomunun en
az iig kokil oldugunu sdyleyebiliriz. Oysa, Q Q(z)
polinomunun derecesi 3’ten kuguktur (}eh§k1

BASE

Y.219. Kogeleri bir gernber lzerinde bulunan
bir kare verllm1§t1r Qember iizerinde ahnmus
herhangi noktadan karenin koselerine kadar olan
uzakliklar gosteren dort sayidan en az birinin ir-
rasyonel oldugunu ispatlaymiz.

Cdziim. Cember lizerinde rastgele P noktas:
alalim ve gekildeki |PA|, |PB|, |PC|, |PDj|
uzakbiklarinm hepsinin rasyonel sayr olamay-
acagm gosterelim.  Karenin AC kosegenini
(bu hem de gemberin ¢apidir) g1zehm ve_onun
uzunluguna d diyelim. Ayrica, ABP = ACP =
ADP =« diyelim. Sekilden,

|AP| = dSina, |CP|=dCosa,
|BP| = dSin(PDB) = dSin(a +45) =
\f V2
5 (4P| +|CP])

d(Sina + Cosa) - — =
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oldugu gériiliir. Buradan, |AB| ve |[BP|’ nin rasy-
onel olmasi halinde |BP|’ nin irrasyonel olacag
agiktir.

Y.220. Alam S olan A4, 43, A3 {icgeninin
A (i = 1,2,3) tepesinden cikan yiiksekligine
A H; diyelim. A;As4s iicgeninin eskenar olmast
icin gerek ve yeter kogulun

| S==. ZfAeAéﬂ{ JAiHy|, (Ag= A1)

=1

O bt

oldupunu gosteriniz.

Coziim. a; = [A43], a; = |414s], ag =
[A1 A3, k1 = |A1H:|, hy = [AsHs|, hs = |A3H3|
diyelim. ’

Bu takdirde, Aritmetik-Geometrik Ortalama
Esitsizligi'nden, agh; +aifis + aghg = alhlg—f -+
agha St +aghs 22 = 25(% + 2 4 22) > 25 -3

af(@s  ai  82) ..
ay, as as) 65

Sonuncu esitsizligin_ egitlife dﬁnﬁsmesi icin

gerek ve yeter kogul,

a3z ay as o o

— I e T e S e =

o az a3 a1 = ag == ag
egitliklerinin saglanmasidir.  Boylece, aghy +
a1hs +aghs = 85 esitlifinin saflanmas icin gerek
ve yeter kosul, a1 = az = a3z olmasidir.

YAZARLARA

Dergimiz matematife ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yaymlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmasi diginda her-
hangi bir kisitlama yoktur. Fikir vermesi
agisindan su konular: siralayabiliriz:

* Konu sunuglar:.

* Matematiksel diiglincenin degisik alanlardaki
uygulamalanm vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek ya da heniiz
¢ozililmemis Ginli problemlerin tanitimi.

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
lerini agmasina yardimci olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matem-
atikcilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkh bir miifredat programmi
olusturmaya yonelik inceleme, elegtiri ve alter-
natif oneriler.

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Géonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
biitlinliifli bozmayacak bazi degigikliklerle de
vaymlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif icreti o6demeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlayigla karsilanacagumiz
umuyoruz. Gonderilecek yazilarin bilgisayar or~
taminda yazilrmg olmast (Latex, Word, Scientific
Work-Place), diizgiin ve tam ciimlelerle, Tiirkge
dilbilgisi kurallarina uyularak yazilmasi, bes say-
fay1 gececek yazilarda bolme noktast belirtilmesi
gerekmektedir. Yazlar ya bir adet yazicidan
cgikiig Ornegi ve bir 3.5 inc’lik diskete kayit
edilmis olarak

Matematik Diinyas:
izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Boliimii, 35435
Giilbahge-Urla,iZMIR

adresine posta ile gdnderilmeli, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektronik
posta ile gonderilmelidir.




