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BiR UCGENIN ELEMANLARI ARASINDAKI BAZI ESITLIK VE ESITSIZLIKLER I
Mehmet Sahin

Ankara Universitesi, Matematik Boliimii, ANKARA

Diizlem geometride iizerinde cok caligilan konulardan biri de, bir ficgenin elemanlan arasindaki bazi
esitsizliklerdir. Oncelikle yazida kullandigimz bazi gosterimleri tammlayalim:

R: gevrel cember yarigapy, 1: igtefet cember yarigapi; §: yart gevre; F. alan; ab,c iiggenin BC,ACAB
kenarlarmin uzunluklari, o, B,y : {iggenin i¢ actlari;, T,,%,,T, @ dig tefet cemberlerin ydngaplars

h,,hy,h, : Gcgenin yikseklikleri; m, ,my,m, : ficgenin kenarortaylars; W,, Wy, W, : liggenin
actortaylar.

A
Onerme: 1.1. ABC ‘de ab+ac +be=r1? +s% + 4Rr ‘dir.

2
Kamt: a+b+c=2s, abc=4RF, (s~a)(s—-b)(s—'c)z£—, F=rs oldugundan
s

2,
F—--=s3 —s%(a+b+c)+s(ab+ac+be) - abe
8

TZSZ

=5> —s%2s + s(ab + ac + bc) — 4RF
S

r2s=5% — 2% + s(ab + ac + bc) — 4Rrs

ab+ac+bec=1% +s% +4Rr

bulunur.

Teorem 1.2. [3] Her iiggende asagidaki esitlikler sa Blanir:

.}é,+_rl-@_+£9_:2§_1 Q)
h, hy b T
ol B Y :
atan—+btan—+ctan—=4R - 2r @
2 2 2
Kamst:
1 ‘ 2F
T, = IS I, = > I, = s ve hamgﬁ, hl\wzg, h. = 3
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L ! + +

r, 1. 1i a b c )

h, hy h, 2{s-a s-b s-c

a

{a+b+c)s? +3abc - 2s(ab +ac+be)
2(s—a)(s-b)s—c)

1 “de verilen egitlik kallanilusa

I, n I, _2352+3-4RF—Zs(r2+52+4Rr)

& h., h E?

k- o c 2
S

_12RF-2sr®> —8Rrs _ 12RF—2Fr - 8RF

2Fr 2Fr
_—4RF-2F1' =25_1
2Fr r
A
r. ABC ‘de tangz: ! , tanEz L R tanl“—‘ ! oldugundan
2 s-—a 2 s—b 2 s~c¢
aiaag+btan—ﬁ-+ctanx=r a b oo =i£'5—2 =4R - 2r
2 2 2 s—a s=b s-c¢ r

saglamir.

, T _
Sonug 1.3. Her tiggende 2?13- 23 ‘tir

a

Kamt: (1) ‘de kamtladigimz esitlikte Euler esitsizligi denilen R 2 2r kullanilirsa
r, 2R
Z PR 1 > 3
h, r

elde edilir.

Teorem 1.4. [3] Her Uggende

3D (D I g R )
h, hy . T

‘esitsizligi saglanir. Esitligin olmast igin gerek ve veter kogul ficgenin eskenar olmasidir.
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Kamt: m, 2h, , my 2h, , m_ 2h_ oldugundan esitsizligin sol yam agiktir. Diger van igin

sekilde lOHI=Pa , IOD’zpb , OF’=pc ise ’OAI=R , IAHI=IHa , IBDI:mb ve ICE‘=mc
oldugundan

A A A
OAH  ggeninde m, <p . TR, OBD tcgeninde my <p, +R, OEC iiggeninde
m, <p, +R olur. Bu esitsizlikler sirastyla a, b, ¢ ile carpilip taraf tarafa toplanirsa,

am, +bmy +cm, <R(a+b+c)+ap, +bp, +cp,

A A A
olur. Aynica m(BAC) = ise m(BOC) = 20 oldugundan alan bagmtisindan OBC ‘de

ap, =R?%sin 20 dir. Benzer sekilde bp, =R?*sin 2B ve cp. =R? sin 2y bulunur. Bu son
pa pb pc
etitliklerden

. : . 2F
31112oc+s1r12{?>+sty=—R—2
olup,
» 2F
am, +bm, +cm, SR2S+R“E7=2S(R+r)
‘dir. O halde
2
&+El-h-+m° :—1—(211115l +bm, +cmc)S~S(&f2=l+¥13
h, hy, h, 2F 2F T
~gikar.

Teorem 1.5. Her ticgende
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@ 27r*<h,w, +h,w, +h w_<s® Q)
i) 27r> S‘ham; +h,m, +h m, <s® (6)

“dir. Esitligin olmasi igin gerek ve yeter kosul iggenin eskenar olmasidir.

Kamt (i)

a

2
W =——a/bes(s—a) , Wy =
b+c ( ) b

¥
- Jacs(s—b) , w, = ib,/abs(s—c)
c a

etitliklerini biliyoruz. P:=Th,w, + hywy +h w diyelim. (3) ve (7) ‘den

P= 4.1:(‘\/ bes(s—a)  Jacs(s—b)  yabs(s =) 1
L a(b+c)  blate) cla+h) |

s H

- ohur. Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligine gore
173 25173
lezF{ s - =P21F 0 —
(b+e)a+c)a+b) | [(b+oa+oy@+bl”

uH Avrica
4s_(b+9+(a+0)+(@th)
3 3
1ik-Geometrik Ortalama Esitsizliginden

%:?’.ﬁ%ﬁiz?ia‘m

[(b+o@+c)@+n]”

—%;23»\/3100 = %—24RF:4R1FS
3 ‘

257 > 27Rr ve R 22r oldugundan

52 >27r?

(Byve(9) ‘dan P2 271% bulunur.

Simdi  esitsizligin - sag  tarafim  kamtlayahm. Kamti  yapatken  VX,y,z> 0

(x+y+ z)? <3(x* + ‘y2 +2z%) esitsizligini kullanacagiz.

AF.fbcs(s —a) 4F . acs('s -b) 4F ﬁ,fabs(,yw:;
T e

alb+¢) T bla+c) ' cla+b)

0

®

©)

icin

(10)
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172
X +y +z<3s4F EC(S—a) 4D abs-0) - an
a’(b+c)? b*(a+c)? cZ(a+b)?

olur. Ayrica b+c224/be , a+c>2/ac , a+b=2ab etitsizliklerinden
a?(b+c)? 24a’bc , b2(a+c)? 24b%ac , c’(a+b)? >4ctab

olup (10) ‘da yerine yazilirsa

1‘/2
x+y+z£2F\/3_s[(S_2a) Sl (s_c)} |

a b? c?

2 2,0 2.2, 21200 T2
SzFﬁg{bc(s ay+a‘c’(s—b)+a‘b"(s c):l .

a’b%c?
abc = 4RF yerine yazilirsa

V3s

1/2
X+y+z< E{S(bzc2 +a’c? +a’?) - abc(ab + ac + bc)]
bulunur. Onerme 1.1 yardimuyla kolayca

b%c? +a%c? +a’b? =1* +s5* +16R?*r? +2r%s% + 8Rr’® — 8RFs (12)
esitligi gosterilebilir. O halde Onerme 1.1 ve (12) ‘den

3s

Xty + zsﬁ[s(r“ +5* +16R?t? +2r%s% + 8Rr® — 8RFs) — 4RF(r2 + 5% + 4Rp)|””

‘dir. Ayrica 22275 ve [1] ‘den  2s=a+b+c¢< 3R\/§ oldugundan X +y+z < s? elde
edilir. a =b =c olmasi durumunda esitlik saglamr.

(i) (3) ‘deki yitkseklik bagintilan ile birlikte

ma

-;-JQ(bz +c?)y—a? | m :%\/2(32 +c?)-b? m, =é-\/2(a2 +b%)-c?

esitlikleri kullanilarak (i) ‘deki yontemle gosterilebilir.

Teorem 1.6. Her licgende

n+3 . 2
- o 4s - - 4 ~
3220 <gh cot3+b“ cotE%-cn cotlST\/az“ Y ppint g2t (13)

‘titr. Esitligin saglanmast i¢in gerek ve yeter kosul tiggenin eskenar olmasi ve 1 =1 olmasidir.
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;

o
Kamt: P:=a" cotz +b* COtE +c” cot—;—b diyelim. -

cot2 = _S-a) , C‘otE'——- }~———~—qu —b) . coty = _ 529 (14
2 YG-bis-o 2 VG-ays-o 2 V(s-a)s-b)

oldugundan Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligine ghire

—1/2

st%abc} g
r
s> >27r% ([1}5.1D) 4&;«-}—— (1]4.13) (16)
a+b+c e
esitsizlikleri yardimiyla
n+3
P>3 22"

elde edilir. Bovlece (12) nin sol tarafi kanitlanmig olur, Diger tarafin kanitt icin (10) esitsizligini
kullanacagiz.

mar 6D [GoD) ’Z:Cn/ )
(s=b)s—c¢) (s—a)(s—¢) (s—a)(s—=b)
- denilitse ’

i; x+y+z=a _ S(s—a) R s(s—b) on s(s —¢)
: (s=b)s-¢) (s—a)s—c) (s—a)s—=b)

ve (10) ‘dan

PS\E{ a?s(s —a) . bzns(s—‘b) N cs(s —¢) }1/2
(s=b)s—c) (s—a)s—-c) (s—a)s—b)

-a (é—b)+(s—c)

“dir. E = ——2——--— ve Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizliginden
a_ (s=b)+(-c =
_:-_(_.._.>_...€___>_Z (S“‘b)(S“‘C)
2 2
2

a ;
olup, buise (8 —b)(s —¢) < -—4— olmiasim gerektirir. Benzer sekilde

sy o
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2

(s—a)(s——c)s—z

) an

c
s—bs—a)ys—
| (s=b)s—a) 2
dir. Bu egitsizlikler yardimiyla
: 4 T2
P _<_\/3_S{a?‘“‘(s - a)i+b2"(s —b)—4,;—+ ¢ (s —C)T] ;
a’ b* C
ve ([2}, 1.1) ‘den
a*(s—a)+b*(s-b) +ct(s—-0)< é—abc(ax”z b2 4Py AeR)
esitsizligine gdre
1 T 412
P=x+y+z< 2«,/587{5 abc(a?™* +b> + 02““4)]

abc =4RF, (9)ve ([11,5.3) ‘den 2s=a+b+c< 3Rx/§ esitsizligi vardimzyla

4s5* ~ _ ”
PgTJaZn 4 p2nd o204

elde edilir. Boylece kanit tamamlanir. Uggen eskenar ve n=1 icin esitlik saglaur.

Teorem 1.7. Her ticgende

n+i B

32200 <a" tang—+b“ tan—z—fl-c“ tan—Y—Si/-—;—«/aZ"” 4+ p2ott 20 a8y

Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kogul iggenin eskenar ve n=1 olmasidir.
Kanat:

o ; ;

P:=a" tan—+b" ta:nE +ct tanl

2 2 2

olsur.

o T T '
tan — = s tan—gz————m tanl=

9

2 s-—a 2 s-b 2 s-—c
degerleri P deki yerine yazilip Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi uygulanirsa;

P> /3(abc)"3 (19)

elde edilit. 2s=a+b+c<3RA3 ([11,5.3), (10) ve R22r (Buler esitsizlig) yardumyla (19)
esitsizligi
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a o
p=322°"
I . y " s a’r b'r c'r
mine donfisir. Bu ise (18) ‘in sol yamdir. Difer van igin X = , V= o zZ=
Ss—a S — S—¢C

1. Buradan
a” b* ¢t
p=r + +
s—a s—-b s-c¢

_r a"(s-b)(s-c)+b"(s—a)s—c)+ci(s—ais— b |
(s—a)s-b)s-¢

78]

F2
abc =4RF, (s—a)(s—b)(s—c)=—, (17) ve (10) esitsizligi kullanilarak
S
2 2 2
a b c
7 a" —+b" — 4+ —
X+y+z<rt 4
. F2
S

10} esitsizligi kullamlirsa

3
X 4 y+ZS{F_(a2n+4 +b2n+4 +02n+4)1/2

5§gen eskenarsa ve n=1 ise esitlik saglamr,
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