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HERON VE BRAHMAGUPTA
FORMULLERI

Fikri Gokdal
Akdeniz Universitesi, Matematik Bolumi,
07058-ANTALYA

Kenar uzunluklar: bilinen bir tiggenin alani, bu
uzunluklar cinsinden ifade edilebilir mi?

Bu soru milattan onceki yillarda ortaya atilmis,
baz1 kaynaklara gore Arsimet, bazi kaynaklara
gére de Heron tarafindan cevaplandinlmigtir.
Heron, M.S.100 civarinda Iskenderiye’de yagams,
mekanik ve geometri alaminda 6nemli ¢ahismalar
vapmus bir bilim adamidir.

"Kenar uzunluklari a, b, ¢ olan bir ticgenin alam
S ve gevresi 2u ile gosterilmek tzere,

S = \/u(u—— a)(u—b)(u —c)

oldugu . yukanda sdzii edilen yillarda ispat-

lanmugtir.  “Heron formiilii” adiyla bilinen bu
formiilde,
a+b+c
u=a+b+tc, u:——2——-—
b4 c—a- b_a—l—c-—b
Uw—a= 3 ;U = 5 ve
a+b—c
U= ———

2

oldugundan garpanlarmn her biri ve dolayisiyla S,
tamamen- kenarlar cinsinden ifade edilen pozitif
biiytikluklerdir.

Ornek: Bir tiggenin kenar uzunluklar 9, 10, 17
“ige, alani 36 'dir.

Bir iicgende ii¢ i¢ ac1 ve her birine ait birer
iciagiortay vardir. Bir aginin aglortay: lizerindeki
Lerhangi bir noktadan aginin kenarlarma indirilen
dikmelerin uzunluklari birbirine esit olacagindan,
aglortay; aginm kenarlarindan esit uzaklikta bu-
lunan noktalarin geometrik yeridir. Bir iiggenin
herhangi iki(ig) agiortayimn kesigim noktasi I ile
gosterilirse, bu 1 noktasi iigiincii agmin da ig
aglortay: tizerinde bulunur ve dolayisiyla, liggenin

ii¢ kenarindan esit uzaklikta bulunur. I dan, ke-
narlara indirilen dikmelerin kenarlar kestigi nok-
talar ya da I nin kenarlar iizerindeki dik izdigiim
noktalart ( ya da dikme ayaklar1) merkezi I nok-
tas1 ve iicgenin ii¢ kenarma (dikme ayaklarinda)
teget olan cemberin lzerinde bulunurlar. Bu
gember yalniz bir tane olup bu gembere, ” tiggenin
i¢ teget cemberi” bazen de lisaca ”ic gember”
denir. Bir gember ve bu gemberin diginda bulu-
nan bir nokta verildiginde, s6z konusu noktadan
gecerek cembere teget olan iki farkli dogru vardir.
Verilen nokta ile bu dogrularin cemberlere degdigi
noktalar aras1 uzaklik birbirine egittir.

Sekil 1

“I merkezli ve . r ‘yangaph gembere A,B,C
noktalarindan tegetler ¢izilmis” gibi bakildiginda
“Sekil 17 gibi ¢ kisundan,

Sekil 2

|AF| = |AE|, |BF|=|BD|, |CD|=[CE]|

oldugu goriliir. Bu sayilar, ABC iiggeninin
kenarlari cinsinden su bicimde ifade edilebilir:
|AF| = |AE| = z, |[BF| = |BD| =y, |CD| =
|CE| = z ve |BC| = a, |CA| = b, |AB| = c ile
gosterilmek tzere,

a=y+z, b=z+z, c=ac+y
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Sa+b+ec=2(w+y+2)
= 2u=2z+y+2)
Su=x+y+z
2r=u—(y+z2)ya da z=u—a

ve benzer bigimde, ¥y = w—1b, z = u—¢
‘dir.  Geometrik kargiliklan yukandaki gibi be-
lirlenen bu w, u — a, v — b, v = ¢ sayilan
Uggenin alamim belirlemek igin neden karekok
iginde carpilacaklar? Bundan sonraki satirlarda
bunun ispatini verecegiz.

Teorem. Bir ABC tcgeninin kenar nzunluklar,
a,b, ¢ (a+b+c=2u) ve alam 5 ile gdsterilmek
lzere,

S = /ulu—a)(u—b)(u—c)
"dir.

Ispat. ABC fcgeninin ig teget cemberinin
lggenin kenarlarna degdigi noktalar; D, B, F
olmak izere

A A A
IDC=IEA=IFB=90°

dir. %
Sekil 3 LN
s/l ) =
NS o~ c R
2 b o
®

BIC, CIA, AIB icgenlerinin alanlan sirasiyla
51, 82, S3, ABC liggenin alani S ve ig yaricap1 7
ile gosterildiginde

D] =|IE| = |IF|=r,

|BC|.IID| ar

Sy = =2l 2l
2 2
_JACLUIE| b
S2.= T — =5
o = ABLUF| er

2 2
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olacagindan,

S:S;+Sg+33:g(a+b+c):g—.2u

ve dolaysiyla ,

S =u.r (1)
bulunur. BI dogrusuna I noktasinda dik olan
dogru ile BC dogrusuna C noktasinda dik olan
dogrunun kesisim noktast @, IQ dogrusu ile
BC' dogrusunun kesigim noktasi P olsun. [BC
tizerinde |CR| = |AFE| = u — a sartim saglayan
(BCR sirasinda) R noktasi igin,

[BR| = |BC|+|CR]
= a+ (u—a)

ve (1) ’den .S = ur oldugundan, S = |BR}.|ID]

yazilabilir. B?Q ve Bé’Q acgilary, tammlari
itibariyle dik ag olduklarindan, [BQ] (sabit)
dogru pargasi, [ ve C unoktalarindan dik ag
altinda gorulur. Buradan B, Q, C, I noktalarinin
[BQ] caph ¢cember tizerinde olduklar yada BQCT
dortgeninin bir kirigler dortgeni oldugu anlagihir.
Bu nedenle, ‘

A N
BQC + BIC=180°,

aclortaylarin  kesisim noktasr [, oldugundan

A o :1 A 0 2 A
BIC= 90° + 4, BQC= 90° — 4, BIQ=

A A A
90° ve BIC= 90° + 4 oldugundan QIC=

- N /\ A N
4, AIE figgeninde E= 90° ve [AE= 4

A A
oldugundan, AlE= 90° — 4 ve dolayisiyla,
A A
BQU=AIE elde edilir. Diger taraftan, (BQCI)
cemberinde QC yayini goren gevre agilar olduk-
A A A
larindan, QBC=QIC= g‘— dir. QBC ve
IAE iicgenlerinin ikiser aglar birbirine esit
A A

oldugundan ( QBC=IAE,C=F= 90° ) bu
ucgenler benzerdir.

IN N
QBC~IAE (A.A) benzerliginden,

1@Bl __ 1Qc] _ |BC|
7a] — [TE T [4E)

ve (2) 'de |AE| = |CR| yazmlarak



QS‘P~I§P (A.A) benzerliginden de

lQC| _ |PC]

|ID| — |PD|

elde edilir. (3) ’ten,

[BCIH|CR] _. |QCIHID]
ICrl

()

11D}
ve (4) ’ten,
|QCI+ID|  _ |PC|+|PD|
T = TP (6)

(5) ve (6) ’dan (|BC|+ |CR| = |BR|, |PC| +
IPD| = DY)

(7)

bulunur. (7) 'nin 1.tarafi }g—ﬁ ile 2.tarafr da {g—gll

ile carpildiginda;

[BR|> - _ |CDLIBD]|

[CRTTBR] = [PD[[ED] (8)
ve BIP dik icgen, |ID| ; [BP] hipoteniisine
ait yiikseklik, [BD] ve [DP] de bu yiiksekligin

hipotentis tizerinde ayirdig parcalar oldugundan
|ID|* = |PD|.|BD| alinarak (8) esitliginden,

|BR[*>. __ |cD||BD] (9
[CRIIBR] — ~[ID?]

va da

|BRP?[ID|? = |BR|.|CR}|CD||BD|

elde edilir. Bu carpanlarn kenarlar cinsinden
kargiliklan yazildiginda,

5% = u(u—a)(u - b)(u—c)

S=/u(u—a)(u—>b)(u—c)
bulunur.

Bu teorem; fg, hp, he tggenin yiikseklilklerini
gostermek tizere, yine

25 = a.hg, 25 = b.hy, 25 = c.h,
iklerinden herhangi biri, (mesela 25 = ¢he)
=l alinarak, trigonometrik metotla ya da di-
hesaplama metoduyla ispatlanabilir:
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Sekil 4

[.25 = c.h. ve sekilden, h, = b.sin A yazlarak,
25 = besin A bulunur. Iki tarafin karesi alinip,

457 = p?c%sin® A = b2c2(1 — cos? A)

ve lggende kosinis teoreminden de

b2 4?2 — a? 2 b2+c2—a22
yazildiginda,
2 22 (0> +c2—a?)?
o b2eR((2be)? — (B + ¢ — a?)?)
T 4p2c? ve

4.45% = (2bc)? — (b2 + ¢ — a?)? (L)

bulunur. Carpanlara ayirma yoluyla
165? = 2u.2(u— a)2(u — b)2(u — ¢)
ve buradan da, istenen
S = Valu=a)(u=bla—2)
elde edilir.

Sekil 5

I1. (Sekil 4) *te ; |BC| = a *dir. |BH| = n ahnrsa,
|[HC| = a — n olur. |AH| = h almirsa, Pisagor
bagintisindan
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?=h*+n? ve b2 =R%+ (a~n)? (IL1)

yazilir. Diger taraftan, a = n 4 (a — n) ve a? =

n? + 2n(a —n) + (a — n)? dir. (I1.1) esitlikleri
kullanilarak; ’

a? = c? — B2+ 2v/c? — /b2 — h2 +b% — R?
(a* =t =07 ¢ 2]@2)2 = 4(?:2 - ﬁz)(bz —h?)

[(a? = 5% = ¢?) + 2% = 4(c? — B2 (b2 - h2)

(a® =% = ¢*)® + 4h*(a® = b* — *) + 4h*

=4(*b? — c*h? — b2h?%) + 4h*

(a% — b? — )2 4 4h2a0? — 4R*(b? + 7)

= 4c%° — 4}12(62 + 02)

bulunur. - Bu egitlikte 2S5 = ah yazlarak;
(a® —b? — C2)2 + 4(25)% = (2bc)?, buradan da,

165% = (2be) — (a? — b% — ¢?)? (I.2)

elde edilir. - . (I12) ile (I.1) - ifadeleri aym
oldugundan sonugta

S =+ u(u—a)(u—->b){u—c)
bulunur.

Kenar uzunluklar a, b, ¢, d olan bir dig blikey
kirisler dortgeninin alaninim kenarlar cinsinden

ifadesi, M.S. 7. ylzyilda yasamis, Hintli mate-

matikel Brahmagupta tarafindan kesfedilmistir.
50z konusu dortgenin alani K ve a+b-+c+d = 2p
ile gosterilmek lizere,

K=+y({p—a)p-b)(p—c)(p—d)
“dir.

Ispat: ABCD kirigler dortgeninde, ,/L\l + é‘:
1807 ‘oldugundan,sin A = sinC ve cosAd =
~cosC ’dir. ADB ve CDB tggenlerinde |BD| =
f icin kosiniis teoreminden
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Sekil 6

a® 4+ d* = 2adcos A,
B2 4 ¢? — bccos C ve
= b2 4%+ 2bccos A

o=

yazilarak,
a? +d? = b — ¢? = (2ad + 2bcjcos A (I11.1)

bulunur. Diger taraftan,

A A
Alan ADP +Alan CDB
1
= -;—aclsin A+ §5csin C

K =
1 . . . sy
= —2—(ad+ be)sin A (sinC =sin A 1di),

4K = (2ad + 2bc)sin A (111.2)

bulunur. (I11.1) ve (II1.2) ifadelerinden, (cos? A =
1 —sin? A esitligi gézoniine almarak)

(a? +d* = b? ~ ¢?)? = (2ad + 2bc)? cos® A
= (2ad + 2bc)?(1 — sin? A)
= (2ad + 2bc)? — (2ad + 2bc)?sin® A

= (2ad + 2bc)? ~ 16 K2,

16K2 = (2ad + 2bc)? — (a? + d? — b2 — ¢?)2,

ve buradan da, onceki satirlarda oldugu gibi
carpanlara ayirma yoluyla,

K=vp-ap-bE--cl-d

Brahmagupta formiilii elde edilir. Bu esitlikte
d = 0 alinwrsa; kirigler. dortgeni, kenar uzunluk-
lar1 a, b, ¢ olan liggene ve K da S ’ye doniigiir.




wenar uzunluklan @, b, ¢, d olan bir dig
dortgenin i¢ agilarndan, karsilikli bir ciftin
w 2o ile gosterilmek fizere (trigonometrik
la, biraz zaman alacak iglemler sonucunda)

mn

3

Fi=(p— cz)(p - b)(p—c)(p~d) — abedcos®

ifade edilebilecegi gosterilir. ( a = 90° ol-
i halinde bu ifadenin Brahmagupta formiiliine
tsecegl agikga goriilir.)

Kirigler dortgeninin alanmm veren K =
Vip—a)(p—b)(p—c)(p — d) ifadesine aritmetik
ortalama-geometrik ortalama esitsizligi uygu-
lanirsa;

(p=a)(p—b)(p—c)(p—d)JF

L=+ =)+ (p—c)+(p-d
= 4

3

[N ]

<

3

bulunur. p—a = p—b = p—c = p—dise, VK = £
elde edilir. Bu a = b = ¢ = d olmasmi yani
kirigler dortgeninin bir kare olmasini gerektirir.
Diger hallerde VK < £ dir. O halde, cevresi
sabit olan kirigler dortgenleri arasinda en biiyiik
alana sahip olani, karedir.

Brahmagupta  formiiliniinuygulamasina bir
ornek olmak tiizere bir problem ve ¢dziimiini
sunuyoruz:

Problem:  Kenar ‘uzunluklart a; b, ¢, d ve
alani K olan bir dig bitkey dértgen, hem kirigler
dartgeni hem de tegetler dortgeni ise, K = v/abed

oldugunu gosteriniz.

Coztim. ABCD dértgeni, bir kirigler dértgeni
oldugundan

K’=(p=a)(p—b)(p—c)(p—d)

ve  bu dortgen aymi zamanda-tegetler dértgeni
cldugundan, a -+ ¢ = b+ d dir.
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Sekil 7
2p = a+b+ec+d
2p = 2(a+e) = 2(b+d)
p = (a+c)=b+d
den; p—a=cp—c=ap-b=dp-d=15

bulunur. Bunlar K? = (p—a)(p~b)(p—c)(p— d)
de yerlerine yazilarak,

K = abed

elde edilir.
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