PROBLEMLER VE QOZUMLERI

Uyary:  Dergimize alistirma problemlerinin
coziimlerini degil, yalmizea yarigma problem-
lerinin ¢bziimlerini yollayiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

ALTL.
buyiiktir?

Agagidaki sayilardan hangisi daha

(1234567891)% ya da 123456789123456789

A172. Ardisik 10 tamsayidan en az biri geri
kalan dokuz sayi ile aralannda asaldir; gosteriniz.
A.173.  Carpunlart 1 ’e esgit olan ¢ tane
pozitif sayimn toplamn bu sayilarin terslerinin
toplamindan biiyik ise, bu takdirde stz konusu
saylardan tam bir tanesinin 1 ‘den bilyiik
olacagim gosteriniz.

A174. a € R sayst ¢ — a® 4+ a = 2 denklemini
saghyorsa, 3 < a% < 4 oldugunu gosteriniz.

AT5. 20 x 25 dikdSrtgeninin igine, ke-
nar unzunlugu 1 olan 120 tane kare atilrugtir.
Dikddrtgenin igine, ¢apt 1 olan ve 120 karenin
hig birini kesmeyen bir daireyi yerlestirmenin
mumkiin oldugunu kantlaymiz.
YARISMA PROBLEMLERI
A 1 1 1 .

= 1 - U Tt "
B= T534.2688 + Tawoees T+ gmes e Savilan
veriliyor. % “nin bir tamsayi oldugunu gésteriniz.

Y.172. ay,aq, - n tane farkh pozitif
say1 olsun (tam olmalart gerekmez). Bu sayilar
vardumyla elde edilen tiim mimkiin toplamlar
kiimesini distinelim (sayilanin kendisini de sz
konusu kiimeye dahil ediyoruz). Elde edilen
toplamlar igerisinde, en azindan, ﬁ%ﬂ) tane
farkh say1 bulunacagim kanitlayinmz.

T2 Qn;

Tam ﬂ%ﬂ‘l tane farkh sayinin bulunacag du-
ruma bir drnek gosteriniz.

¥Y.173. Bir dogru lizerinde 50 parga verilmistir. -

Asagidaki 6nermelerden en az birinin dogru
oldugunu kanitlayinz:
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{a) Pargalardan en az 8 tanesinin ortak noktast
vardir.

(b} Oyle 8 parga vardir ki, herhangi ikisinin
orta noktast yoktur.

Y.174. Konveks ABCDEF altigeni verilmistir.
AD, BE ve CF koésegenlerinin her birinin
altigenin alamni yariya boldigd bilinmektedir.
Bu kogegenlerin aym bir noktada kesistiklerini
kanitlaymiz.

Y.175. Dizlemi bir kag bolgeye bélen o {n >
2) tane dogru ¢izilmis ve bu bdlgelerin bamlan
boyanmugtir. Boyama islemi dyle yapihmstir ki,
boyanmis bolgelerin ortak s yoktur (smrlar
dogru pargalandir). Boyanmig bolgeler sayisinm
£(n? + n) ’den fazla olamayacagin kamtlayiniz.

COZUMLER.
A.161. m ve n doffal sayilar olmak tzere, oo«
V2 din, 2 < V/2(1 ~ 315) oldugunu gsteriniz.

Coziim.
m<V2a =m? <t md 1< m?

:> YTb2

n?

1 . of i
<2~L=2(1-5)

2n=
= 201 = 2k + ()° -~ ()’
<2(1- )=
VA=)

A.162.  Bir kare, sekilde gorildiigii gibi bes

" dikdortgene boliinmiigtiir. Karenin kenarlan ile.

ortak noktalari olan dort dikdortgenin alanlan
birbirine esitse, tam ortadaki dikdortgenin bir
kare oldugunu gosteriniz.

Coziim. Dikdortgenlerin kenar nzunluklarina ay,
by, aa, ba, as, b3, aq, by diyelim (sekile bakiniz).



- O halde aqg-+bg = ag+
ir. Alanlanin esitliginden
\rs s < g olmasy gikar. Bu

rsek, az > a4 ve nthayet aqg > aj

@y > an > asg > ag > ay celigkisini elde etmis olu-
. Demek ki, a3 = aq olmahdir. Benzer sekilde
as = a4 ve dolayisiyla, by = by = by = by
e gostermek mitmkiindiir. Problemin id-

§ tane ikinci derece denklem. veriliyor:
wr+qr =0, k=1,2,--.,8. pg larmn hep-
arkh sayilar oldugu, her denklemin iki ayr
o oldugu ve farkh koklerin toplam sayisiun
idugn biliniyorsa, bu 4 kdkiin toplamn neye

Cézim. =z, Zg, T3 ve zg verilen 8 denklemin
:okleri olsun. Bu dort sayidan olugturulmug
{mi,z;), (2 < j) ikililer sayis (3) = 6 ve
mler sayist da 6 oldugundan her (w;,2;),

1 .

e Faogdrateg= 3‘[(5F1 + 29} + (21 + 23)
+(z1 + 24) + (22 + 23)
e teg)+ (23 + 24)]

1
= *‘g(?: + pa+ps +pd+ s+ ps) -

A.164.  Dar agh bir liggenin: her kenarmin
2 noktasindan diger kenara dikler ¢izilmigtir,
diklerin simrladig altigenin alaninin, tiggenin
ninin yarisina egit oldugunu gosteriniz.

ikilisine sadece bir tane pg sayist uygun -

A.165. Yazn tahtasinda 1
vazlmugtir.
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Coziim.

A R [

FaN
P, ), Ry ABC iiggeninin kenarlarmin orta

A a
noktalar olsunlar (sekile bakmn). APR, RQC

A
ve PB(Q tiggenleri dar agih olduklarindan onlarin
yiksekliklerinin kesigim noktalan olan L, Vv, M
bu lggenlerin i¢inde bulunacaklardir.

a

ABC ‘nin alanma S ve PLRNQM P altigeni-
nin alanina da § dersek,
~ A A a A
S=A(PQR) + A(PMQ) + A(QNR) + A(RLP),

A a N
APR=RQC=PBQG

oldugundan,
A o A A
PMQ@Q=ALR ve QNR=PLA
‘dir. Dolayisiyla,
A A A
A(PMQ) + A[GQNR)+ A(RLP)

FAS ay A
= A(ALR) + A(PLA) + A(RLP)
1

A 4!%]% S
= Al = .5
(APR) = -
~Boylece,

~ 1

S= ;;1-.5‘—{— ES = —;—“7 dir

T S SR )

V5 55 1y saylan

{(a) Bu sayilanin ontinde + veya — igaretleri koy-

makla sifir elde etrnek mumkin mudur?

{b) Eger mirnkin degilse, sayilardan en az kag

tanesini sildikten sonra geriye kalanlarin oniine
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+ ve — igaretleri koymakla sifir elde etmek
mitmkiindiir?

Coztim. (a) Miimkin degil. Clinkil kargilarinda
+ ve/veya — igaretlerinden biri yazilig kesirleri
uygun sekilde toplamakla

k

1
————————— sl ‘,: ﬁ
ssoii T (k€D

elde edilir ki, bunun hig bir zaman sifira egit ola-
mayacagl agiktr,

(b) Bdylece, % ‘'vi silmiek lazim: oldugu  (a)
sikkindan goriiliiyor. Benzer fikirler 33-1- "in de si-
linmesi gerektigini gdsterir. Geriye kalan sayilarn
{% ‘dan bagka) éulinde F isaretlerinden birini
vazarak _
_L_Tl_‘_ JMF85
358797 589
bigiminde bir ifade elde ederiz.

Paydaki birinci toplanan 3 ile bsliniiyor, ama
diger toplanan (40) ise bolinmiiyor. Dolayisiyla
bu ifade sifira egit olamaz. Béylece, é u da sili-
yoruz,  Geriye kalan sayilarm ntine + veya —

vazarak
m 1 1

3757
elde ediyoruz. (Burada -~ birinei toplanan;,
énlerinde + veya — yazmlmig 1, {; % % —é, ;‘;,
%,5 saytarmin toplamudir.) Yukandaki toplami su
sekilde yazahm:

SmF (F2F1).12
8.3.5 ’

Paydaki ikinci toplanan 5 ile béliinmediginden
bu toplam sifira egit olamaz. Béylece, 1 ve =
‘dan en az birini ve dolayisivla, ikisini de silmek
gerekecektir. Benzer fikirler kullamlarak L in
de silinmesi gerektigi sonucuna varihr. Geriye
kalan 1, -,i;, 13, %, %, ]—15 saylart karsisinda + ve —
igaretleri koymakla sifir elde etmek mitmkiindiir:

Y.161 (Sorunun yazimnda hata olmugtur:
dogrusu:) ¢ > 5 olmak lizere p ve ¢ asal sayilan
7|(2% + 3F) kosulunu saglarsa, ¢ > p olacagim
gosteriniz.

Coziim. Bir ¢ igin (2" +37) saflanmsa
g{(3% —2%) de saglamr. Verilen ¢ > 5 icin
g|63™=2™) kogulunu saglayan m dogal sayilariman
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kiimesi A olsun. Boylece, 6 ile aralarinda asal
olan her q iin (q) € A *dir. Burada ¢(g) = ¢—1,
Euler ¢-fonksiyonunun ¢ asahndaki degeridir.
Diger yandan ¢ > 5 oldugundan m = 2 ¢oziim
degildir; m = 1 de ¢oziim degildir. Dolayisivla,
A 'nin en kiigiik eleman n ile gosterilirse, n > 3
‘tir. Jimdi, a € A olsun. Bolme algoritmasi ile
a=nb+k 0<k<n
alirsak;
3 =27 (mod q) = 338 = 279 (1mod q)
= 3F = 9%(mod q)
= k=0=nla
Yukanda, 2p € A ve ¢ ~ 1 € A oldugunu
gormiigtitk. O halde, n|2p ve n|{g - 1). Boylece,

OBEB(y—1,2p)=n>3
= OBEB(g - 1,p) > 1 = OBEB(¢ — 1,p) = p.
Sonug olarak pl{¢ - 1) = p<g~-1=2p<yq.
(Gozenler: Kazim Biiyikboduk.)

Y.162. Bir ticgenin kenar uzunluklari a, b, ¢:
cevrel cemberinin yaricapt R ise,

a® " b? : c”
b+c—a a+c—b a+b—e

oldugunu gosteriniz.

> 3V3R

Coziim.  Uggenin ig teget gemberinin yarigap:
r, alam S ve w = 2 olsun. Bu takdirde
3 3 3y

abe

S=ur = &€ ve Vulu—a){u—b){u—c) = ur
(Heron Formulii) oldugu bilinmektedir.
Bunlardan
(u—aj{u—"b)(u—rc)=ur® *)

ve.
abe = 4Rru (**)

oldugu gorilliir.  Problemin ¢bziimii icin dnce

agagidaki lemmayr kamtlayacagiz:

Lemuma.

a? b*

+ u-—b

Lemmanm kaniti.

esitlikleri kullanilarak

@ Au(R-r)
U —c - r

Yukandaki () ve (xx)

U —a

W’ ur’ 4R = w4 (u—a) (u—b) (u—c) +4Rru
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=l -—ztz(a-{-b+ e)+u(ab+ac+be) ~abe+ abe
= 2u® — 2u® + u(ab + ac + be) = ulab+ ac+ be).

Buradan,
w4+ P2+ 4Rr = ab+ ac+be (**%)

elde edilir. Simdi,

a?

a{u — (v —a)) au
o= - = B¢
u-—a U—a u—a
ve benzer bigimde,
b? bu ¢? cu
= — & = - C
w—b u-—b u—c u-—c
olduguna dikkat edersek
a? b2 et
u—a u—b u-—c
au bu cu )
s o + —_— ((I b+ fﬁ)
u—a U—b u—c¢
a b ¢
= - 2).
“w—a U-b u—c /

Son ifadede paydalar egét-iénip (%), (%%} ve (% %)
kullanilarak

a? b2 &2

_ 4u{R —r)

U — T

u—a u-—#b

elde edilir ve lemmamn kamit1 tamamlanmug olur.
Problemdeki = esitsizligi  kanitlamak  igin
aritmetik-geometrik ortalama esitsizliinden

at+b4c> 3V abe = gu® > 27abe
k = 8u® > 27T4.Roru
{ (¥*)'dan)
= 2u?>2TRr
5 27
= u® > 731
R > 2y (Buler Bsitsizligi) oldugundan

27
-*_szr > 27 = u> 33

u? >
ve buradan, K > 27 oldugu tekrar kullanilarak
2u(R—r) > 2.3V3r(R—r) > 33V/3Rr

elde edilir. Son olarak, kamtlanmug olan lemina
o kullamibirsa,

=

qu(R=r)

-+

u—b u-—c

7
4.3v/3Ry
r +

Problemler ve (ozimleri

boylece
2 32 -2
a 4 v + c > '.2-.3\/%}%7‘
b+c—a atc—b atb-c T
> VIR .

{ Cozenler : M. Bumin Yenmez.)

Y.163. Merkezi (0,1) noktasinda bulunan bir
cember. y 2% paraboliinii 4 ayr noktada ke-
sivor: A, B, C, D.

(a) A(ABCD) < /2 oldugunu gésteriniz.

{b) A(ABCD) alammmn alabilecegi en buyuk
degeri bulunuz.
Coziim. (a) Simetriden dolayr ABCD ikizkenar
vamuk olacaktir. Cemberin yaricapina R dersek,
yamugun kogelerinin koordinatlan

y = {L’Q

o2+ (y—1)2 = R?
saglayacaktir. Buradan y igin

} denklem  sistemini

W ey+1—-R=0

denklemini elde ederiz. - Bu - denklemin kokleri
ity =1 esitligini saghiyor (Vieta Teore-
minden). Oyleyse, yarugun orta tabam y = £
dogrusu tzerinde bulunacaktir. Orta tabana M N
dersek ve 2 = y esitligini gozoniine ahrsak,

1
IMN] < 2= =2
i H ~ \/‘Z

olur. Ote yandan, yamugun yiksekligi |y — y2|
sayisina egit olup

i —vel <utmp=1

egitsizligini  saglamaktadir. Boylece,.

A(ABCD) < /2.1 = V2 qikar.
(b) @1 = /71 ve x2 = /U diyelim ve belirlilik

P b3 o )
igin 21 < x5 varsayahm. ai+ el =y +ye =1
oldugundan 21 = sin o ve z9 = cos o saglanacak

bigimde a € (0, 5} vardir. Boylece

S=A(ABCD) = |MN{{y: — n)
= (sina + cos a)(1 — 2sin’ &)
= (sin o + cos o). cos 2y,
5% = (1 +sin 2a)(1 — sin® 2a)

=t =i+ 1= f(1), (t=sin20 € (0,1)).
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olur. f/(t) = 0 denkleminin pozitif kéki ¢ = 1/3
oldugundan, A{ABCD) alaninin en biiyiik degeri
V F{1/3), \/ f(0), v/ F(1) sayilarinin en biiyliglne

egit olacaktir. Boylece

; 32
maz{A(ABCD)) =/ f(1/3) = 3
olur.
(Cozenler © Hasan Karabupk (b), Janberk Sahin

(a), Alper Cay {a), Cemal Ozboga (a).)

Y.164. p,g € N, ¢ < 100 olmak {izere, sayr ekse-
ni tizerinde % noktalan igaretlenmistir. Uzunlugu
3.107% olan bir « pargasi koordinat baglangi-
cndan 1 noktasma dogru kaydihyor. [} 2]
pargasinin ikiger-ikiger birbirinden ayrik oyle dort
tane alt aralifi vardir ki, o pargasi bu araliklarnn
iginde bulundugunda igaretlenmis £ nokta-
larindan hig birine degmeyecektir, kanttlaymiz.

e D 1 . N
Coziim. % # 5 olmak iizere

L op_la=3l_ 1 _ 1 »
SR Te, L g
el e P R e

‘diir.  Dolayisiyla, :‘; in sagimda ve solunda
uzunlugu 3.107% *den biiyiik olan ve isaretlenmis
g— noktalarindan hig birini igermeyen birer arahk

1

vardir. 3 noktasimmn da saginda ve solunda

isaretlenmis noktalar icermeyen ve uzunlugu

3.1073 *den biiyiik olan araliklarin varhg benzer

sekilde gosterilir.
Y.165. a1, a2, ag, - -- simrsiz, kesin artan pozitif
say1 dizisi olsun.

(a) Her k > kg i¢in

RN . A )
an ag

At

esitsizligini saglayan bir kg € N sayisinm varhigim
gosteriniz.

(b) Her & > ky igin

DR B g 1998
an az Qg1

egitsizligini saglayan bir &y € N sayisinn varhgm
gosteriniz.

Coztim. (a) Verilen dizi smirsiz oldugundan,
S 2a1 < am ve 2a, < ag, saglanacak bigimde
bir kg vardir. Dizi kesin artan ve pogzitif terimli
oldugundan her k& > kg icin sunlan yazabiliriz:

(3] ay ak
Q=)= (1= =25
ay ag Ak 41
ay — dy ay — az Qe — Q=1
- ( + + e+
as ag dm
o Gmyl ~ Am - O;mgs — Qg A1 — Qg
-+ + +o e —
A1 Ay 2 Qg1
g —ay 4+ a3 — Ay + -kl ~
Um

4 gl = Am b s — Gmapy 00+ Qg — Gk
Gk

Oy, =y Al 1 — Ay
+

Um Al
&y a
- (1 _ ) 1 m
A Ak
a [#3
— 2 - ___1_ + M. ) > ]
Um Aoy

Buradan (a) siklmdaki egitsizlik elde edilir.

(b) (a) sikkindaki egitsizlige gore, veteri kadar
biiyiik her p igin

ap N
Ap+t1 ( )
Simdi, (a) siklanin hitkmiinG apq1, appe, @pps, -
dizisine uygularsak, yeteri kadar biyik ¢ > p

sayilart igin

S o482 44
plie Bl }

< p—1dir.

Spty oy ed 44 Be (gl gy L] (%%
dp42 + dp4a + + Qg4 < ((1' ﬁ) 1 ( \)
saglanacaktir. (%) ve (##) esitsizliklerini taraf-

tarafa toplarsak, yeteri kadar bityiik ¢ “lar igin

(***)

olur. = Simdi de (a) siklomn hikmind ag4s,
aqy2,- - dizisine uygularsak, yeteri kadar biyik
7 ’ler i¢in

[ UUN: - R I RN L S ) |
o T at +aq+‘<~q P

Agit
aq+g

Qg2 Uy
AT 4t
aq+3

< fr=gq)—1
P (r=4q)

elde ederiz. Bu esitsizligi (*  *) ile toplarsak,

ay as r .
— At —+ + <r—3
as as ar41

olur. Béylece, bu fikirleri 1997 defa uygularsak
istenen sonuca variriz.



