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SAYILARIN SIHIRLI DUNYASINDA
“PISAGOR TEOREMI” ILE
BiR GEZINTI

Dursun Qahigkan
Matematik Ogretmeni

Insanoglu Snce dogal, sonra tam, daha sonra
rasyonel sayilari tamdi. Pisagor; “Dik Uggende
Pisagor Teoremi“ olarak bilinen, “Bir dik tiggenin
dik kenar uzunluklannin  karelerinin  toplam
hipotentisiniin uzunlugunun karesine esittir”
teoremini iddia edip ispatladizinda irrasyonel
sayilarin varligs heniiz bilinmiyordu. Bundan
dolay, irrasyonel sayilann varhig bilinene kadar
pek -gok matematikgl kenar uzunluklar pozitif
tamsayt olan dik lcgenler izerinde cahgti. Bu
vazida biz x, y ve z pozitif tamsayilan bir dik
tiggenin kenar uvzunluklan ise, (z,y,z) lighisiine
“Pisagor ligliisii” diyecegiz ve Pisagor iicliilerini
incelevecegiz.

Milattan 6nce- yaklasik 1700 yillarma ‘it bir
Babil tabletinde bazi Pisagor diglilerinin lis-
tesi bulundu, bunlarnn bazilarn bityiik sayilar da
igeriyordu. Fakat sonsuz sayida Pisagor fighisiinit
veren bir metot gosteren ilk kigi Pisagor ’dur.
Modern matematik dili ile Pisagor 'un bu meto-
dunu gu gekilde ifade edebiliriz: “n # 1 bir pozitif
tamsayl olmak lizere 2 = n, y = %(n2 — 1) ve
z= %(nz—{- 1) seklinde tanimlanan (z, y, 2) figlisii
bir Pisagor tighistidiir.”
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(Tablo 1)

Burada dikkat edilecek olursa z = y -+ 1 “dir.
Pisagor bu metotla bir taraftan sonsuz sayida Pi-
sagor uglisii oldugunu gésterirken, diger taraftan
hipoteniisii bir dik kenarindan 1 fazla olan son-
suz sayida Pisagor licliisli oldugunu gostermistir
{(bak. Tablo 1). “z = y+ 1 olacak sekilde biitiin

{#,y,#) Pisagor {igliileri bu metotla elde edilebilir

mi?” sorusunun cevabimi aragtirmayi oknyncuya
birakiyoruz.

Ashinda. Pisagor iglillerinin sonsuz sayida
oldugunu daha basit gekilde gormek olakh, goyle
ki: (3,4,5) bir Pisagor tclisiidiir. Bitim & > 1
tamsayilarrigin (34, 4k, k) bir Pisagor iighisidiir.
Bu gekilde her Pisagor liglustinden sonsuz sayida
Pisagor tuclisi tiretilebilir.

Plato (M. O. 430-349), z = y + 2 olacak
sekilde sonsuz sayida (z,y,z) Pisagor liglisiiniin
var oldugunu gosteren bir metot buldu. (Burada
ve bundan sonra z hipoteniisiin uzunlugu olarak
almacaktir.) Modern matematik dili ile bu gdyle
ifade edilebilir: “n # 0 bir dogal say1 olmak tzere
z=4dn, y=4n®—1vez = 4n’+1 olacak sekilde
tanmmlanan (z,y,z) i , 2 = y -+ 2 gartim
saglayan bir Pisagor lgliisiidiit” (bak. Tablo 2).

Acaba Plato 'nun verdigi bu metotla 7 = y 4+ 2
kogulunu saglayan biitiin (z, y, z) Pisagor figlileri
elde edilebilir mi? Cevap: Hayir. Ornegin, z =
6, y=28 ve z = 10iken (z,y,2),2 = y+ 2
kogulunu saglayan bir Pisagor figliisiidiir. Her n
pozitif tamsayist igin 4n°+1 # 10 oldugundan bu
tcli yukanda belirtilen metot ile elde edilernez.
Simdi biz z = y + 2 olacak sekilde bitiin (z,y, z)
Pisagor ii¢hilerini veren bir metot aragtiralim.

z,yve z z = y-+ 2 olacak sekilde tamsayilar
olmak iizere (z,y,2z) bir Pisagor ligliisii olsun.
=yt atver=y+2,

2>22~y2:;n2 )
= (z=y)(z+y) =2’
=202y +2) = 2?

= 4(y+1) = z%.

Burada @ bir ¢ift say1 olmalidir. n # 1 bir pozitif
tamsayt olmak lzere; = = 2n yazarsak; y + 1 =
n? = y=n?—1ve z=n?+1 elde edilir. Oyle
ise; n # 1 bir pozitif tamsayl olmak lizere; 2 =
2n, y = n?—1ve z = n® 4 1 geldinde tammlanan
(2,y,z) tglileri z = y + 2 gartim saglayan biitiin
Pisagor igliileridir (bak. Tablo 3).
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{Tablo 3)

Benzer gekilde » = y + 3 olacak sekilde biitiin
(z,y,2) Pisagor iclilerinin; n > 1 bir pozitif tek
say1 olmak ilizere, z = 2(n? + 1), y = Sn* - 1)
ve @ = 3n geklinde tanimlanan bir metotla elde
edilebilecegi gosterilebilir (bak. Tablo 4).
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(Tablo 4)

Simdi & herhangi bir pozitif tamsayi ol
mak iizere 'z = y + k olacak gekilde sonsuz
sayida (w,y, z) Pisagor tighisiiniin var oldugunu
gosterelim.

n > 1 bir tek say1 olmak fizere z = 1(n? 4 1),
y o= %(712 — 1) ve # = n geklinde tanunlanan
(2, y,#) Gighilerinin z = y + 1 kosulunu saglayan
Pisagor tgliileri- oldugunu biliyoruz. Yani énerme
k= 1igin dogrudur, Burada tammlanan iicliiniin
her bilegenini & ile carptigumzda elde edilen
tgliintin de bir Pisagor di¢listi oldugu agiktir, O
halde, n > 1 bir tek say1 olmak {izere, biitiin po-
zitif & tamsayilan icin & = kon, y.= 5‘21{712 - 1)
ve z = %{ng + 1) seklinde tanunlanan (z,y, z)
uglisii 2z = ¥+ k sartiny-saglayan bir Pisagor
ughisiidiir. ' Oyleyse, biitlin pozitif k tamsayilan
igin z = y+k olacak sekilde sonsuz sayida (z, y, 2)
Pisagor tghistudiir vardir.

Burada insanin akhna su soru geliyor: Biitiin
% poritif tamsayilari igin n > 1 bir tek say1 olmak
ligere, z = kn, y = £(n? -~ 1) ve z = En® +1)
seklinde tamimlanan (z,y,z) iglileri 2 = y + k
seklindeki bitiin Pisagor fichileri midir? Cevabin
hayir -oldugunu belirterek sebebini aragtirmay:
okuyucuya. biralayoruz. - Fakat bazi &k _degerleri
igin (hangi k degerleri?) cevap evet tir. (Tablo 1
ve Tablo 4 i kargilagtirimz.)

19

Buraya kadar Pisagor tglilerinin sayisimm
sonsuz oldugunu iliklerimize kadar hissettik,
hatta ozel Pisagor iiclileriyle ugrastik ve istelik
yukandaki metotla k ve n ’nin degigen degerleri
igin hemen hemen Pisagor tgliilerinin biitiniini
veren bir formile ulastik. Simdi ise Oklit’ in
“Elementler” ‘inde bile bulunan {kitap VII, IX
ve X} daha genel ve daha kullamsh bir teoremden
bahsedecegiz.

Teoremi ifade etmeden. dnee, z, y ve z
ikigerli aralarinda asal tamsayilar olacak sekilde
(#,v,2) Pisagor lgliisiine temel Pisagor dglisi
diyecegimizi ifade edelim.

Teorem. (z,y,z) 'nin bir temel Pisagor ticliisi

olmasi igin gerek ve yeter kosul z = 2mn, y =
2 9 ) Pl -

m=—n* ve z = m*+n~ olacak sekilde, aralarinda

asal m ve n pozitif tamsayilar olmasidir,

Ispat. (x,,2) bir temel Pisagor iicliisii ol-
sun. z, y ve z 'nin her tgiintin de tek sayi ola-
mayacagl agiktir. Ikigerli aralarmda asal olduk-
larindan herhangi ikisi ¢ift olamaz. z ’nin ¢ift
olmast durumunda 2? + y? = 2 ifadesinde sag
taraf 4 ile bokiniirken sol taraf 4 ile boliindiigiinde
2 kalanini vereceginden z her durumda tek ol
mahdir. Genelligi bozmadan diger tek bilegenin
y oldugunu kabul edelim.

Once
“(y,z) = Lise, (334, Sy =1 dir’ (i)
onermesini ispatlayalim. ((y,z) = 1 demek su

anlama gelir: y ve z sayiarinin obeb’i, 1 dir, diger
bir deyigle y ve z aralaninda asaldir.)

(vz)=1=3a,beZ Syleki, ay+br=

w(b—a)zgy+(b+a)i%“—y:1.
b—aveb+aeZ oldugundan
-y 24y,
( 9 :T”)“‘l

"dir.

 ¢ift sayr oldugundan z = 2k yazabiliriz. Ovle
ise,

(i1)



n? olacak
?llf mmw\zl.m vardir. (1) ve
1 dir. O halde, 2 = 2mn, v =
r = m? +n? olacak sek 1]df‘ araiam)da
vzt tamsayilan vardir.

r=2mn, y = m? —n? ve zr = m® +

..\_,'iidf? aralarimda asal m ve n pozitif
var oldummu kabul edelim. 2mn,
+n? sayilanmn ikigerli a
agiktar.

3343
.!

aralarinda

= (n? — n%)? + (2mn)?

fuFundan a2 “dir.

+z/““z

O halde, (z,y, 2) bir temel Pisagor iiglistdiir.

Bu teoremden su sonuglan gikarabiliriz: 2 bir
t say1 olmak tizere (2,y,z) bir temel Pisagor
isil ise,

(1) 5% ve %V— ‘nin her ikisi de tamkaredir

(i)

Simdi bu teoremin uygulamalarm Srueklerle
gosterelim:

Z - bir tamkaredir.

Ornek 1. Bir bilegeni 1997 olan biitiin Pisagor
tighilerini bulunuz.

y = 1997 yada z = 1997 'dir. y = 1997
=1997% = (2 — z){z + =) = 3988009.

Coztm.
: 2
ise, 2% —

1997 bir asal say1 oldugundan,

— 2 =1ve z+4+ 2 = 3088009 = » = 1094005

ve ¢ = 1994004 olur

2 = 1997 ise, 1997 bir asal say1 oldugundan
{z,y, z) bir temel Pisagor ilglii‘;iidiir {jyl@ ise, &+
z bir tamkaredir. 1 <z = 1997 ve z bir qft
say1 oldugundan, 1999 < a:+z < 3993 ve :c+~ bir
tek sayidir. O halde x4 z; 452, 472, 497, 517, 5382,
557, 572, 597, 612 ve 632 sayilarindan biri olabilir.
Bu sayilarnt denedigimizde 2 4+ 2 = 3960(= 63%),
vani z = 1972 bulunur. Bu durumda y = 315
olur.

Aranan  lgliler; (1972,315,1997)  ve

(1994004,1997,1994005) *dir.

Ornek 2. 2k%+2k-+1 bir tamkare olacak gekilde,
4 tane pozitif & tamsayisi bulunuz.

Cozitm. Ifadeyi diizenlersek k% + (k + 1)? elde
edilir. Ilk iki bilegeninin farky 1 olan Pisagor
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tighileri sorunun kosulunu saglar.  Bu ighiler
temel Pisagor tchisidiir. (Nigin?).  Ovle ise 3
mn € ZY, (myn) = 1, 2 = 2mn ve y =
m? — n? dir. Burada |» — y] = 1 oldugundan

biz m? — n? — 2mn = F1 denkleminin 4 tane po-
zitif tamsayy (;ii?iimfinii bulmahyiz. Bu denklemi
(m—n)? = F1 4+ 22° kvi linde ifade edebiliri;
n 'ye defer verdigimizde n = 1, 2, 5 ve 12 igin
denklemin saglandigr goriilur.

segn = 2ve bk =3

= h ve k=20
cm= 12 ve k= 119

ise, o= 29 ve & = 6598

bulnnur. Oyle ise k; 3,20, 119,696 degerlerinden

birini aldiginda 24% 4 2k + 1 bir tamkaredir.

(")rnek 3. A= {{z,y.:) e &t
y? = 2% 2 <100 ve (x,y) = 1}
A kiimesi kag elemanhdir?

x T x TH|z? +
kiumesi veriliyor.

R~

Coztim. A kilmesinin tammma gore, (@,y.2)
tghileri temel Pisagor Gglitleridir. B = {(im.n) €
ZT % Z%m > n,m® 4+ n? < 100 ve (m,n) = 1}

ktmesini tanimlayalim. A4 “nin eleman sayisi B

‘nin eleman sayisinin iki katidir (Nigin7). B ‘nin
elernan sayisim bulahm.
m? 40 <100 = ’)?:3 < 100
= n? < 50
=n <7 ‘dir
Diger taraftan
T+ m? <mP 4+ n? <100 = m? <99
= m <9 durs
(nym) = 1, m > n vem®+n? < 100 oldugunu

gozontnde bulundurdugumuzda,

1 iken
iken
n = 3 iken
n = 4 iken
5 iken
n = 6 iken m
n = 7 iken

m, 8 deger (2,
m, 4 deger
m, 4 deger
m, 3 deger
m, 3 deger
1 deger (7

n =
n=2

7=
3

m hig bir deger alan
=

ve A i eleman

Ovle ise B ’nin eleman sayi
says: 46 “dir.

Ornek 4. (z,y,z) bir Pisagor Ugliisii ise, z.y.z
carpuninin 60 ile bolundigini ispatlayiniz.
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Cozitm. Onermenin dogrulugunu temel Pisagor
tighileri igin gostermek yeterlidir {Nigin?).

{z,¥,z) bir temel Pisagor figlisii olsun. z =
m®+n?, y=m?—n®ve z = 2mn olacak sekilde
aralarinda asal m ve n pozitif tamsayilar vardir.
z ve y tek say1 olduklarindan m ve n sayilarindan
biri ¢ifttir. Dolayisivia 2mn, vani z, 4 ile boltinir.
m ve n sayilarindan birt 3 ile boliiniirse, z; degilse,
m? ve n? ‘nin her ikisi de 3§ ile béliindiiginde
1 kalanm verdiklerinden y, 3 ile bdliiniir. m
ve n sayilarindan biri 5 ile bolintirse, z; degil
ise, 5 ile boliinmeyen bir saymin karesinin 5 ile
bolimiinden kalan 1 ya da 4 oldugundan, y va
da z, 5 ile bélimiir. Oyle ise her durumda Y.z
garpimi 4.3.5 = 60 ile bolintr.

Ornek 5. z, y ve z pozitif reel sayilar olmak
lzere, @ + y+ z = 1 "dir.

\
o
[wrd

(A4 2+ 1+ + (1 +2)? -
xy+ e+ yz -

oldugunu ispatlayiniz.

Cozitm. 2,y ve z pozitif oldugundan,

2y(z + z) < (BELE)2

2e(w +y) < (B2 o

A+ 2+ 0+ + (1427

(24 (1y)* +(r42)”
ry+rrys

=
4

> 16
bulunur.

Sorular :

1. 22 = 2y% = —1 olucak gekilde 5 tane pozitif
(z,y) tamsay1 ikilisi bulunuz.

2. z+y+z = 854 olacak gekilde biitiin {2, y,2)
Pisagor uchilerini bulunuz.

3. Hipotenistiniin uzunlugu 1999 ve biitiin ke-
narlarimin nzunlugu tamsayr olan bir dik idggen
olup olmadignu arastiriniz.

DUSUNME KULESI Dog. " Dr. - Seleuk
Alsan i beyin takimi igin zekd ve mantik
problernleri. 1996 ’da Sarmial Yaymevince 2.
baski. 300 savfa, 434 sorulu-yanith - problem:
Astlan Adam Paradoksu. Matematikte Sonsuz,
Fibonacci Sayilan, Steiner En Kisa Yol Probe
lemi, Dahiler Satranc, Satrang Tahtasimda Mate-
matik,... M. Gardner, H. Dudeney, S. Llovd, P.
Berloquin "den ‘Kvant’ dergisinden.. . cesithi kafa
patlatici problemler.



