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T temsanbarn kiiest 4 ¢ tare”
farmeart vardr?  Bomsur tane! Dodrg {amn
veterslz) ;'a'mt; Neder wetersiz? | "Rughusu
& kltmcsinede, ¢ift ramsavidar kitmesindekd tare

A‘Tarﬂsm dd}m fazla wayuda o wareir
v o bt Hawe, vanly! Gllordzindeld
ﬂidl?i arin sayist, Nastettin Hooa ‘nn gilekes
egeiinin kilanmn savsiedsn daha faz%%-
dur?  Geegl sakacs hoea apm saveda oldukdarm

sovlembsti, Pelt % ktumesinin ve cift tamsayilar
kitmesinin eloman sanlan nediv?  Dim ireasyo-
nel seyrfarrn kiimest B~ Q ile, dielemde oo az
bir bife irrasyonsl alan gergal sayt ikililerinin
kﬁmmindﬂu (i‘i birae dillit edilirse bunun (1 =
R U (R -Q) « R} birlgiom kilmesi
duuny s,:fv h&\w}m;mmm hangisinde “daha e
iy s, Celernan sayvilan”
ayn cdir? E‘u&usmiv ';‘ i biv ireasyonel sam
olan kg fane” defgm vardu?

Bunlan ve benseri sorulan wastlamak i,
matemalik, her zaman yaptig gibi, kesin ve mot-
lale bigimede tanimlanims kavramlara gereksinim

duyar.  Unutoelmosm, koea usta Bettrand Hos-
sell o dedign gild, malenmtik insancgluonum

geligtirdift birieik kesin ve monlak dildir, Sheiiail
ettiginiz komada, wmatematik, ordival ve loasdie
nal sayvilars ve ondal Geernde saartie Srelliklen
olan aritmetik istermlert ve siralunae taonmlunn

bagarsmt gostermigtir,  Kimdlerine
vitrn mestematik taribinin oo ogdr kex

en tnanilmas hagarilarmun dnde gelenlorindendir,
Biz by yarwda, Paul Halmes 'un devimivle daha

“nall® bir yaklagun iginde olacagie, rorunlu
olarak!  Ordinal ve kaedinal savidan popiider

bir ynatematik dergisinds ayrntih als almak ko-
tay degildie. Ve biz, bu yazuda,
toe Cwne 1RTO Clerin ortasueds vapt
“ranunlamalarla yetinm

Greorg Can-

kuvvette (kabacn si .
ana sahipler” ) denic, Kz}}:ww o)
Ak e 2k bive bir ve orten eglesmesi sayesinde

Zoile tam gift tamsaydann ke olan By =
12k« k& £ EZ} nin ooy kuvvette olduklan
piriderekiir.

Peki siz. & il Uin ok saaalann

kumesinin es kuvverte olduklarm ghsierebiliv
sdsinie’ Uok kolay!
“Amsn tanrmn, F ile Gim poitd tune

kwvwetee olduklann:
digindal duyar gilbdving, evet, dogen

tann fimest N ‘nin ey
girityorum™

relinidy.

Fom {0 =,

kiimesindon N — {1,2, - kibmesine

fin)=

bigiminde tanmmlanan
ben cs}du%‘mm ketaydir. Heki
0,12, 1, e kmnmzy% N arasemda gegitl
Lire-kdr we u:fm femksivonlar tanunlunava ne
dersiniz? Peki va, tin pozitil fansays siraly
1]m:mm knm&.l ni;m N' N e N kiigest arasin-

R L

1, fi-nd = 20 (0 = 1 (e e N}

ivormn hire-hiv va fire

! -y
Hagml = n+ ~—lu e 23 4o

gin,m] = 2% Wan — 1)
Bigininde tapumlanan

N«

g N NN
ha niteliktedirs g e
wak biraz daha kolaydir. Bi
gegen sayina fonksivown dende
{hak. : ik Diinwasy, Haziran-Agustos
1981, 2-63, Cantor b kavramlarla aragirken so
ianlmes Snerrmeyt kawthanaga calismugtn

ik, gon

wrae
rineising Cantor kil

Ana Dhoeyie:
{Grten oloiast ge
fanmbivss ve lersine ¥ kilnesiuden
b

A ktimesine
by bir Tonksiyon tanombysa, bu ikt kime s
kuvvetiedir,

Cuca gubasma kg, Cantor bu ilging ve sorla
dmermenin saflikl bir hantamesin vereedi,
oreme, guntiizds, any Hk kanitlayvan Rerne
noadon da katarak, Cautor-Bernstein
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Teoremi adi verilir. Bu yazimuzda oncelikle
bu giizelim kanitlamayi size aktarmak istiyoruz.
Ornegin yukaridaki g fonksiyonunun (en azindan)
bire-bir oldugunu gosterebilen ve kavrama ¢abasi
ile okuyan her ilgili okuyucunun bu vazdan
yararlanacaginl saniyoruz. Demek ki kime
islernlerini ve fonksiyon kavrarmni biliyoruz, dyle
degil mi sevgili okurlar! §imdi oncelikle su 6nemli
uyanyla ige baglayalin: Herbangi bir f: X = ¥
fonksiyonunun, her zaman, A, B C X altkilmeleri
ne olursa olsun, f(A—B) = f(A)— f(B) esitligini
gerceklemesi gerekmesz. Bakimz agagidaki karsit
ornek yeterince uyancidir: Sintis fonksiyonu, yani
her z € R igin f(z) = sin 2 biciminde tammlanan
f: R — [~1,1] fonksiyonu, drnegin 4 = Q ve
B = R~Q kiime cifti igin f(A—B) # f(A)—f(B)
gergekler. Dikkat edilirse » € Q rasyonel sayisi ne
olursa olsun

sin(r + 27)
flr+2m) € f(R=Q) = f(B)

flr) =sinr =

gerceklenir, ¢linkil r 4 27 bir irrasyonel sayidir,
clinkii = bir irrasyonel sayidir, amrosadik degil
mi? O halde

F(A) = F(Q) =U({f(r)}: 7€ Q) C f(B)

oldugundan f(A) — f(B) fark kiimesi bogtur,
oysa bu omekte A ve B aynk olduklarmndan
A—B = A ve sonugta f(A — B) = f(4) olur
ki bu kiime bog degildir ve istelik “sonsuz ele-
manhidir”, ¢tinkil r; ve ry rasyonel sayilan farkh
ise, f(r1) = sinry ve f(ry) = sinry gergel sayilar
farkhidir, neden? SJimdi ise, eger f + X — ¥V
bire-bir bir fonksiyon ise, A ve B C X
altkiimeleri ne olursa olsun f(A ~ B) = f(4) —
F(B) esitliginin gerceklendigini gosterelim. Ko-
layca gozlenecegi gibi ayrik kiimelerin bire-bir bir
fonksiyon altindaki goriintiileri ayriktir, neden?
O halde f{A — B) ile f(B) goriuntii kiimeleri, f
bire-bir ise, ayrktir ve sonugta

flA=B)C f(A) - f(B)

kapsamasi gegerli olur. Dikkat: Ters siradaki
kapsama her zaman her fonksiyon i¢in za-
ten gecerlidir, neden? O halde bire-bir bir
fonksiyon altinda bir fark kiimesinin goriintiisi,
gergekten, goriintil kiimelerinin farkina egit ol-
maktadir.

Simdi Bernstein "in kanitlamasini iki agamada
inceleyelim:

15

Birinci Agama: “Eger X; C Y C X ise, stelik
Xy ile X kiimeleri ey kuvvette ise, Y kiimest ile X
kilrnesi es kuvvettedir” onermesini kamtlayalm.
Bagliyoruz. Hipotez geregi f: X — X gibi bire-
bir bir f fonksiyonu tanmmbidir. Kamtlamanm
ardindan bu fonksiyon lzerine biraz konusacagiz.
Simdi Xy = X, Yy =Y ve her n € N igin

Xn = f(Xn1), Yo = f(Yao1)
sanimlayalim. Tiimevarnim kullanarak, kolaylikla

Xp C Yoy CXult (n€N)

gosterebiliriz. Hipotez geregi
45(1 g Y = 1”() Q )&’ = 4\70

oldngundan, n = 1 igin gegerli olan bu kapsamalar
efer n dogal sayst igin gecerliyse, f altindaki
goriintillert

‘X‘?x-}-l = f(){n) - f(Yn—]) =Y, - f(« nﬂ-l} =X,

gercekleyecektir ve iddia n+1 dogal sayisi icin.de
gegerll olacaktir. Ustelik X, — ¥, fark kiimeleri
ikigerli olarak ayrictir, ¢linkit n # m ise,

(Xn - Yn) n («Ym - Ym) == V)
gegerlidir; gergekten, ornegin n < mise, n 4+ 1 <
m olur ve X,, C Xni1 nedeniyle bu kesigim
kiimesi, kolayca goriilecegi gibi,

Xim — Y g 4Yn+l — In :ﬂ

tarafindan kapsamir. Neden?  Yani bog olur.

Simdi de

2

X —

n

(Xn=Ya) =Y = [ (Xnp1 = Y1) (1)

¢ n=0

1

gozleyelim. Gergekten sol yan

=X = [(Xo=Yo)U G (Xn = Ya)]
= (X (Ko=) N (X = | (Xa = Ya))

olup, Xg = X ve

X-(Xo-Yo)=X - (X-Y)=VY



olacagmdan, bu son kiime, gerekli indis

Y¥on (X—- U ("Yn+l - Yn%l))
n=0

o0
= (VYnX)- U (Xnt1 ~ Yapr)
n=0
de yazbir. ¥ C X nedeniyle gegerli olan
= Y egithigl bize sonugta {1) esitligini
 Ustelik Y1 = Y3y © Kooy = X; C Y
ve n > 2 igin timevanimla ¥, C X, C Y, _, cvY
nedeniyle tiim Y, (ve X,,(n > 1)) altkiimelerinin
¥ tarafindan kapsandigr bellidir. O halde

fee] [».2} oG

U X1 = Yapr) € UXmcJvacy

n=0 n=0 n=0
nedeniyle

YU U (Xnp1 = Yaga) =Y

n=0

(2)

oldugunu
X ve YV
oldugunu

gegerli olur. B C Aise,AUR = A
ammsadik, degil mi? Simdi artik
kiimeleri arasinda, bire-bir ve orten
gosterecegimiz g : X — Y ;

F@) 5 we U (K- Vo)
g(r) — n=0 o
z ;o rEeEX = U (Xn-Yo)
n=0

fonksiyonunu tammlayalim. Dikkat edilirse, eger
2 € X = Lo (Xn—Yy) ise, (1) nedeniyle g(z) =
z € Y dir, yokeger 2 € | (Xn— V) ise, g(2) =
flz) eleman yine

I

S X =) U (X0 =13)

n=0 n=0
O
= JU) - 1(va)
n=0
200
= U (XM-I - Yn%-l) oY
n=0

kiimesinin elemani olur. () esitligini yazarken f
fonksiyonunun bire-bir oldugunu animsadik. De-
mek ki g fonksiyonu her bir z € X elemanina
Y kiimesinde bir eleman eslestirmektedir. Peki g
fonksiyonu érten midir? Bvet! Ciinkii

o(X) =gl (n = ¥a) (X = | (Xa = Ya))]
: n=0

n=0
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o

= o(|J (Xa =¥ Ug(X = [ J (X0 = V)

=0 n=(

= S Fa =¥ U (X = (X0 - 1))
n=0 n=h
(}Sv'n+1 - y-yl%—l) U (y - U (){n-{»l - },114»,2)}

0 el

i
(@

n

i

oo
=Y U [ (Xop1 = Vo) =V
n=0

bulunur; burada en son asamaya gecerken A U
(B~ A) = AU B dzdesligi ve son adimda ise (2)
kullaniddi. Demek ki 9(X) = Y olmaktadir yani
Y kiimesindeki her bir eleman X kiimesindeki uy-
gun bir elemanin gdriintiisiidiir, bu ise 4 'nin érten
ohmasi demektir.

g(z2) gergeklendigini, lkisacast g 'nin bire-bir
oldugunu gozleyelim. Cegitli durumlan irdeleme-
liyiz. Eger

Simdi de 2y # 3 (21,257 € X) igin g(z;) #

r] € .El = U{«X‘n - Yn}»
n=0

o0
2 € =X =B =X—| (X, -V,

n=0
ise, uygun bir 0 < ny sayesinde 2, € X, — Y,
ve sonugta, yine f in bire-bir olusundan yararla-
narak,
9(2?1) = f(xl) € f(Yﬂu - Yno) = f()(no) -
F(Yao) = Xnps1=Ynop1 € By veg(as) = 20 € By
bulunur; Ey ve By aynk olduklarindan a{ey),
g(®2) elemanlart zorunlu olarak farklidir. Eger
2y, w2 € Fy ise, bu kez gz)) = 2y ve g(z2) = 24
elemanlarmm farkh olduklar apaciktir. Peki ya
©y, 29 € By igin neden g(z1) # g(xz) olur, ko-
layca gézlemliyorsunuz degil mi? Evet tiim du-
rumlarn irdeledik, demek ki g gercekten bire-bir ve
ortendir. Birinci 6nermenin kamitlamast bitmistir
ama bu kez de son ve sonug aher asamaya geldik:

Sonug Agamasi : Bfer h : X — ¥V ve b ..
Y — X bire-bir fonksiyonlan tanimhysa, X
ve V kiimeleri eg kuvvettedir. Evet, gercekten
A(X) C Y oldugundan sonugta X; = A/(h(X))
almirsa (ya da daha yerinde bir deyimle, birinci
agamadaki Xy kiimesi olarak bu kez A/(h(X))
almwsa) Xy C A(Y) C X kapsamalan gecerli:
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olur ve -istelik A bire-bir oldugundan, = &
h(z) eglemesi sayesinde A{X) ile X kitmeleri ey
kavvette olurlar, ve dolaysiyla benzer gerekgeyle
h' bire-bir oldugundan Xy = A/(A(X)) kiimesi,
h{X) kiimesiyle ve dolayisiyla X kiimesiyle eg
kuvvettedir; ¢linkii bilegkeleri tamumlanabilen iki
tane bire-bir ve orten fonksiyonun bileskesi de
bire-bir ve drtendir. Sonugta birinci énerme ne-
deniyle A'(Y) ile X eg kuvvette olurlar, oysa ¥
kiimesi A'(Y') ile eg kuvvettedir; dolayisiyla Y ile
X kimeleri eg kuvvette olurlar. Sonug agamasinin
{vani ana Onermenin, bagka bir deyimle Cantor-
Bernstein Teoreminin) kamitlamasi bitmistir.

Uyari ve Uygulama: Simdi bu dnemli teoremin
kiigik ama Onemli bir uygulamasini gorelim.
Ama once bir soziimiizii yerine getirelim. Bir-
inci agamada, tim bu agamanin kanitlanmasi
sirasinda kullandigimz, f @ X — X fonksi-
yonu ligzerine, kanitlamanm ardindan konugacagiz
demigtik. Dikkatli okurun goziinden kagmarmugtir:
Bu fonksiyonun ortenlik ozelliginden hi¢ yarar-
lanmadik, zaten f fonksivonunun drten oldugu
vurgulanmamaist. Dikkat edilirse birinci
agamanin kanitlanmast sirasmda f ’in bire-bir
olugu yeterli olmustur. Dolayisiyla ashinda
birinci agamada kanitlanan su olmustur: “Efer
X kitmesinden bir X; altkiimesine tammh
bir bire-bir fonksivon varsa X kiimesi X
ile (ve aslinda X altkiimesini kapsayan tiim
altkiimeleriyle} ey kuvvette olur”  Peki bu
veni onerme, sonng agamasimin kanitlanabilmest
icin yeterli bir bilgi midir? . Dikkath okurlar
hemen yamtlayacaklardir: Evet! Neden dersiniz?
Sozii artik fazla uzatmadan Snemli uygulamarmza
gegelim. Sunu kanitlayacagiz: N kiimesiyle, onun
tiim sonlu elemanl altkiimelerinin kitmesi A(N)
eg kuvvettedir. Oncelikle N ile, onun iki elemanh
altkiimelerinin kiimesi olan

Po(N) = {{n,m} : n,m € N,n # m}

‘nin es kuvvette olduklarimi gosterelim. {n,m}
kitmesine, birinci bileseni, bu farkl dogal saylarn
en kiicigil, ikinci bileseni ise en bilyiigii olan
sirali ikiliye gonderen eglestirme (érnegin {1,3} —
(1,3) gercekleyen eslegtirme) apaciktir ki bire-
birdir. O halde Py(N) kiimesinden N x N
kiimesine  {ve dolayisiyla N kiimesine) taniml
bir bire-bir fonksiyon vardir. Ote yandan n —
{n,n + 1} eslegtirmesi de N kiimesinden P3(N)
kilmesine tanimlanmig bir bire-bir fonksiyon-

dur.” O halde Cantor-Bernstein Teoremi. ne-
deniyle N ile P,(N) es kuvvettedir. Peki N
kiimesinin tiim 3 elemanl altkiimelerinin kitmesi
P3(N) ile N neden ey kuvvettedir? Gergekten,
her n dogal sayisima {n,n + 1,n + 2} ig ele-
manh kitmesini eglegtiren fonksiyon N den P3(N)
kiimesine tanimlanmig bir bire-bir fonksivondur;
ote yandan {ny,ng, na} lig farkh dogal saymin
olugturdugu kilmesine (2771 (2ny — 1), n4) sirah
ikilisini eglestiren fonksiyon gostermektedir ki
Pa(N) 'den N x N kiunesine ve dolaymsivia N
kiimesine tanumbh bir bire-bir fonksivon vardir. O
halde yine Cantor-Bernstein Teoremi yardinayla
N ile P3(N) kiimelerinin eg kuvvetie oldugu
anlagilir. Genel olarak P, (N),

N"=NxNx- - x N (ntane carpim)

ve N kimelerinin eg kuvvette olduklarini, okuyu-
cu, samriz Cantor-Bernstein Teoremi yvardunmiyla
gosterebilecektir.  Dikkat edilirse P, (N) ile
Pr(N) kiimeleri, n # m ise aynktirlar. Bu
onemli ayrinti sayesinde, herhangi bir

AcAN) = | Pa(v)

n=l

“elemant™ tek tiirlit belirli bir' P, (N) kiimesine
ait. olabileceginden, ¢(A) = (n, h.(A4)} seklinde
tanimlanan

p:r A= NxN

fouksiyonu kolayca gozlemlenebicegi gibi bire-
birdir; burada her n € N igin h,, bire-bir fonksi-
yonu P,(N) ’den N kiimesine tanimhdir, bovle
bir fonksiyonun varhg az once vurgulanmigt.
O halde A kiimesinden N kitmesine bire-bir bir
fonksiyon tammhdir. n — {n} eslestirmesi ise,
apagiktir ki, N ’den A kiimesi “icine” bire-birdir.
O halde, yine, Cantor-Bernstein Teoreminin bir
sonucu olarak N ile A eg kuvvette olurlar. Evet
bitti.

Bir X kiimesinin bir Y kilmesinden “daha az
elemanh” olmasi ve benzeri kavramlar igin, Can-
tor kogegen  sayma fonksiyonunun ayrmtili ele
almugi igin, elinizde tuttugunuz derginin 1991 yih
Haziran-Agustos sayisina bakiniz sevgili okurlar.
Umanm yazimn baginda sornlan tim sorulan
artik yanitlayabilitsiniz. Tyi calismalar!



