FIZIKTE ZETA-FONKSIYONU (I)
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Cahit Bey ve Feza Beyin anwsina. ..

5 yil-once Tiirk Fiziginin temsilcisi Prof: Dr.- Feza Giirsey ’i kaybettikten sonra, gegen Aralik
ayinda da Tirk Matematiginin en biiyik Snclisi Ord: Prof. Dr. Cahit Arf 11 kaybettik. Bu vesile
ile sizlere, Cahit Bey ve Feza Bey ile ilgili baz1 anilarimi, onlarn ilgi alani. olan iki brangin gelisme
akigini da kismen katarak, sunmak istiyorum.

1. Fizikte Zeta-Fonksiyonu ...

1970 ’lerde bir giin ODTU Fizik boliimiinde cay odasinda idim. Ne igin oraya gittigimi hic
hatirlamiyorum, fakat orada tesadiifen Feza Bey ile karsilastim, herhalde Yale ’den izinli olarak ODTU
'de kaliyordu. O zaman Feza Bey bana “Biz fizikte zeta-fonksiyonu kullanmak istiyoruz” dedi. Acaba
hangi. tipten zeta-fonksiyonunu nasil kullanmay: diigindigiini tam soracakken, araya bagka bir is
mi girdi hatirlamiyorum, bu konusma daha ilerlemeden orada kaldi...Ancak Feza Bey ’in soziiniin
arkasimda Cahit Bey ’in fikrinin de olabilecegini hissettim. Zira o giinlerde Cahit Bey ile aramizda
gecen: konugmalarda buna benzer konular da gegmisti: - Sadece rasyonel sayilann fiziksel Slciimde
kullanildigy, dolayisiyla @ rasyonel sayi-cisminin aritmetiginin su veya bu gekilde fiziksel teoriler icin
de yansimas gerektigi, @ ’daki aritmetigi en iyi saklayanin da zeta-fonksiyonu oldugu v.s. :

Bugiinkii matematikte zeta-fonksiyonlar1 pek goktur. Riemann zeta-fonksiyonundan baslayip;
sirasiyla Dirichlet-, Dedekind-, Hecke-, Artin- v.s. gibi bir siirii zeta-fonksiyonlar1, ve karakterleri
de igeren L-fonksiyonlar var, hatta verilen cebrik bir varieteye ait zeta-fonksiyonlar1, érnegin Hasse-
Weil-, veya “motivik” zeta-fonksiyonlar, ¢ok sofistike olanlar da var. Ancak, aralarindaki ortak bir
nokta, bunlarin hepsinin, ya zamann en segkin matematikgilerinin adlarini tagimalar, veya onlarin
yaptiklaryla dogrudan dogruya ilgili olmalandir: Sadece bu gercek bile, zeta-fonksiyonlarmin mate-
matik igindeki Snemini yeter derecede gostermektedir. Fakat matematikgiler icin, bilhassa geng iddiali -
olanlar i¢in, bu tip fonksiyonlarla ilgilenmelerinde daha somut bir sebep, zeta-fonksiyonlari ile ilgili
hala ¢6ziilmemis gok onemli ve zor bir ok problemin bulunmasidir, ve bu problemler geng yetenekli
matematikgilerin bunlan ¢ozmek igin kurdugu hayallerini ve girigtigi gayretlerini kamcilamaya devam
etmektedir.

Bu prob]enﬂerden bir ornek olafak Rieménn'zeta—fonksiyonunun sifir- noktalan ile ilgih prob-
lemi ele alahm. ((z) Riemann zeta-fonksiyonu, herkesin analiz dersinde gordiigi gibi, 2 kompleks
degiskeninin Re(z) reel kisminin 1 ’den biiyiik oldugu halde, Zn yakinsak serisi ile tanimlanmak-

tadir.. Ancak ((z) fonksiyonunun tanimim biitiin kompleks duzlem iizerine genigletmek miimkiindiir,
yani {(z) biitiin kompleks diizlem tzerinde tarif edilmis bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, z = 1 nok-
tasinda 1. dereceden bir kutup noktasina sahip olup, bu noktadaki rezidiisii 1 ’dir, ama diger biitun
nokta}arda regulerdlr Ayrlca

((z )—2Z 7~ sin(zr/2)T (1»—2)((1——z)

§ekhndek1 bir fonksiyonel denklemi de saglamaktadir, burada T'(z), gama fonksiyonudur. Bu fonk:
styonun sifir noktalarina gelince, z = ~2n (n = 1,2,---) noktalar onun sifir noktalaridir {(€(z) 'nin
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bariz sifir noktalari), fazla olarak, bariz olmayan biitiin sifir noktalarmin 0 < Re(z) < 1 seridi icinde
oldugu bilinmektedir.

1859 ’da yayinlanmus olan “Uber die Anzahl der Primzahlen under einer gegebenen  Grosse”
(Monatsberichte der Kéniglichen Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin) adli makale-
sinde, Riemann "in ortaya attig1 bazi agik sorulardan ¢ogu sonradan gesitli matematikgiler tarafindan
¢oziilmiig olmasina ragmen, en sonuncusu olan su soru hala “Riemann hipotezi” adi altinda (ne pozitif
ne de negatif olarak) ¢oziilmeden ortada kalmaktadir: {(z) fonksiyonunun 0 < Re(z) < 1 seridi icinde
bulunan biitiin sifir noktalart Re(z) = 1/2 dogrusu iizerinde midir? Bu arada, bu dogru izerinde
gergekten sonsuz adette {(z) ’nin sifir noktalarinin bulundugu tespit edilmistir (6rnegin, Titchmarsh:
Riemann Zeta-function kitabina bakiniz), ayrica bu gerit icindeki biitiin sifir noktalarinmi kapsayan
daha dar bolgelerin bulunmasina da ¢aligimaktadir. Fakat bugline kadar matematikgilerin biitiin
gayretlerine ragmen, bu soru hala ¢dziilmeden kalmaya devam etmektedir. E. Artin tarafindan ken-
disinin doktora tezi (1924) iginde, kongruens zeta-fonksiyonlar igin Riemann hipotezinin bir analojisi
ortaya atildig: vakit, zamanin matematik camiasi tarafindan biiytik ilgi ile karsilanmasinin nedeni de,
yukarda belirtilen durumdan kaynaklanmaktadir. 1945 yilinda bu sorun en nihayet A. Weil tarafindan
¢ozuldigunde zamanin Matematik camiasinda “Artik esas Riemann hipotezinin de ¢dzillme zaman:
yaklagt1” gorisli yaygin olmustu. Ancak bunun yamltici oldugunu, o zamandan bugiine neticesiz
gecen 50 y1l gostermigtir.

Cahit'Bey ’in Gottingen’de bilylik bagariyla doktorasini tamamlayip; 1938 ’de yurdumuza do-
niiglinden sonraki 15 yil iginde, kendisinin bir miiddet, yukarida adi gegen (ve zamanin en aktiiel
konusu olan} “kongruens zeta-fonksiyonlar i¢in Riemann hipotezi” ile ilgilenmis oldugu muhtemeldir:
Nitekim henliz yayimlanmamug olan bir ‘makalesinde, Fy gibi sonlu bir cisim lzerinde (kompleks
degigkenli) bir fonksiyon kurulmakta, ve bu fonksiyonun sifir noktalarinin hepsinin' Re(z) = 1/2
dogrusu tzerinde oldugu gosterilmektedir. Kendisinin, bu sekilde kurulan fonksiyon ile F,(z) rasyonel
fonksiyon-cisminin kongruens zeta-fonksiyonu arasindaki baglantiyi inceledikten sonra, daha genel du=
ruma gegip, yani Fy(z) cisminin sonlu mertebeden cisim geniglemelerinin haline gecip, “kongruens
zeta-fonksiyonlar: i¢in Riemann hipotezi” ’ni ispatlamay1 amaglamig olabilecegini tahmin ediyorum.
Pek kimsenin bilmedigi bu caligmanin yeniden incelenmesi gok yerinde olur kanisindayim.

2. Adeller ve Ideller

Herhalde Riemann-Roch Teoreminin adini duymusgsunuzdur. C kompleks sayt cismi iizerindeki
Cebrik Fonksiyonlar Teorisinde (yani Kompleks Degigkenli Cebrik Fonksiyonlar Teorisinde) en onemli
sonuglardan biri olarak kabul edilen bu teorem kabaca g6yle 6zetlenebilir: R gibi kapali (=kompakt)
bir Riemann yiizeyl verilmis kabul edelim. R ilizerindeki analitik fonksiyonlarm hepsi, C. lizerinde"
bir cebrik fonksiyon-cismi olugturur. Simdi {p;|¢ = 1,---,7} ve {¢;|7 = 1,---, s} gibi birbirine ya-
banci olan (R iizerindeki) iki nokta kiimesi verildigini, ayrica {n;|i = 1,---,7} ve {m;]j = 1,---,s}
gibi negatif olmayan tamsayilardan olugan iki kiime de verilmis oldugunu varsayalim. Bu takdirde
D ile {{p:},{g;};{ni}, {m;}} ailesini gosterelim (boyle bir aileye “divizr” adi verilmektedir), ve
n{D} = 3 n; — 3. m; sayisina da D divizoriiniin derecesi diyelim. Ayrica R iizerindeki analitik

3
fonksiyonlardan

(i) her i(=1,---,r) igin, P; noktasinda en fazla n;-inci dereceden bir kutup noktasina sahip olup;

- {ii) her j(=1,---,s) igin ¢; noktasinda en az mj-inci dereceden bir sifir noktasina sahip olan
butin fonksiyonlari gz oniine alalim. O zaman bu fonksiyonlar C iizerinde £(D) ile gosterilen bir
ektor uzay: olusturur, ve L£(D) uzaymin C iizerindeki boyutu sonludur. Bu boyutu {(D) isareti ile
osterelim. Bu takdirde (C iizerindeki ) Riemann-Roch teoremi, herhangi D divizérii icin gegerli olan,
n{D) ile /(D) arasindaki baglantiyr vermektedir. Bu baglant1 iginde, yalniz R Riemann yiizeyine bagh
lan, R 'nin cinsi ad1 verilen g(R) gibibir (negatif olmayan) tamsay1 da yer almaktadir. Kabaca R
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Riemann yiizeyinin-delik sayisi olarak da bilinen g(R) saysi, R yizeyinin topolojik yapisint belirt-
mektedir.

1936 yihinda F. K. Schmidt, herhangi katsayi-cismi {izerindeki cebrik fonksiyon-cisimleri igin
de Riemann-Roch teoreminin gegerli oldugunu, daha 6nce Dedekind-Weber tarafindan geligtirilmis
yontemleri daha da genigleterek ispatlamigtir. Ancak 1938 yilinda A. Weil, “Zur algebraischen The-
orie der algebraischen Funktionen” (J. fiir die reine u. angew. Math. 179) adli galigmasinda, adel
(=“adéle”) kavrammi kullanarak, ayni sonucu bambaska bir yolla ispatlamay1 bagarmugtir. Sayilar
Teorist ve bununla ilgili sahalarda, hatta bu giinlerde Teorik Fizikte bile, gok onemli bir yer isgal eden
bu kavram tizerinde, kisa da olsa, durulmasi okuyucumuz i¢in yararl olur kamsindayim.

F' gibi bir cisim tizerinde tanimlanmus, reel degerli ¢ gibi bir fonksiyon, her a,b € F icin |
(1) o(a) >0, vep(a)=0 < a=0

(2) pla+1b) < p(a) + p(b)

(3) ¢(ab) = p(a)p(b)

sartlarini saghyorsa, ¢ fonksiyonuna F ’nin bir valuasiyonu adi verilmektedir. Ancak bariz bir hali
gozonine almamak i¢in, “Ja € F, Syle ki ¢(a) # 0 ve 1”7 kosulunu da kabul ediyoruz. Not olarak
belirtelim:

(i) F 'nin ¢ gibi bir valuasiyonu verildiginde, her a,b € F igin dy(a,b) = ¢(a — b) koyarsak, F
uzerinde bir metrik elde ederiz;

(i1) go,wp’, F ’nin iki valuasiyonu olmak lizere, d,, ve d, metrikleri ' iizerinde ayni topoloji
[

meydana getiriyorlarsa, “ ¢ ve ¢’ egdegerdir” diyoruz.

Ostrowski 'nin temel teoremlerinden, 6zel olarak F = Q (rasyonel say1 cismi) halinde, @ nun
herhangi bir valuasiyonu igin, onun ya (|.|s ile gosterilen) mutlak deger fonksiyonuna, ya da (].|,
igaretiyle gosterilen) p-adik valuasiyonuna esdeger oldugunu goriiriiz. Not olarak hatirlayalim: p bir
asal say1 olmak iizere, a = A/B (A, B tamsayilar, ve B # 0) seklindeki sifirdan farkli bir rasyonel
saymin, p-adik valuasiyona gére degeri, |af, = (1/p)*4)=¥(B) olarak tanimlanmaktadir, burada v(A)
sayisi, p*(4)| A, fakat pv(4)+1 VA olacak sekilde segilir, ve v(B) sayis1 da ayn1 kosul altinda segilecektir.
a = 0 igin ise, |0|, = 0 konulacaktir. Bu sekilde tanimlanan p-adik valuasiyonun en belirgin ozelligi,
kendisinin, yukarida (2) ile gosterilen egitsizlikten daha ok kuvvetli olan su esitsizligi saglamasidir:
Her a,b € Q igin |a+b|, < maz{|aly, |b],}. |.|c mutlak deger fonksiyonu (valuasiyonu) igin bu kuvvetli
egitsizligin gegerli olmadig hemen goriiliir, dolayisiyla || valuasiyonu ile |.]p valuasiyonunun birbir-
lerinden gok farkli oldugu anlagiimaktadir. Bu aymmi su sekilde ifade ediyoruz: |.|e Archimedean
bir valuasiyon, fakat |.|, non-Archimedean bir valuasiyondur. Boylece @ cismi igin iki ayr tipten val-
uasiyonlarm var oldugunu gérdiik. Simdi @ *nun bir valuasiyonu verildiginde, @ lzerinde bir metrik
tanimlandi§ina gore, |.|eo valuasiyonuna bagh metrige gore ) 'nun kapanigim1 diistinebiliriz. Reel
sayilarin rasyonel sayilardan Cantor Yéntemi ile nasil kuruldugunu hatirlarsak, bu kapanigin R reel
say1 cismi oldugunu anlariz. :

Buna kisaca @ ’nun |.|e ’a gore kapams diyelim. Benzer sekilde |.|; ’ye gore kapamgini da
diigiinebiliriz. Ancak @Q, isaretiyle gosterilen, ve p-adik say1 cismi adi verilen bu kapanig, R ’den
bambaska karakterdedir. Ornegin, {1/p"|n = 0,1, -} dizisi R icinde 0 ’a yakinsar, fakat @p iginde
1se yakinsak degildir; {p"|n = 0,1,---} dizisi ise, R iginde yakinsamaz, fakat @, iginde ise 0.’a
yakinsar. ‘ : : :

- Yukanda @ cisminin gegitli degisik kapaniglarinm var oldﬁéunu gérmﬁg olduk. Dolayisiyla Q cis-
minin ozellikleri, bilhassa aritmetik 6zellikleri, arasinda @ *nun R igindeki altkiime olarak bakildiginda,
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belirgin olanlardan baska, kendisinin @, icindeki altkiime olarak goriildiigiinde daha agik gekilde belli
olanlar da vardir. Su halde @ ’'nun ozelliklerini incelemek i¢in, R ve @, cisimlerinin hepsini yanyana
koyarak, yani R x II,@Q, kartezyen carpimim gozoniine alarak, bunun igine gémilmis ¢ cisminin
durumunu aragtirmarnz; ayrn ayrl incelemekten daha yararh olablhr Bu basit ﬁer “adel” ve “1del”
Lavramlarmm arkasinda yatan diigtincedir. : :

Bundan sonraki. ifadeleri basitlegtirmek icin, p 1§aret1yle ya oo veya herhangi bir asal sayiy:
gbstereceglz O zaman II; Q) ile yukaridaki R x II,Q, kartezyen carpimini daha- basit bir gekilde
gosterebiliriz. §imdiIl, @), icindeki her eleman, p—inci koordinaty @, iginde bulunan bir vektor olarak
diigiinebiliriz.  Su halde bunu Ilpa, (a, € Q) seklinde ifade edelim, bazen de daha kisa olsun diye,
I, a, yerine & gosterimi kullamlacaktir. Bu elemanlar arasinda toplama ve garpma iglemlerini

Ipap ‘*‘Hpbp = Tlp(ap + bp) ve (Tpap)(Tpby) = Ty (apdy)

ﬂ§1thklen ile tanimlarsak, Il a, kartezyen garplmlmn bir halka 0111§turdugunu goruriz. Ayrlca her p
oo veya bir asal say1) igin, ve her @ = Il a, elemam icin, |G|, = |ap|p koyarak,
& D & p = idplp

(1) la+ I;|p < maz{|aly, |bl,} (sadece p ’nin bir asal say1 oldugu halde),
| (if) |a5[p = |&lp1‘a]p
bagintilarmin gegerli oldugunu da anlanz.

Ancak I1,Q, halkas gayemiz icin fazla bityiiktiir. Daha uygun bir althalkasina gegmek amaciyla,
sadece su kosulu saglayan elemanlar gozoniine alacagiz: Sonlu sayida p diginda daima |a], < 1
'dir. Iste bu kogulu saglayan (II,Q, icindeki) her elemana adel ad: verilmektedir. Yukaridaki (i) ve
{ii} bagmtilarindan, biitlin adellerin bir halka olugturdugunu hemen goruriz, ve buna @ cismine ait
adeller halkas: adim verip, Ag isaretiyle gosterece§iz. Ag adeller halkasi igindeki (¢arpim iglemine
gore) tersinir her adele de idel adin verecegiz. Idellerin hepsinin bir grup qu@turdugu agtktir. Q ’ya

‘ait’idellerin grubunu da Iy ile gdsterecegiz.

Simdi @ ¢ismini Ag i 1§1ne, nasﬂ yerlegtirebiliriz? Buna gegmeden dnce suna dikkat edelim: Sifirdan
farkli her a € Q igin, sonlu sayida p disinda daima |a|, < 1 ’dir, diger taraftan her pigin |0,| = 0 dur.
“Su halde, herhangi a € Q i¢in @ = (- - 0,0, <) (her koordinati a) elemant bir adeldir, yani @ € 4q
‘dur. Ustelik, her a,b € Q ifti icin, ((z +b) =a+b, ve ab = @b olur. Dolaywisiylaa € Q ile @ € Ag
adelini ayni gey olarak gorerek (identification), @ cismi Ag igine yerlestirildi diyebiliriz. Fazla olarak
sifirdan farkh her a € @ igin su bagimtinmin gegerlt olduguna da igaret edelim:

plal, =1 S ()
~buradap,, oo ve biitiin asal sayilar izerinde degigecektir.

Simdiye kadar, basit olsun diye, sadece @ cismi i¢in yaptiklarimiz, herhangi cebrik say1 cismi
~ weya cebrik fonksiyon cismi i¢in genigletmek olanaklidir. Genel olarak F' gibi bir cisime ait adeller
i@dikasml Af ile, ideller grubunu da I ile gésterecegiz

A. Weil ’in yukanda belirtilen ‘makalesinde yaptiklarin: dzetleyecek olursak, kabaca §oyled1r
ile, k gibi herhangl bir katsayy cismi lizerindeki bir cebrik fonksiyon cismini gostermek tizere,
‘olarak, K ’nin- divizorleri yardimiyla ‘Ag tzerine bir k-lineer topoloji konulmusg, ve A% dual
(= Ag tszerindeki k-degerli, strekli,; k-lineer fonksiyonellerin k-vektdr uzayi) iginde K Loak
‘ina ait olan her fonksiyonele “K 'nin diferansiyeli” adi verildikten sonra, K+ altuzaymin gercekte
wektor uzay1 oldugu, istelik bu uzayin K-boyutunun 1 oldugu gosterilmistir: dimg Kt = 1.
durum, Cahit Bey’in deyisine gore, (uygun “identification” altinda) K ’'nin, Ak icinde “self-
“oldugunu gostermektedir. (Not: Daha dogrusu, “self-annihilating” veya “self-killing” dermemiz




M. Giindiz Ikeda 13

gerekir.) - Bundan sonra, K ’mn divizorleri igin derece ve boyut Tonksiyonlarnt iceren hesaplar
yapilarak, ayrica yukarida belirtilen “diferansiyel” kavram ile daha somut bir kavram olan Hasse-
diferansiyeli arasindaki baglant1 da agiklanarak, F. K. Schmidt ’in formiile ettigi Riemann-Roch Teo-
remi elde edilmektedir. (Not: A. Weil ’in fikrine dayanan Riemann-Roch teoreminin bir ispat1, “K.
Iwasawa: Algebraic Functions, AMS Translation Series (1990)” kitabinda bulunmaktadir. Bu kitap,
sadece cebrik fonksiyonlarin cebrik teorisini kapsamakla kalmayip analitik teorisini de, yani kapali
Riemann ylizeyler teorisini de, gok net bir sekilde igermektedir. Kanimca bu sahada az bulunan ¢ok
iyi bir kitaptir.)

1953 yilinda Mainz Bilimler Akademisinde yaynlanmig olan “Uber die Analogon des Riemann-
Rochschen Sates in Zahlkdrper” adli makalesinde, Cahit Bey, o zamana kadar genelde cebrik fonksiyon
cisimlerinde formiile edilip, ispatlanmig olan Riemann-Roch teoreminin say: cisimlerindeki analojisini
formiile etmis, ve ispatlamigtir. Bu makaledeki ana fikir, yukarida belirtilen “Riemann-Roch Teoremi
= K 'min Ag iginde self-dual olugu” ilkesine dayanmaktadir.

Bu vesile ile J. T. Tate ’in 1950 yihinda hazirladigi doktora tezinden de bahsetmek yerinde ola-
caktir. Tate, “Fourier Analysis in Number Theory and Hecke’s Zeta-functions” adini tagiyan, ve
gok yanki uyandiran bu tezde, K gibi bir cebrik sayl-cismine ait Ag adeller halkas: ve [g ideller
grubu iizerinde harmonik analiz yaparak, daha 6nce Hecke tarafindan oldukga yapay bir gekilde or-
taya atilan Hecke L-fonksiyonlarini, lokal L-fonksiyonlarinin yardimiyla sistematik bir sekilde elde
etmeyi bagarmugtir (Not: Tate’in tezi, “J. W. Cassels ve A. Frohlich: Algebraic Number Theory”
kitabinin son. kisminda bulunmaktadir). Bu makale iginde de say1 cisimleri igin Riemann-Roch
Teoremi formiile edilip, ispatlanmaktadir. Ancak bu makaledeki teorem, formiilasyonu ve ispatmin
y6ntemi bakimindan, Cahit Bey ’in teoreminden oldukga farkl gozitkmekte olup, aralarindaki baglant:
hi¢ apacik degildir. Bu iki teorem arasindaki miinasebetin incelenmesi kanimca gok ilging bir konudur.

-+ Asal Sayilar Diinyasindan Goriintiiler



