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Okuyucular bu dergide daha dnceki sayilarda
‘da sikga sozit edilen, kullanmim hayli yaygin
olan ve genel olarak aritmetik-geometrik or-
talama esitsizlikleri denilebilecek esitsizlikleri
hatirlayacaklardir. Bu esitsizlikler haklanda genel
bilgi i¢in [3] ve [5] galismalari gosterilebilir. Bu
egitsizlikler kuskusuz cok degisik bicimlerde kul-
lanlir; - burada. soziini - edecegim kullanmmi ise
Arbel [1] ’e ait gahigmadan bir aktarim olacak.
Ozellikle kimi egitsizliklerin gosterilmesinde gogu
kez rahatca kullanilabilecek bu yontemi [1] ’de
bulunan ve bu dergide de gesitli nedenlerle kul-

lanilmig olan iki esitsizlifin gosteriminde kulla-

narak aktaracagim.  Daha ¢ok ve ilging uygu-
lama yine ayni kaynakta bulunabilir. - Once
aritmetik-geometrik ortalamalara ait esitsizlikler
zincirinde yer alan ortalamalara ait tammlan
hatirlayalim.  @1,@9,23,  -,&,, n tane pozi-
tif gergel sayidan olusan bir dizi- olmak izere
aritmetik ortalama (A,) n~! 3 7, z;, geometrik
ortalama (Gn) (Hz:l ;)%, harmonik ortalama

Hp) n(Yie @ =1 kareli ortalama (Q,) da
(n“lz‘___l xf)é olarak tanimlanir. Aritmetik-
geometrik esitsizlikler zinciri de

Hn <Gpn < An <Qn

olarak yazilabilir. Ayrica bu esitsizlikler zinciri
ortalamalarnn n. kuvvetlerinin alinmas: halinde
de korunur ve A < G < AL < QF olarak
yazilabilir. . Bu esitsizlikler zinciri zy = z, =
£z = -~ = &, olmasi durumunda egitlik H, =
Gp = An = @n haline doner. §imdi ortala-
malara ait esitsizliklerin kullanimini iki uygulama
ile gosterelim.

Ik uygulama n > 1 olan tamsayilarigin genel
terimi (1 + )" olan dizinin monoton artan ve
iistten smirht oldugunu yukandaki esitsizliklerin
uygun olanlarini kullanarak gostermek olacak.
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Bu dizinin ustten sl monoton bir diz
oldugu ve bildigimiz rasyonel olmayan e sayisina
yakinsadig: [2] ya da [6] 'da oldugu gibi degisik
yontemlerle de gosterilebilir. Hatta bu yontemler
dizi hakkinda burada aktaracagimiz bilgiden daha
fazla bilgiyi de verebilir. Yapilacak ilk is genel
teriminin hangi ortalamaya benzetilecegini sapta-
mak olacaktir. Kolayca goriilebilecegi gibi (1 +
L)7 biitiin terimleri ayni (1 + %) olan terimlerin
carpimidir ve

1

1+ =cp

olarak yaleabkilir, 1 sayisin1 (n + 1).terim olarak
(1+ %) sayilarma katarak GZﬁ bulunursa

n4+1
G Gn+1

oldugu goriliir. Ote yandan (n 4+ 1). terim olarak
1 sayisimn (1 + 1) terimlerine katilmasi halinde

An+l

)n}l
n+l =

(1 +n+1

oldugunun gb'riilmesi ve
74 n+1
G +1 < An+1

esitsizliginin kullammi bize z, = (1+ &)y
dizisinin monoton artan oldugunu gosteren

1 1
Zn = (L4 2" < (L4 =)™ = 2
sonucunu verecektir.
Benzer fikirler kullamlarak y, = (1 — %)“
dizisinin de monoton artan oldugunu gorebiliriz:
1 .
= (=3 < = ™ =

Simdi, yukarida tanimladigimiz (zn) dizisinin
dstten sinirh oldugunu kamitlayahm. Bunun igin
z ::(l—i—l)n"*'1 =z (1+-1—) (n=1,2,,-")
0 n nf n ¥ [Nl
dizisinin - monoton azalan ‘oldugunu gostermek
yetecektxr :
1
R _\ntl

. _’_n+1__ik_~n_:t_1_.bbn+1__‘_k_
=1+ )" =) ES
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T et T
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‘esitligi ve (yn) dizisinin artan olmasi {2z,) 'nin

‘a,za}anhgml kanitlar. Ozel halde

yn+1

zp < 2y = (141 =4z, <4, (n=2,3,)

ve buradan da
1 .
mn(1+ )—zn<4=i>$n<4~

oldugu gikar.

Ikinci uygulama olarak bir gdsterimi [4] ve
[2] ’de yer alan Bernoulli esitsizligini daha genel
olarak [1] 'den alintilayarak gosterecegiz. ~Once
Bernoulli egitsizligini hatirlatalim: m,n > 0 olan

tamsayilar ve ¢ > ~1 olmak iizere 0 < = < 1igin

_a+@%§1+%mf

ve & > 1 oldugunda

(14+z)% >1+ i:f:c

bigimindeki esitsizlikler Bernoulli egitsizlikleri
olarak bilinir. Agagida yalmzca 0 < 2 < 1du-

rumu ele alinacaktir, % > 1 igin izlenecek yol

ayni olacaktir. Ancak 7 > 1 durumunda 2 < 1
oldugu gozéniinde tutulacak ve-elde edilecek ilk
sonugtan faydalanilacaktir.

Simdi ilk egitsizligin dogrulugunu gosterelim.
“Her geyden once (1 + z) > 0 oldugunun
“bilinmesi. yukandaki egitsizlikleri kullanmamiza
“olanak saglayacaktir. (1 + &)% geometrik orta-
lamaya benzetilerek

C((4eymyE

_olarak yamlabilir. Bununla birlikte bu tam bir
_zeometrik ortalama degildir. Geometrik ortala-
manin tanimina benzetmek iizere yine 1 sayisinin
dzelligi kullamlarak (n — m) tane daha zpy =
Zmy2 = o= T, = 1 ’in carpan olarak yer almasi
saglanir. Bu yapilirsa k k

Gr=(14z)¥

.- side edilir. Aritmetik ortalamaya-da n —m tane
I eklendikten sonra dogrudan dogruya aritmetik-
Cirged memk ortalama esitsizligi kullanilarak

(1—!—@)-}—7;»‘ :1+‘~T-n-m
n n

ln‘—‘m) —};

1+2)% <
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elde edilir. Béylece‘BemouHi egitsizligi

0<Z<1

n
icin kanitlanmg oldu.

Aritmetik-geometrik esitsizliklerin yalinhgr bu
‘yontemin” diger  esitsizlikleri gostermekte kul-
lanilabilirligini arttiracaktir.

KAYNAKCA

[1]B. Arbel, From ‘trics’ tostrategies for prob-
lem solving, Int. J. Math. Educ. Sci. Tech-
nol., 21, 429-438. -

‘[2 ] Y. Ava, K. Almagk, N. Ergun, Kolay
yoldan logamtma, Matematzk Dinyas:, 5-3
10-12, (1995)

B1H Demir, Baz ortalamalar, Matematzk :
‘- Diinyast, 1-1-17-21, (1991).

‘ [4 ] N. Ergun, Gergel sayilarda dokuz temel
 egdegerlik, Matematik Dunyasz 4—5 6-10,
(1994). |
[6-] A. Erkip, Baz temel esitsizlikler, Matema-
- tik Dinyass, 1-4 20-23, (1991).

[6 ] W. Rudin, Principles of Mathematical
Analysis, 3. baski, McGraw-Hill, New York,
1976.

Eglenceli
Matematik

Farkli harfler farkh rakamlart ve aym harfler
ayni rakamlart belirtmek fizere, agagidaki e§1thg1
gergekleyen rakamlarn bulunuz:

fut

b= = 0, golgolgol - -

- {Bagtaki 0 sifirdir!y




