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DGGRUDAS NOKTALAR
VE MASMIS TEOREMI

isma.ivl Haltag ‘
ODTU, Fizik Bolimi, ANKARA

Geometriye ilgisi olanlarin, 6zellikle olimpiyat
problemleri ile ugragmaktan zevk alan' geo-
metriseverlerin sik¢a karsilagtiklan bir ifade

“bahsedilen ii¢ noktanin dogrusal oldugunu

gésteriniz” dir. Ug noktanin dogrusalligini
ispatlamak igin bir ¢ok yontem kullamlabilir.
Ben bu yontemlerden; hak ettgi kadar meshur
olamamug, fakat pek ¢ok meshur yontemden
daha kullanigh bir tanesini size tanitmaya ¢a-
hsacagim.

Bu metot genel olarak ii¢gende Siniis Teo-
remi ve Seva’ nin trigonometrik hali lizerinde
kurulmustur. Ispatlar, Masmis olarak adlan-
dirdigim bir teorem sayesinde kolayca ¢ozii-
Jebilmektedir.
gili sorulara gegmeden 6nce kisaca nasil bir
vontem izleyecegimizden bahsedelim.

Durum 1. Sekil 1’de goriildiigi gibi X X’ ve
¥'¥" sginlan bir 0 noktasinda kesigsin ve A,
& noktalarinin dogrusal oldugunu ispatla-

;;;;; amiz istensin:

Bu metodun kullanimi ile il--

istensin.

Sekil 2

1. Durum igin yapmamiz gereken yalnizca
XOA=X'OB veya YOA=Y'OB oldugunu

gormemiz, 2. durum “igin ise, XéA:XéB
veya Y(A)A:YéB oldugunu gdstermemizdir.

Simdi Masmis Teoremini tanitalim:

Masmis Teoremi., «, o/, 8,6 posz agﬂan,
a+0=o +0 ve

kosullarini saglarsa, @ = o’ ve 8 = @' esitlikleri
de gecerlidir.

ispat.
sng z_iinﬁ%’i => sin asin 6 = sin #sin o
= —%(cog(o: - 9") = L(cos(6 — o))
=

cos(a — 6') — cos(f —

o') = cos(§+ o) .

a+8=a 46" oldugu verilmis, buradan
a—0" =o' 48 vecos(a—0') = cos(e/ - §) =
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cos(f — ') olur. cos(a — §') = cos(f — &)
esitligini yerine yazarsak cos(ar—8') = cos(f -
') bulunur. Buradan ise o+8 =04+o veya
o+ 8 = -6+ o bulunur. 6,8, >0
oldugunu biliyoruz. Boylece a + §=606+4d
bulunur. o+8 = 6'+ o' oldugunu biliyorduk,
bu iki esitlikten o + o' ve 6 = 6’ bulunur.
Béylece ispatimiz tamamlanir.

Simdi Masmis Teoremini de kullanabilecegi-
miz 6rnek sorulara gegelim. Ilk olarak Pascal
Teoremi olarak bilinen bir dogrusallik soru-
suna kolay bir ispat sunacagiz.

Pascal Teoremi. Bir ¢gemberin lizerinde ga-
kistk olmayan ve verilen sirasiyla dizilmis alt:
nokta A, B, C, D, E ve F olsun. AENBF =
X, BDNCE = Z, ADNCF =Y olmak iizere
X, Y, Z dogrusaldir.

ispat.

[lk olarak cembersellikten esit olan agilari
yazalim. Sekil 3’ de goriildiigi gibi Durum 1’
den m = m' veya n = n' oldugunu gosterme-

A Ja :
miz yeterlidir. AY F ve CY D iggenlerinde
Seva, Teoreminin trigonometrik halini yazdi-
gimizda,

15

A sinnsin Asin o
AY P —————— =1
sin mm sin vy 'sin ¢
ve
A sinp/sin Asina
CYD— ————— =1

sin m/ sin y sin 8

e 3 L sinn __ sinn’
Iki ifadeyi esitlersek 32 = 275 bulunur.

Ayrica m+n = m/ +n/ ve m, n, ', m’' >
0 oldugunu biliyoruz. Bu durumda Masmis
Teoreminden m = m'/ ve n = n’ olur ve is-
patimiz tamamlanir.

Ikinci 5rnegimiz 1996 Bilim Olimpiyatlart Ma-
tematik hazirlama programi igerisinde yapil-
mis olan Kocaeli Yaz Kampi Kampsonu sina-
vinin altinci sorusudur.

Soru. ABCD tegetler dortgeninde AD N
BC = E, ABN DC = F ve igteget cemberin
AB, BC, CD ve DA kenarlarina teget oldugu
noktalar sirasiyla S, M, K ve L ’dir. E, S5, K
noktalari dogrusal ise, F, M, L noktalarmin
da dogrusal oldugunu gosteriniz.

ispat.

Bu soru da Durum 2 ile benzesmektedir.
A A -
AFL= o', DFL= ¢ dersek, a = o veya § =



Josicd
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: a
¢" oldugunu géstermemiz yeterlidir. AEB fi¢-
geninde Siniis Teoreminden,

AS sin A

~ BS'sinB

sin p

sin g

A ;
AEC ii¢geninde Siniis Teoreminden,

DK sin D
~ CK 'sinC

sinp
sin ¢

bulunur. BFC uggemnde anus Teoremmden,

BM sin'B-
C’M sin'C'

~Sln0(

sin &7

A : ~
AFD iiggeninde Siniis Teoreminden,

sina AL sin A

sin DL sin'D ;
bulunur. Ik iki denklem e§itlendi§indé‘ve
AS = AL, BS = BM, DK = DL, CK =

CM egitlikleri yerlerine yazildiginda,

AL sin A - DL sinD
BM 'sinB~ CMsinC

bulunur. Buradan ise,

AL sin A BM sin B
DL'sinD CM sinC

bulunur. Yani

sina’  sino

sin@ ~ sind

de edilit. a4+ 6 = o + 6 oldugunu bili-
TUZ Ve agﬂar-pczitif Boylece Masmis Teo-
eminden @ = o ve § = 6’ bulunur, ispat
mlanmig olur:

)

klerde de goriildiigi-gibi Masmis Teo-
enoktalarin dogrusalhigimi ispatlamada
labilecek bu metot bazi 6nermelerin is-
na ¢ok basit ¢dziimler getirmektedir.
todun okuyucular tarafindan benim-
tullamlmasini umuyorum.
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YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar kadrosunda
kabul etmektedir. - Yaymnlanacak yazlarn matematik ile
ilgili olmas1 diginda herhangi bir kisitlama yok. Fikir ver-
mesi agisindan gu konular: siralayabiliriz:

* Konu sunuglar.

* Matematiksel du§uncemn degisik alanlardaki uygu-
lamalarim vurgulayabilecek yazilar.

¥ Yillardir ¢éziim bekleyerek yeni:gdziilmils ya da
heniiz goziilmemis linli problemlerin tanitima.

* Matematige - ilgi . duyan - 8grencilerin . kendilerini
agmasina yardimear olabilecek problemler.

* . Matematiksel kavramlar tarihi-ve matematikcilerle
ilgili yazlar.

* Daha saghkh bir miifredat programmn: olugturmaya
yonelik inceleme, elestiri ve alternatif 5neriler.

* Matematik Diinyasindan glincel haberler.

Gonderilen yamlar aynen yaymlanabilecegi gibi biittinligi
bozmayacak baz1 degigiklikierle de yaymlanabilir. $imdilik
olanaklarmmiz yazarlara telif lcreti odemeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlayisla kargilanacagimizi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakl el yazisi ya da tercihen
daktilo ile ya da PC’de Latex programi yardimiyla, diizgiin
ve tam climlelerle, Tiirkce dilbilgisi kurallarina uyularak,
istiiste formill yiginlarindan:kagilarak yazilmasi, beg
sayfay: gececek yazlarda bolme noktasi belirtilmesi rica
olunur. Yazilar

.. Matematik Diinyasi
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adresine gonderilecektir.

Matematigi biiyiik bir kente benzetmek
mitmkiindir; bu kentin kenar mahalleleri
durmadan genislemekte ve niifusu art-
makta, buna paralel olarak, zZaman-zaman,
her defasinda daha agk ve gorkemh bir
planla, kent merkezi yeniden i inga ve res-
tore edilmekte, ' zik-zakhh ve - yipranmig
ddngiilerle dopdolu eski mahalleler yikilip
kentin digina dogru daha genis, daha diiz
ve rahat caddeler acilmaktadir...
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