TAMSAYILAR KUMESINDE DENKLEMLER

Nizamettin Jirinoglu * C.Alpar‘slan Ertug T

Bu yazimizda, tamsayilar kiimesinde denk-
lem ¢oztimi ele alinmigtir.  Temel amacimiz,
ulusal ve uluslararasi matematik olimpiyatlarina
hazirlanan 6grencilere yardimer olmaktir.

Dergimizin daha onceki sayilarmda Dio-
fant denklemleri hakkinda cegitli yazmlar gkmig
olmas1 nedeniyle, bu tip denklemler yazimizin
kapsam diginda tutulmustur 1], [2], [3]-

1. KURAMSAL OZET:

Asagida,  ¢Ozillecek  olan  rneklerin
daha kolay kavranmasini saglamak icin bazi
hatirlatmalar  yapilmugtir. Daha genig bilgi
i¢in okuyucularimza [4] ve [5] nolu kaynaklara
bagvurmalarini Sneririz.

a ve b-tamsayilar olmak lzere a = bc
egitligini saglayan bir ¢ tamsayis1 varsa a, b
ile bolintr denir ve alb ile gosterilir.. Burada
a-boliinen; & bolen ve ¢ ise bdlim olarak ad-
landirilir.

Bu tanim ésas alimarak abagldalq ozellikler
kolayca elde edilebilir:

(i) alb, ble ise alc.

(i) ale, ble ise (a+b)|e ve (a—b)le.

(iii) ale veya blc ise a.ble. ..

(iv) alb ve a # 0 ise |a] > |b].

(v) alb ve o] < b ise a. =0 dir.

Eger @ ve b tamsayilar: ayni bir d- tam-
sayisina boliniirse, d ye bu sayilarin ortak boleni;
a ve b sayilarini bolen en biiytk sayiya ise ortak
bolenlerin en bilytigi (OBEB) denir ve. (a,b) ile
gosterilir.

(v) (a,8) = (Jal, o]

(vii) Eger bla(b £ 0) ise, a ve b sayilarinin
OBEB’i (a,b) = [b]’dir (a,b) = 1 ise, a ve b

sayilar: aralarinda asaldir denir.

(viil) @ *ve b tamsayilarinm - ¢arpimi ¢
sayisma boliiniirse ve (a,¢) = 1 ise, blc.

p > 1 dogal sayisinin p ve 1’den farkli
boleni yoksa, p-sayisina asal sayi denir. Eger
P = p1+po biciminde ve p1, py birdeén farkh dogal
sayilar-ise, p’ye bilesik say1 denir. 1, ne asal ne
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bilesik say1 kabul edilir. :
~Simdi de asal sayilara ait bazi ozellikleri
siralayalim:

(ix) Eger p asal sayist ¢ > 1 dogal sayisina
béliintiyorsa, @ = p olmahdir.

(x) Her bir a tamsayisiya p asal sayisina
boluntr yada p ile aralarinda asaldirlar.

(xi) Eger iki tamsayimnin carpimi p - asal
sayisina bolintirse, ¢carpanlardan en az biri p’ye
boluniir.

(xil) a tamsayisiun bire egit olamayan en
kuguk boleni asal sayidir.

(xiii) Bir karmagik @ dogal sayisinin en
kiigiik boleni, +/a’dan biliyik degildir.

Eger a > 1 dogal sayisimin asal bdlenleri
Va’dan biyiik ise, (xiii) yardimiyla, a sayisimn
asal oldugunu soyleyebiliriz. Bu sonug, bir «
sayisinin asal oldugunu gostermek icin kullanihr.

{(xiv) Aritmetigin Temel Teoremi: Her
dogal a > 1 sayisi, asal sayilarin carpimi geklinde
tek olarak gosterilebilir, (burada carpanlarin
sirasi 6nemli degildir).

(xv) Asal sayilar kiimesi sonsuzdur (Oklit).

(xvi) p > dogal sayismin asal olmast icin
gerek ve yeter kogul pj(p — 1)!+ 1 olmasidir (Wil-
son).

(xvii) Eger (a,p) =1 ise, pla?~1—1) (Fer-
mat).

a ve b tamsayilart m > 1 dogal sayisina
boliindiklerinde aym n kalanimi veriyorlarsa, a
ve b sayilari m modiliine gére denktir denir ve

= b(modm) bigiminde gosterilir.

(xviil) Eger a = b(mod m) ise;

1. a ="b+mt (¢ tamsay)

2. mja —b olur.

(xix) a = ¢ (mod m),b = ¢ (mod m) ise
a = b (mod m)’dir.

(xx) a; = b (mod m),ay = by (mod
m), -, a4y = b, (mod m) ise, a;+as+--+a, =
by 4+ b1+ -+ b, (mod m)’dir.



SIRINOGLU & ERTUG

(xxi) @1 = by (mod m),ay = by (mod
m),:+ e, an = by (mod m) ise, ajaz---an, =
b1by - - by (mod m) dir.

(xxil) @ = b (mod m) ise a™ = " (mod
m),n € N.

(xxiii) @ = b (mod m) ise ka = kb (mod
m), k € Z.

|

bid,(m,d) =1 ise, a; = by (mod m).

(xxv) a = b (mod m) ise her k tamsayisi
icin ak = bk (mod mk).

2. ¢0zZULMUS ORNEKLER [6] -
(8]:

Ornek 1: 2% —1® = 2y + 61 denklemini
dogal sayilar kiimesinde ¢6ztuntz.

z = 0 ya da y = 0 i¢in denklemin tam-
sayilar kimesinde ¢oztimii yoktur. Denklemin
sag tarafi sifirdan farkhi her z,y € N icin > 62
oldugundan, z > y yani ¢ > y+ 1 olur. z =
d+y,d > 1 alirsak,

(d+y)° -y’ =yd+y) +1
olur.” Buradan da,
(8d~ 1)y + (3d* = d)yy+d> =61 (1)

elde edilir.

(3d— 1)y? + (3d? — d)y > 0 oldugundan,
d® < 61 veya d < 4 olur. Yani d, 1,2 yada 3’tiir.
d =1 oldugundan, (1)’den;

22+ 2 —60=0

bulunur; buradan da, y1 =5 ve yy = =6 elde
edilir. y € N oldugundan, y=5vear=y-+d=
5+ 1 =6 olur. d=2 halinde ise, (1)’den,

5y% + 10y —53 =0

bulunur; buradan da yi 5 = (=5 F +/290)/5 elde
edilir. y € N olmas: gerektiginden bu kokler uy-
gun degildir. d = 3 olmasr halinde de koklerin
dogal say1 olmadiklari kolayca goriilebilir.

O halde denklemin dogal sayilarda yalmiz
(z;y) = (6;5) olan bir ¢dzlimii vardir.

Ornek 2: 13(z +y) = 2y denklemini
tamsayilar kimesinde ¢oziintiz.

“ Denklemi; 13z + 13y — zy = 0 geklinde

yazip agagidaki gibi diizenlersek,

2y =13y — 13z + 169 — 169 =0
y(z — 13) — 13(z — 13) = 169
(z—13)(y — 13) = 132

(xxiv) Eger a = b (mod m),a = a1d,b =

bulunur. (z — 13) ve (y — 13) tamsayilarmin
carpimi agagidaki alti halde 169°a egit olur:
z— 13 =13, y—13 =13
z2~-13=-13, y-13=-13
r—13=1, y—13 = 169
z—13 =1, y—13 = —-169
z— 13 = 169, y—13=1
z—13=-169, y—-13=-1

Buradan da agagidaki alti ¢Oztim. elde
edilir:

(21 =126,y1= 182), (22 = 0,52 = 0)
(z3 = 14,ys = 182), (x4 = 12, ys = 156)
(x5 = 182, y5 = 14), (ws = 156, ys = 12)
Ornek 3: 5%°—3.22 452y — 1—g¥~1-2.
5%+1 = 0 denklemini tam sayilar ktimesinde

¢Ozunlz.
Denklemi agagidaki gibi yeniden yazalim:

(B = 1)+ 29715 - 1) —3.2% =0
5% — 1 = u doniigimunt yaparsak;
w?— 2"y —3.2% =0
bulunur, Buradan da; |

—¥=lp7.ov-1
g =

Uy = 3- 2‘1/»1 Uy = _2y+1

‘elde edilir.”

1. Durum: 5% —1=3.2v-1

z < 0 tamsayisi igin denklemin sol tarafi
negatif, sag tarafi ise pozitiftir. Yani, tam sayilar
kiimesinde z < 0 i¢in ¢6zlim yoktur. z =0,z = 1
ve z = 3 oldugunda da ¢oziim olmadig: kolayca
gosterilebilir.

z = 2 i¢in; 24 = 3 -2 veya 2% =
2=ty = 4 elde edilir.

Boylece bir ¢oziim, (2;4) bulunmug olur.
z’in {i¢ten bilyiik olmasi halinde ise;

52— 1=(5-1)("" +5"" %4 - 452454 1)
egitliginden,

A7 45772 44 524+ 5+1)=3-2v°1.
5x—1+5$"2 Fe 52+5+]:32y—3(3)



bulunur.. Agktir ki, y < 3 sayis1 ¢dziim olamaz.
Cunkii (3) denklemin sag tarafi ii¢ yada kesirli
olur.

y > 5 halinde ise, esitligin sol tarafinin
ikiyve boliinmesi i¢in z sayisi cift olmahdir. z =
2k olsun (2) denkleminden;

52k~ 1=3.9v71

slde edilir. Buradan,

re2k—

(3P0t 4524y =3 vt

502 g2—d 452 4] gu-d
bulunur.
k saywist da ‘¢ift olmahdir: k& =
nstyla @ = 4n olur.
denklemi;

2n.
z’in bu degeri igin,

it _1=3.9v"!
‘3:_1)(54n—4+54n—8++54+ 1)
=327
13(625" 1 4 625772 4 -4 625+ 1) = 20

112

e gelir. Bu denklemin sag tarafi y > 5 i¢in
bolinemez. Bu yizden, # > 3 i¢in tam
sayilar kiimesinde ¢6ziim yoktur.

2. Durum: 5% — 1 = —2v+!

z > 0 oldugunda denklemin sol tarafi
sifirdan buyik veya esit, saf tarafi ise negatif
oldugundan tamsayilar kiimesinde ¢6ziim yoktur.
z < 0 ise denklemi;

1 1
5+ " 3T

=1

seklinde yazmak olasidir. (=) > 0 oldugunda
ise, y’nin hichir degeri i¢in denklemin sol tarafi
17e egit olamaz.

Buradan denklemin tam sayilar
kiimesinde, yalmzca, (z,y) = (2,4) ¢dzliminin
bulundugu sonucuna variriz.

Ornek. 4: Her bir p > b asal sayisi
icin 2% + 4° = p denkleminin tamsayilar
ktmesinde kokii olmadigim gdsteriniz.

z tamsayisi sifirdan kiigiik ise, f(z) =
z%4+47 tamsay1 degildir. Eger her hangi bir 2 > 0
tamsayist i¢in f(z) = 2% + 4% tam say1 ise, bu
saymin > 5 veya bilegik say1 oldugunu gosterelim.
r=0ve r=1icn, f(0) =1<5,f(1) =5 olur.

L —

; 2k(k € N) ise,
fz)

241(74 +42k — Qk(kﬁ +42(k—1)),
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z = 2k+1(keN) oldugunda ise,

flz) = 2*+4-47%F = [2% + 42%(2k)% + 4(2")4)
_4x2(2k)2
= [ +2- (2977 — (22 - 26k)?
= [2? + 2228 + 2(25)%[22 — 22 - 2F + 2(2k)?]
= [(z+2) + 2%z — 2)° + 2°%]
bulunur.

Ornek 5: Dogal sayilar kiimesinde,
2" + ¥ = 2z +y denklemini ¢oziiniiz.
Denklemi,

2 =2z +9y —y=0
seklinde yazalim ve diizenleyim:
22"t =2y 1) =0

Eger, 2 >2ise 2 — 1> 1,2 > 2,21 > 9291
28 =2 veya z(2"71 — 2) > 0 olur.

y>1lise y—1>0,39"1 > 1971 =1 veya
y(y=1 — 1) > 0 olur.

Buradan =z > 2,y > 1 oldugunda sol
tarafin sifirdan biiytik oldugu goriliir.

z=1,2 =2 ve y =1 hallerinde ise, yalniz
2 = 2,y = 1’in ¢oziim oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 6: 22 b+ 1 = r -y den-
kleminin (z,y) tamsayilar kiimesinde son-
suz sayida asal r sayilar: icin ¢ézUmiiniin
varligim gosteriniz.

Tersini, yani. verilen -denklemin sonlu
sayida p1,p2,---,pn sayillar ic¢in  tamsayilar
kiimesinde ¢6ziimleri oldugunu kabul edelim:
p = p1-ps---py olsun.  p? 4+ p + 1 says
Ppi, P2, -+, Pp lerin hi¢ birine bollinemez. Bun-
dan dolay1 p? + p 4 1 bilesik sayis1 py,pa, - -, Pn
den farkli olan asal d bolenine sahiptir. O
halde, (p, B-Z”i'gl';"'i) tamsayr ¢ifti @2 + 2 + 1 =
dy denklemini saglar.  Boylece bir celigki ile
kargilagiriz. Buradan, denklemin tamsayilar
kitmesinde sonsuz asal sayis1 icin ¢Sziimiiniin
oldugunu soyleyebiliriz.

Ornek 7: 22 +2=y*+¢3 + 4> +y den-
klemini saglayan tiim tamsay: ¢iftlerini bu-
lunuz.

Denklemin iki tarafini 4’le carpip 1 ekleye-
lim ve duzenleyelim:

2z + 1)2
(2z+1)?% =

2 +y)° +3° +4y+1
(29" + )" +2(20° +y) — (v* — 2y)
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olur, B ise, +’in hig bir tam degeri icin miEmkin
defildir. Gerive valmzea p= —1, y=0,y=1 we
p = & halleri kalie. bu degerler icin agagidaki
cozumler elde edilie:

=1

2 42 =0;2=0,z =—1; kikler
{0, =1}, (-1,-1).

p=0

e r=0iz=0,r=—1:kikler
(0,00, (=1,0).

y=1

tr=d 2’ dr=4=0x4
_=1FVT7

3 . kokler tam Byl l‘.lﬂg'll...

¥=3
P 4r=-3=0;zr=—6r=5 kikler
(—6,2),(5,2)

Ornck 8: Higbir n > 2 icin,

e (z 1) =(z4+2)"
denkleminin  dogal  savilar  kiimesinds
goeiimiiniin olmadigin ghsteriniz.

r = 0 sayisieun bu denklemi saglamadiiy
kelayea gorillir. » > 2 igin bu denklemi saglayan

£ € N sayisuun bolunduguny varsayalm, g =
£+ 1 alsun. Bu durumda p < 2 alur ve denklem

w=1"+¢" = (y+1)" (4)

haline d5nagic. Buradan da,
(g+1)" =
=

{y=-1"
i

(mod y)

0 (mod w)

(—11" (mod v)  oldufundan,
(W+1)" =y = (y=-1)"

1= (=1)" (mod y)

1]

elde ederiz,

Egger n tek ise, 0= 2 (mod y) veyn 0 =
=2 (mod y) olur, Yani, 2 saym p've biliinir.
# = 2 almasi gerektifinden ¥ = 2 olmehdir. Bu
halde jse,

0=3"-2"-1>0

olur. Bu olanaksizdir. 1 cilt tse,

nin-—1)

i e z

px1" =

wEny+1
= —-—-"l:"; Hy’ F oy + 1 (mod i)
(p+1)" =" —(y—1)" = 2ny
(mod 4"

olur. O halde 2ny sayim 3 ile baliinebilmelidir.
y sayim ' ile bélinmediginden 2n sayim p? ile
biliinmelidir. Buradan 2n > @ bulunur.

(1) denkleminin her iki tarafi v ile

boltinurse,
{1 +1}“— 1+|:1—1:’ <2
¥ ¥

elde edilir. Ote yandan,

1 i nin=1}) 1 1
1+=F = 14-4 e —
( ] ¥ 2 ¥ "
> A2
¥
In ¥ v
= 1l4+—=2= —_—=l4 I
+2:.r'|+2:.r +2-2

olur. Bu ise geliskive yolagar. Béylece verilen
denklemin criimiinin olmadif kamtlanng ol-
maktadie.

Ornek 9: 1+3 +----|-}r=y—1 den-
kleminin 2 € ¥ ve r > 2 oldufunds tam-
snyilar kiimesinde giefimiinin olmadifim
gosteriniz,

Her z € N igin, 2" < 2 « 2H Legylunu
saglayan bir n € N saym vardir. z'ten biyik
olmavan biitiin tek saydann carpumm A4 ile
gosterclim. Denklemin ber iki tarafim 271 4 ile
carpalim ve her bir m € N saysin,

m=3F-gipe Z* g tek smydir.)

ile gosterclim, m < z ise g < z'dir. Bu halde
m#F 2" ise p< noolur. Effer p > n olsayds,

m=2.93 9+ 5 o
olurdu. p=n duremunds ise ¢ # 1 oldugu igin,
m=P.gx2" .35 54
alurdu,

g = A 270 4 snyim 2% 'den farkls her
m=13,---,7 i5in tam sayidir,

[11]



Gopn = -2-% Lol A = % sayisi ise tamsayi
olmadigindan,

1 1 1 n-1 - n—1
(GHgt+ + 22 A= (- 1274
denkleminin sol tarafi tamsay1 degildir; sag tarah
ise tamsayidir. Bu yiizden, denklemin tamsayilar
kiimesinde ¢ozumi yoktur.

Ornek 10: Eger z,y,2 € N sayilari
™ + y* = 2" denklemini saghyorsa, min
(z,y) > n oldugunu gosteriniz.

z < y oldugunu kabul edelim.

2% = g™ + y? > Yy esitsizliginden, z > y’dir.
Buradan, y € N oldugundan z > y+ 1 olur.

P2 () =y Oy T L 2y ey
egitsizliginden,

2yt >y 4 g

" >n.ytt>p.pnt

bulunur. Buradan da,

z > n elde edilir.
min(z, y) > n bulunur.

Ornek 11: z,y,z ve n pozitif tam-
sayilar ve n > z ise, 2" + " = 2" egitlifinin
saglanamayacagimi gosteriniz, (Fermat Teo-
reminin basit bir bicimi).

n > z olmak uzere z" + y™ = 2" egitligini
saglayan z,y, z,n dogal sayilarimin bulundugunu
varsayalim.

z < z,y <z ve z#y oldugunu gérmek
guc degildir; simetri dolayisiyla = < y kabul ede-
biliriz.

O halde,

y. > z oldugundan,

e A R ) Ch S A SR A
>1-na"" !> a®

olacaktir. Bu ise, ™+ 3" = 2" varsayimmzla
celigmektedir.  Bu celigki, problemde verilen
onermenin dogrulanmasi demektir, [9].

Ornek  12: y  sayisimin birler
basamagindaki rakamlarinin 2,4,7 ve 9 ol-
masi durumunda,

424+ 4=y

denkleminin- 'z~ dogal  sayilar:
¢Ozliminiin olmadif gésteriniz.
z € N oldugundan,

igin

ez -+1)

L2+ tz= ==
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olur. Eger;
m = 10-k+pn=10-r-+qise,
mn = (10k+ p)(10r + ¢) = 10(10kr + kg + pr)
+pq

olur. Yani mn carpiminin birler basamagindalki
son rakami pg, carpiminin birler basamagindaki
son rakama egittir.

z  sayisiun birler  basamagimdaki
rakamlar  0,1,2,3,4,5,6,7,8,9  ise, z +
1 sayisinin birler basamagindaki rakamlar

1,2,3,4,5,6,7,8,9,0 olur. Buradan z(z +
1) saymsmun birler basamagindaki rakamlari
0,2,6,2,0,0,2,6,2,0 dur.

Eger, v = [z(z + 1)/2] sayisuun birler
basamagmdaki rakamlar 2,4,7,9 olsaydi,

2[3—(2:—;—1-)—} =z(z+1)

sayisimin birler basamagindaki rakamlarn 4, 8,4, 8
olurdu. Bu ise olanaksizdir.

Ornek 13: 222 +2= 3y2 +y (5)

denkleminin tam sayilarda koku varsa,
r—Yy= pzy
2+ +1=¢2

3e+3y+1=r?

p,¢ ve 7 tamsaylr olmak iizere geklinde
oldugunu gosteriniz.

Eger # = 0 ise y(3y+ 1) = 1’dwr. y tam
say1 oldugundan y = 0 olmalidir.

Bu durumda,

t—y=0%2c+2y+1=1%32+3y+1=12
olur. z # 0 ise y #£ 0 ve z # y'dir (efer y =0
olsaydi, 222 + 2 = 322 + = veya = = 0 olurdu.)

d ile = ve y sayilarimin en buyik ortak -
bolenini gésterelim, yani;

z=ugad, y=yd (6)

seklindedir. zy ve y; tamsayilarmin ortak boleni
yoktur ve z1 # y; dir. Buradan,

yy=z;+n,ne€z (N
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olur. Burada n sifirdan farkli ve zy ile ortak

béleni olmayan tam sayidir. (6) ifadesini (5)’de
yerine yazarsak;

20id? + 21d
2eid 4z =

]

3yid® + yd
3yid+

olur. Burada (7)’yi yerine yazarsak,
222d + 21 = 3d(z1 +n)® +zn

de? + 6den+ 3dn® 4+ n =0 (8)
elde edilir.

Bu egitligin ilk Ug¢ terimi d~ile bolintr.
Bundan dolayt n sayist da d ile boliniir. Son
tig terim n’ye bolindiigiinden dz? sayis1 da n
ile béluntr. z; ve m sayilarmin ortak bdleni
olmadigindan d sayisi n ile boluntir.  Boylece
n = d veya n.= —d olmahdir. n = d durumunda

(8)’den;
x%+6x1n+3n2+1=0

elde ederiz. Bu ise olanaksizdir. Cunkii, 2?2 + 1
sayist 3 ile bolinemez. Bunu gostermek i¢in
z1 = 3k, 3k + 1,3k 4 2 yazmak yeterlidir.

n = —d oldugunda ise y; = 2y — d ve

{(6)’dan,
y=yd=md-d =z-d°
z—y=d (9)
olur. (5)’ten ayni zamanda,
202 — 2y —y =y
(z—y)(2z +2y+ 1) = ¢
elde ederiz. (6) ve (9)’u yukarida yerine yazarsak,
d?(22 + 2y + 1) = y2d?
22 +2y+1=d?

buluruz. ;
Diger taraftan (5) denkleminin yardim ile,

(3z+3y+1)(z—y) = 322+ 3xy+z—3ey—3y° —y
=32% 4z~ (222 +z) = 2?

yazabiliriz. k

=z?d® oldugundan,

(z—y) =

3$+3y+1:x§

olur.

3. ALISTIRMA SORULARI:
Soru 1: n ve p pozitif tamsayilar olmak
uzere,
e+py=n, z+y=p’

denklem = sisteminin, (z,y,z) pozitif tam-
sayilarindan olusan bir ¢Oziimuntin bulunmas:
icin gerek ve yeter kogulu bulunuz (1905/1).
Soru 2: Eger n,z% — 3242 + 4% = n
denkleminin (z,y) tamsayl ¢oziimleri olmasim
saglayan bir pozitif tamsay: ise, en az li¢ tane

© boyle ¢oziim bulunacagimi kamtlaymiz. n = 2891

oldugunda bu denklemin tam say:i ¢oztimlerinin
bulunmadigini gésteriniz (1982 / 4).

Soru 3: Asgagidaki denklemlerin tamsay1
¢oziimlerini bulunuz.

a) 420434l =

by 14+ 214314+l = ¢

Soru 4: ‘Asagidaki denklemin tamsayilar
kumesinde ¢oztiminu bulunuz:

22+ ¢ + 22 + v? = 2zyzv

Soru 5: éyle dort tane tamsayl bulunuz
ki, her birinin karesi ile kalan ti¢ saymin toplamu
bir tamkare olsun.
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