ﬁi\ £
Bilge DEMIRKOZ *
T SR

Daire bir nokta (odak) ve bir uzunluk kul-
lanilarak cizilir ve dairedeki her noktamin odaga
olan uzakhg: verilmis olan uzunluk kadardur.
Elips, iki nokta ve bir uzunluk verildigi zaman
gizilebilen egridir ki, bu egri iizerindeki her nok-
tanmn odaklara olan uzakliklar: toplam sabit ve
verilen uzunluga egittir.

Konik kesitleri ve onun elemanlar olan
daire ve elipsi simifta iglerken akhma gu geldi:
Dairede bir, elipste iki nokta veriliydi, ikisinde
de bir uzunluk verilmigti; eger {i¢ nokta ve bir
uzunluk verilmis olsayd: nasil bir egri elde eder-
dik. Evet, bu egrideki herhangi bir noktanm bu
ii¢ noktaya olan uzakliklarmin toplam verilmig
olan uzakhga esit olsun. Bu soruya ise 3 nokta
sorusu ismini verdim.

3 nokta sorusunun analitik incelemesini
yapmadan Once, tahta bir diizlem tizerinde
givilerle tespit ettigim ii¢ noktaya iplik baglayip
gergin bir gekilde kalemin ucuyla gekli gizdim.
Ipligin uzanlugu bu gekilde verilmis olan sabit
uzunluk, ¢ civi ise belirli odaklar gibi davrandi
ve 3 nokta egrisinin genel gekli tizerinde bir fikir

verdi.(bkz. Sekil 1)

Bu egrinin bir de geometrik ¢izimin bul-
mak gerekiyordu. Bunun i¢gin Machintosh’ta Ge-
ometer’s Sketch Pad programim kullanarak (bkz.
Sekil 2), FG’yi sabit ‘bir uzunluk, F,K ve
R’yi odaklarmmiz olarak alip, J noktasmnr FG
tizerinde serbest bir nokta olarak aldiktan sonra
FJ uzunlugu ve F ve K noktalan ile bir elips,
geriye kalan JG uzunlugu ile R merkezli bir daire
gizer ve elips ile dairenin kesigm noktalarimi bu-
larsak 3 nokta egrisi tizerinde noktalar bulmus
oluruz.. Bu sekilde ¥ ve Z noktalar boyle iki
noktadir, ¥ noktasim ele alirsak FY + KV =
FJ elips sayesinde saglandigh icin FY + KY +
RY,FG’ ye egit olur. Bu ¢izimde J'nin FG
{izerinde animasyonu biitiin egriyi verir.
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A UZAKLIK TOPLAT

Sekil 1
Ug Nokta Egrisinin Fiziksel Cizimi

A,B ve C civiler; ve K kalem olmak iizere ip
sekildeki gibi dolandirilir. Civiler sabittir. ilk du-
rumda K de sabit olarak almip, ipler baglanir.
Bu gekilde ipin uzunlugu da sabit olur. Sonra k'y1
ipler gergin durumda ilerletirsek, elinize bir egri |-
geger. Ipin uzuniuguna 2n dersek,

2KB+2KC +2KA=2n olur ve ikiye béliince

KB+ KC+ KA =n,

3 nokta egrisinin tanimiolan 3 uzaklik toplaminn |-
bir sabite egit olma gartim sagladigindan dolayi,
elde edilen egri 3 nokta egrisidir.

Not: A,B ve C givileri tahtaya cakih oldu-
gu icgin, X, bir ¢ivinin yanmna geldigi zaman,
butlin ipler ¢ivinin iistiinden Obiir tarafina at-
lattirilmakta ve yeniden gerginlegtirilmektedir.

Bunlarmn yani sira 3 nokta egrisinin ana~
litik olarak incelenmesi iki nokta arasindaki
uzakhk formild kullamlarak da yapilabilir. Veri-
L (z1,11), (@2,y2) noktalan ve n uzakliga icin
elipsteki genel formiil: ]

V(e —z1)?

V(@ —22) + (y—2)? =

T w-n)

n dir.
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3 nokta sorusuna bunu uygular ve veri-
Ii ti¢ noktanm (zy,y1), (z2,y2), (x3,y3) ve verili
uzakhigim n oldugunu sdylersek ¢ zaman formiil
soyledir.

Ve =22+~ 0)+/(5 — 257 + (4 — 122

V(e —23)? +(y—y3)? =n
Ornek i¢in; bkz. Sekil 3. Bu polar koordi-
natlarda da ¢izdirelibilir. Bunun icin Napolyon
noktas: diye bilinen noktay: efrinin merkezi
olarak tanimlayabiliriz. Bu noktanin iki 6zelligi
vardir.  Herhangi bir ABC iicgeni alalim ve
bunlarin Napolyon noktasi ise K olsun. O
zaman AKB,AKC,BKC hep 120 dereceye
egit olur ve bdylece polar koordinatlarda odak-

lar (ry,0), (rz,120) ve (r3,240) oriyantasyonuna

sahip olurlar. Bu da formiiliin agihmnda ¢ikan
terimlerin sayisi azaltir. Formil su olur.

7?2 +r? — 2r 7 cos(—8)

+4/72 + 73 — 2ry7 cos(120 — )

+4/7% 4+ 75 — 2rsrcos(240 — 0) =n

Ikinci ézellik ise ¢ uzaklk toplammin bu nok-
tada minimum degerini almasidir. Bu sayede
Napolyon noktasini 3 nokta egrisinin merkezi
olarak tanimlayabiliriz.

Simdi 1 nokta egrisi olan daireyi, 2 nokta
egrisi olan elipsi ve ii¢ nokta egrisini biliyo-
ruz. 4 nokta egrisi ise Gyle bir egri olmali
ki verilen dért odaktan egri iizerinde herhangi
bir noktaya olan uzakllklarm toplam: verili olan
uzunluga esit olsun. Bunun fiziksel ¢izimi dért
sabit ¢iviye ipi dolandirdiktan sonra gergin tutup
kalemle gizdirmektir. Bu bize seklin genel hali
tzerinde bir fikir verir. Yine geometrik ¢izimi
de yapilabilir. (bkz. $ekil 4) Bu di¢c nokta
sorusunda oldugu gibi bir eliple bir dairenin degil,
iki elipsin yahut bir daire ile ii¢ nokta egrisinin
kesigimini almakla elde edilir.

N=4.6

=3.7

Va2 + 2 +/(z —2)2 + (y - 2)2

+\/(x~1)2+(y*\/§)2:N

Sekil 3

Eger ile alti ve

bes mnokta egrileri
daha ileri seviyeden egrileri diisiiniirsek, amag
degigmeyerek; m sayida nokta, Fy,Fy, Fy--- Fy,
ve belirli bir uzaklik n verildiginde, P nokta-
lar kitmesini bulmak olacaktir, ki P noktalar
kiimesindeki her K noktas: igin; K Fy + KFy +
KF3+---KF,, =n olsun.

Bu durumda alacagumz herhangi bir in
nokta egrisinin geometrik cizimini iki tane daha
diigiik seviyeden, k ve p nokta egrilerinin
yardimyla yapabiliriz. Hep k 4+ p = m ola-
cak gekilde & ve p noktalar: egrilerinin odak-
larm: m nokta egrisinin odaklarmdan segerek
olugan %k mnokta efrisinin ve p nokta egrisinin
kesigimini bulup uzaklik toplamlarm degistirerek
anime edersek m nokta efrisini elde etmis oluruz.




4 nokta egrisinin formilii ise yine uzakhk
formiuli kullanilarak yazilabilir.

Vol +y? + V(@ -0+

/@ F = /- dP =P =n
Ornek icin; bkz.Sekil 5. Yiiksek dereceden
nokta egrileri de aymi gekilde uzaklik toplam-
lanyla yazlabiliv. - Fakat ticten biiyiik nokta
egrilerinde bir merkezin olma zorunlulugu yoktur.
Genel olarak & nokta egrilerinde bir merkezden
bahsedemeyiz.

2%

-1

N=6.4

Va2t 4/ (2 - 22 + 2+ /e + (y - 202
+V(@-2P+@y-22=N
Sekil 5

Simdiye kadar hep uzaklik toplamlarmdan
bahsettik fakat efer "Bazi uzaklhik toplamlan
gikarilsa sonug ne olur” gibi bir soru sorula-
bilir. Mesela hiperbolde noktalar toplanmak
yerine ¢ikarilmigtir. Bunun cevabi uzakhklar
toplanan noktalar her zaman kiimeyi cekerken
uzakliklar1 gikarilanlarim ise her zaman kiimeyi
itmesidir. (bkz. Sekil 6)

Bu efri ailelerinin bir 6zelligi ise gudur.
Herhangi bir k nokta egrisinde bir odak noktasimi
alip bir bagka odak noktasmn iizerine koyarsak
bu noktaya ait uzakhg iki ile ¢arpmg oluruz ve
k—1 bir nokta kullanarak yeni bir egri elde etmig
oluruz. Ornek i¢in; bkz.Sekil 7. Bunu bir kag
kez tekrarlayip egriyi bir nokta sorusuna bile in-
dirgeyebiliriz. Igte bu 6zellik herhangi bir k& nokta
egri ailesinin k& — 1 nokta egri ailelerini ve daha
agag1 egri ailelerini kapsamasma yol acar.

“E™”  notasyonuyla - gdsteridgimiz  posi-
tif egri ailelerinden bagka “k™™” notasyonuyla
gOsterdigimiz negatif nokta - egri aileleri de
var. Negatif noktalarn egriler ailesi uzakhklarin
tersinin toplamlarimin n  ye esit oldugu bir se-
killer kiimesidir. Buna gbre —1 nokta egrilerinin
formiilii su olur.

1
V=2 +ly-w)?

Bu formiil ise merkezi (x1,y:)’de olan bir daire
verir. —2 nokta egrilerinin formiilii ise gudur:

1 i 1

V@ =21 + -1 /(& 22 + (y —2)? -

—2 nokta egrisinin ornegi i¢in bkz.Sekil 8. -3
ve —n nokta egrilerinin formiilii de aym gekilde
uzakhk formiili sayesinde yazilir. Ornek icin bkz.
Sekil 9.

Var 2+ /@ -2 + 2+ /(@ - 12+ (y - 3)2

_1/(3;_‘1)2,}_@_1)2 =N
Sekil 6

Negatif noktalar ailesinin fizikte bir uygu-
lamas1 da vardwe. Elekiriksel alanlardaki esit
potansiyel cizgilerini, bu sayede ¢izdirebiliriz. Bir
elektriksel yiikten dolay: olugan potansiyel fark
V = kq/r olarak ifade edilir. Bu yazihlimda, ¢




yiikiin biiyikligi » ylkten uzaklhk ve k& = 8.983-
10°N - m?/C?  dir. Yakimnda bir yiik bulunan
her nokta icin egit potansiyel ¢izgileri bu sekilde
gizdirilir ve —1 nokta sorusunu cercevesi icinde
olup gesitli daireler verir. Ciinkii yiik ve aldigimz
nokta koordinat ekseni {istiine konuldugunda r =
V@2 + 42 olur ve V'yi kq ile boldiigiimiizde n’yi
buluruz.

Var+y? + /(=22 17 + /(e - 22 + ¢
Vet -2?-2/la -1+ {y-1)7 =N

Sekil 7

Iki tane yik oldugu durumda ise V
kqi/r1 + kga /7o olur ve —2 nota egrilerini verir.
Aymn sekilde ii¢ yiik oldugu zaman da bu uygu-
lanir.  Yine — yiiklii noktalarm kiimeyi ittigini
gorebiliriz.

Yergekimi alanlarinda da ayni uygulama
gegerlidir. GPE, yani yergekimi potansiyel ener-
jisi Gm/r ye egittir, m yercekimi alam yaratan
cismin kiitlesi, r cisme olan uzaklik ve G
6.67- 107N -m?/kg? dir. Manyetik alanlarda

da B, manyetik alan, 1/r ile dogru orantilidir ki
burada ! akumi, r ise uzakhg belirtir. — nokta
egrilerinin yine esit alan potansiyeli cizgilerini
bulmada uygulamalar: vardir.

=2

N=

2%
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+ =N
Vai+y? e - 17 42
Sekil 8

+ nokta egrilerinde oldugu gibi — nokta
egrilerinde de bir uzakliklar her hangi bir sayiyla
carpilabilir. Bu sayede noktalara cesitli rasyo-
nel g ylikleri de konulabilir. Kaginer nokta egrisi
oldugu ise katsayilar: tam say1 yapacak bir degerle
carptiktan sonra bu sayilarnn tam degerlerini
toplamakla elde edilir.

Birgok soru bu projeye bagladigindan beri
cevaplanmig durumda, fakat hala cevaplanmaimig
olanlar var. Biitiin “Matematik Diinyas:” okuyu-
cularmi bu kavramlarla ugramaya davet ediyo-
rum. Bu sorulardan biricisi sekillerin alannin
ne olacagl, ikincisi ise geklin yay uzunlufunun ne
olacagi. Amacin bu iki degere de olabildigi du-
rumlarda formiil bulabilmektir.



