wULUIL, UICE A NOKTasl, merkezl (J nok-
tasinda olan halkanin iginde ise, O noktasinin
da merkezi X noktasinda olan aym buyuklikteki
halkanin icinde oldufunu kaydedelim. Bun-
dan dolay1 dairenin noktalarindan bir tanesinin,
merkezleri verilmig noktalarda olan bu tip hal-
kalardan en az 10’u ile Srtiilldiigiinii ispatlamak
yeter.  Ele aldigimz halkalar, yaricapi 16 +

= 19 olan 3617 alanh dalremn icindedirler.
Geriye 9(361r) = 32497 ve halkalarin. alanlan
toplamuinin 650(57) = 3250m oldugunu gdrmek
kalir 0

Ornek 5. (Avusturya-Polonya 1978 yih Sgrenci
yarismas:.) Her biri 40 elemanli 1978 tane kiime
verilmistir. Bu kimelerden her ikisinin tam bir
tane ortak elemani vardir.
eleman: oldugunu ispatlayinz.

Coztim. A kiimesi 1978 kiimeden herhangi biri

olsun. Bu kiimenin diger 1977 kiime ile kesigimi
bos degildir ve buna gére bu kiimelerden en az 50
tanesinin elemani olan a € A vardir. Gergekten,
A kiimesinin her elemani en fazla 49 kiimenin
ortak elemant i 1se, toplam kiime sayis1 40 - 49 =
1960 sayisindan fazla degildir. o’mn ortak el-
emani bulundugu kimeler A, Ay, As,. .., Asq ol-
sun. a elemammin 1978 kiimeden geriye kalan her
B kiimesinin de elemani oldugunu ispatlayalim:
Gergekten A, A1, As,..., Asg kiimelerinin her-

1978 kimenin ortak

hang} 1kisinin a’dan farkl ortak elemani yoktur,
¢iinki her iki kiimenin tam bir tane ortak elemani
vardir. @ ¢ B oldugunu varsayalim. O halde
B kiimesinin her A, Aj, A3, -, Asg kilmesi ile
a’dan farkh ortak elemani vardir ve bu eleman-
lar farklidir. Bundan dolay: B kiimesinin eleman
sayist en az 51°dir; bu ise olamaz. Demek ki a°
her kiimenin elemanidir. a

Ornek 6. m ve n kendi aralarinda asal tam-
sayilar olsun. m* —1 sayisi n sayisina tam olarak
bolinmesini saglayan bir k tamsayisinin varligin
Ispatlayiniz.

Coziim. n +:1 tane olan m,m?,..., mrt!
sayilart i¢inde 7 ile boliimlerinden kalanlar esit
olan iki say1 vardir ve onlann farki n’nin katidir;

.diyelim bunlar m! ve m*’dir. O halde m! —m! =

an veya m'(m'™' — 1) = an. (m,n) = 1
oldugundan, (m’,n) = 1 ve demek ki m'~% — 1
sayist n’nin Katidir; yani & = [ — ¢ sayisi aranan
sayidir: O
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Konumuza eski bir tamamlama sorusuyla
baglayalim. Yagh bir adam vasiyetinde iig ogluna

deve siiriisiinii goyle paylastiniyor: En buyuk
ofluna siiriiniin yarsini, ortancasia tigte birini
ve en kiiglifiine de dokuzda birini ayiriyor.
Yagh adam Sliiyor ve geride 17 devesi kaliyor.
Ogullan normal olarak taksime bagliyorlar, fakat
17 sayisimi 2, 3 ve 9a tam bolemeyince ne ya-
pacaklarni sasiriyorlar. Sonra bir bilge kigiye

bagvuruyorlar. Bilge kisi yagh adamin vasiyetine

gore develeri taksim ediyor. Ama nasil?

Bu gagirtict bilmece ile beyninizi fazia zor-

* Ozel Van Serhat Fen Lisesi matematik 3¥retmeni

lamaym. Bu sadece bir saka, ciinkil bilge kisi
kendi devesini siiriiye katiyor. Sonra vasiyet-
namedeki gibi dagitim yapiyor. Geriye (13 —9—
6 —2 = 1) kendi devesi kahyor.

D C L
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Bir de sekildeki ABCD paralelkenarii
dﬁ§iinelim ve buna CBKL yamugunu ekleye-

im. ' Yarhugun' tabanlan olan [BK] ve [CL];,

[AB] ve [DC]’nin uzantilari olup [K L] ile dik-
tirler. $imdi BKLC yamugunu [BC] ile [AD]
cakigana kadar sola kaydirahm. [KL)’nin yeni
yeri [NM] olur.  Yamugu kesip gikarttigimizda
.geriye. ABCD ile aym alana sahip KLMN
dikdorgeni kalir. Fakat bu alan (|NK|-|KL)]) ps-
ralelkenann alanmin aymsidir! (|NK| uzunlugu
paralelkenarin |AB| kenatimin uzunluguna ve
|K L de onun yiiksekligine esittir.)

Simdi tamamlamanin cebirdeki kullapim-
larmni inceleyelim.

Tam Kareye Tamamlama

Ekleme ve ¢ikarma teknigi cebir acilimla-
rinda onemli bir yer tutar. Carpanlara ayirmada
ekleyip ¢ikarmak suretiyle -toplamm veya farkin
parantez karesi elde edilir. Ornegin,

w4+ v? = u? 402+ 2uv — 2uv
= (u+v)? — 2u,
ve aym gekilde u?+v% = (u—2v)2+2uv elde edilir.
Ikinci derece polinom denklemlerinin ¢ozii-
miinu veren formiil de tam kareye tamamlama
yoluyla elde edilir. 2%+ pz+ ¢ = 0 ise, denkleme

p%/4 ekleyip cikartip kareye tamamlar ve sonra
carpanlara ayiririz:

2
0=2z* +2px+ +q- %‘

p?
4
2 .
_ P\ (P-4
‘(.“2> < i )
_ P [PP—4q p p2—4q
»'(“Lz 4 >($+2+V

Bu egitlikten kokler

-p/p?—4q

Ti2 =

olarak bulunur.
Ornek. zt+uz—1=0 esitligini ¢oziiniiz.

Coziim. ifadeye 22%417 ekleyip cikartarak tam
kareye benzetelim:

ttdr—1=2"4+222+1-222 442 -2
=(z?+1)? -2 -1)=0.

Buradan 2241 = F/2(z — 1) elde ederiz. Bu ise
224+ V2z4+1-v2=0

2=V +1+V2=0

demektir. Bu esitlikleri ¢ozersek,

=—‘\/2—:F \/4\/2“‘;2
2 b

veya

xl‘
V2TF ivV4V/2+2
O
cikar. Bilindigi gibi ¢ = +/—1 demektir. O

Ornek. n’nih hangi pozitif tamsay: degeri icin
n® 4+ 47 bir asal say1 olur?

Coziim. Sadece n = 1 igin. Eger n ¢ift ise,
n* + 4" zaten cifttir. Eger n = 2k + 1 ise,
ifademiz 2"t1n? eklenip ¢ikartilarak su sekilde

carpanlanna ayrihir:

i 2n+1‘n2

n4 + 2215 —_ n4 + 2n22n & 2211

— (nz + 2n)2 _ (2k+ln)2

= (n? 42" - 2’°+1n)_(nz + 27 4 2F+1p).
Ikinci carpan her zaman birinci ¢arpandan
biiyiiktir. ‘Birincisi n > 1 igin her zaman poz-

itiftir, ¢linkii 2% 27 > 2¢/n227 > n2k+17djr.
0

n* + 4 sayisimn asallik kosullarim incele-
meyi ckuyuculara birakiyoruz.

Ornek. z*+bz24c polinomunu ikinci dereceden
carpanlarina ayiriniz.

Céztim. Eger A = b2 —4c >0 ise,
e+ b:x:z’-!- c=(2?—y) (2% — )

yazlabilir. Buradaki y; ve yoler ¢ +by+¢ =0
denkleminin kokleridir. Eger A < 0 ise, 2+/cz?
gikartip eklenerek,

x‘%-}—bwzﬁ-c:i4+2\/5xz%c+(b—2\ﬁ)m2

= (2% +¢)? - (2Vec — b)a?
= (z® + Ve~ \/2Ve = bz)
‘(¢2\+ Ve+ v/ 2ve = bz)
bulunur. 4 O
z* + a* ve z* — a®s? + o* ifadelerinin

carpanlara ayrilmg halleri szellikle basittir.



Ornek. 7= al® + ¢® + 1 ifadesini tamsay1 kat-
sayili iki polinomun c¢arpuni seklinde yaziniz.

Céziim. Once a, sonra da a? cikartip eklenerek,

» = gl0

—at+ad’+a+1l

=a(@®~1)+d® —-a’+a®+a+1

= a(a3—1)(a6+a3+1)+a2(a3—1)
+a2+a+1

= a(a—1)(a® + a+ 1)(a®+a® + 1)
+a’(a—1)(a’+a+1)+a’+a+1

=(a®+a+1)
(@ —a)(a® +a® + 1) + a®(a— 1) + 1]

:(a2+a+1)(a8—a7+a5——a4+a3—a+1)

elde edilir. ‘ ‘ 0

Dikkat" edilirse, @ + @ + 1 polinomunu
da arada carpanlarina ayiniverdik. a8 4 a + 1
polinomunu da aym yolla carpanlara ay1ririz.
Eklenip gikartilacak terimi bulmay: okuyuculara
birakiyoruz.

Carpma-Bdlme

Simdiye kadar toplama ve cikarma tizerine.

islem yaptik. Diger bir kullamsh ters islem ikilisi
de carpma ve bolmedir.

Ornek. S, = 1+ 114+ 111 4+ -+ 4+ 11...11

toplamini bulunuz. n tane

Céziim. Once 9 ile carpip, sonra 9 ile bélelim;
sonra da geometrik seri toplamini kulianalim:

95, =94+ 99+999+ .- +99...9
n tane
= (10=1) +(10* = 1) + - - 4 (10" = 1)
= (104102 +10% 4 --- 4 10™)
—(I+1+4--+1)

n tane
B 107+~ 10
T 10-1 ™
Dolaysiyla
107+~ 9n =10
e
bulunur. . k 0.

Ornek. P, = (n+ 1)(n+2)-- (2n) garpimini
bolen 2’nin en biiyik kuvveti kactir?

Cozum. P, ifadesini n!

bolelim:

b nint 1)---(2n) _ (2n)!

" n! T onl
2(2-2)(2-3)--(2n)(2-3 5 (20— 1))
- n!

_2%l(1-3 (20— 1))

ile bir carpip bir

n!

= 2"(2n — DIt

oldugundan, cevap 27 ’dir. ((2n — 1! ifadesi
1’den 2n — 1’¢ kadar olan tek sayilarin garpi-
mldlr,) O

Ornek. Sn = r+2z2 43234 4nz” toplamin
bulunuz.

Cozlim. 5§, = 22 4 925 4 ... 4 pgntl
zS, — S, = —z + (x2 — 27;2) + (29:3 = 31’3)
+- -+ {(n—1—-n)z" 4+ ngnt!
= —x(l+x+~»~+x”—1) + nantt

" —1
Sp(z=1) = —;c< p— ) + nghtl
=2z (2= Dnant!
= z—1
egitliklerinden
T — xn+1 + nzn+2 - nxn+1
S, =
" -1
g™t — (n4 D)zt 42
- CEDE
bulunur. ’ =)
Ornek. S, = sinz 4+ sin2z + ... -+ sinne

toplamin: bulunuz.

Cozlim. sin Asin B = §[cos(A—B) — cos(A+B)]
biliniyor. Eger sin(z/2) # 0 ise, bu esitlikten

Sy 8ln — = sin 3 sinz + sin 5 sin 2z

2

R
+~~-+sm—2—smna:



1 2In—1 2n+1
+‘..+-2—(cos—-2—-m—cos ) fE>
1 T 2n+1

:-2-<cos—2——cos ) ;v)
_s1n——-————(n+1)$sin-7£
S22 2

elde edilir. Dolayisiyla
sin 2% sin g__)__ngl Z-
sin §

Sn =

bulunur. Bger sin(z/2) = 0 ise, S, = 0 oldugu
agiktir. (=

Ornek. P = coszcos2zcosdr -
minmn sonucunu bulunuz.

~cos 2"z carpr-

Coztim. sinz # 0 kabul edelim ve P’yi sinz
ile bir garpip bir bolelim ve siniis igin glft agx
ozdeglifini defalarca kullanahm

sin z cos x cos 2z - - - cos 2"z

P o=

sinz
sin 2z cos 2z -+ -cos 2"z

2sinz

I

sin 27ty
2ntlging : ‘
olur. (Eger sinz = 0 ise, P = +1dir.) O

Yukaridaki egitlikte once z yerine 27"z
koyar, sonra sin 2z = 2sinz cosz ozdesligini kul-
lanirsak, ¢ok kullamigh

, z z z sin z
COS = COS — + ++ CO§ ' ==, s
2 4 2n 2”‘31115;

é§itli§ini elde ederiz.- Bundan = sayisi i¢in Viéte!
formulinu bulabiliriz. Bunun i¢in her iki tarafin
n — oo iken limitini alir ve

sin &

lim =1
a0

limitini kullanmz. n — oo iken, her z icin
z/2" — 0 saglanir. O zaman.

) : T
o sin &
‘ 2”51!157;:90 2

z — T
an

olur ve

z z x sin z
COS — COS — + + - CO§ — +++ ==
2 4 2n T .

¢tkar. 'z = 7/2 koyarsak,

| a2

K w i
cos Z cos -g « CO8 W =

elde ederiz. —7 < z < 7 iken

Sx_ 1+ cosz
BFEV T

dir. Dolayisiyla n > 2 i¢in

/11 T

T
COS%"V§+§COS§?:T

_ i T

=\gtgygtgceos
L +1\/T

V3 7V 3

n tane kok

1l

DO} b

degerlerini kullapabiliriz. Boylece

=
\/T 1+1\/I
2 V2 2V2

bulunur.

2

1+11+\/I
2 7 9V2732V3
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