In¢ nin ikinci tlirevine A diyelim. X da
periyodiktir ve periyodu 1’dir. X, {0,1] arahgin-
da siirekli ve bunun sonucu olarak orada sinirlidir.
Periyodiklik geregi biitiin gercel sayilarda smirh
olur; yani Syle bir M sayst vardir ki, her gergel
z i¢in |XM(z)] € M saglamir. Ote yandan (x)’n
her iki tarafinin logaritmasini ve sonra iki kere
tiirevini alinca

(0 () e

elde ederiz. Buradan
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cikar. Bu islemi tekrarlarsak, |A]’mn Gst smrmi
istedigimiz kadar ufaltabilecegimizi gortiriiz. So-
nug olarak her gergel = igin A(z) = 0°dir. A'min
tanimmdan bu Inp(z) = az +b olmas: demektir.
In ¢ nin periyodikliginden a¢ = 0 olmalidir; yani
¢ sabit bir fonksiyondur. ¢(0) = 7 oldugunu bili-
yoruz. Dolayisiyla her gercel z icin ¢(z) = = ’dir.
- Simdi elimizde
T T
()I'(1 —z) = —zT(2)T(~z)
var. Bu da T igin bir bagka fonksiyonel denklem-
dir. Weierstrass carpim formiiliini burada kul-

sin T =
T

lanirsak

sinwx:wxn<l~%) (~o0 < < 00)
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elde ederiz.  Bu formillin degigik bir elde edi-
lisi [3]'te var. Ashinda bu formiil polinomlar
icin bildigimiz bir dzelligin sin 7z i¢in yazilnugi.
Bilindigi gibi her polinom kdoklerine ait ¢arpanla-
rn garpimi olarak yazilabilir; tabil polinomlarm
sonlu tane koki vardir.  Yukaridaki formul bize
sonsuz tane kdkii olan sin 7z gibi baz fonksiyon-
larm da koklerine ait carpanlarin ¢arpimu olarak
yazilabilecegini soyluyor.
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Yunanistan’da lise mezunlan tniversiteye
girmek istediklerinde, girmek istedikleri program-
lara gore, dort tiir smava girmek zorundalar.
Ornegin, mihendislik veya temel bilimler oku-
mak isteyen 6grenciler, konulari matematik, fizik,.
kimya ve kompozisyondan olugan yazili sinavlara

ahmiyorlar.  Kagitlar iki farkh kisi tarafindan
degerlendiriliyor ve not farky ii¢ puandan fa-
zla oldugu zaman igilincii bir hakem gerekiyor.
Alman notlar siralamiyor ve kontenjan durumuna
gore ogrenciler programlara giriyorlar.

Bu tlkedeki yedi matematik boliimiine

*ODTU Matematik Bslimii Sgretim tiyesi

girebilmek igin Sgrencilerin gegen yil yanitlamak
zorunda olduklar: problemleri Matematik Dunya-
st okurlarna sunuyoruz. Tim sorularin yanit-
lanmas: gereken sinavin siiresi ise 3 saat.

Soru 1
(A) n bir pozitif tamsayy, I ve O, siras ile,
n x n birim ve sifir matrisleri olsunlar. A ve B,
A = B? 4171 ile B* = O egitliklerini saglayan
matrisler ise,
(i) Her m pozitif tamsayist igin, A™ =
I'+ mB? oldugunu kanitlayiniz;




(i) T + A% — A® matrisinin tersinin
oldugunu gosteriniz;

(iii) n bir tek say1 ise, det(2A4 — 3I) < 0
oldugunu gdsteriniz.

(B) (i) Herhangi iki 21, 25 karmagik sayis: igin
(2112 + |22]* = |21 — 22|? esitliginin dogru olmas
i¢in-gerekli-ve yeterli kogulun z; 77 sayisimin gercel
kisminin sifir olmast oldugunu gosteriniz:

(ii) f : [a,b] — IR sirekli olsun. ab # 0
olmak iizere z = a® +if(a) ve w = f(b) + b2
ile tanimlanan karmagik sayilan diisiinelim. Eger
fwl> + |22 = |w— 2| ise f(z) = 0 denklemi-
nin [a,b] aralif) icinde en az bir kékii oldugunu
gosteriniz.

Soru 2
i . :C2 y2
(&) 0<a<bolmakiizere01:—2—+b—2:1
. a
ve Cy : a’z? + b%y? = 1 elipslerini diigiinelim.

0<zved<¢< % olmak iizere, y = (tan ¢)z
dogrusunun Cj elipsini. Py = (21, y;) noktasinda
ve Cy elipsini Py = (z3,y;) noktasinda kestigini
varsayalim. ‘

(i) Cy elipsine P; noktasinda cizilen
tegetin egimi-A; ve C4q elipsine P, noktasinda
gizilen tegetin egimi Ay ise, A1dy = (tan¢)~2
oldugunu gosteriniz.

(i) f:(0,3) — R ve f(¢) = Ay
olarak tamimlanan fonksiyonun azalan ve ar-
tanhigini aragtinniz.

(B) n, (149" = 16 esitligini saglayan poz-
itif bir tamsay1 olsun. Q = {1,2,...,n} da egit
olasilik olaylarmm uzay1 olsun. Q icinden keyfi
bir A secelim ve z € R igin f(z) = 222 — 4z + A
tamimlayalim.  f(z) = 0 denkleminin gergel
kokiniin olmamas: olasiligini bulunuz.

Soru 3

(A) a ve b, a < b saglayan gercel sayilar ol-
sun. f(z) = (z — a)*(z — b)? ise,
(i) z #.a ve z # b icin

fl(z) . 5 3
f(z) _:c—a+z—b :

oldugunu gosteriniz.
(ii) g(z) = In|f(z)| fonksiyonunun (a,b)
aralifinda i¢biikey oldugunu gosteriniz.

(B) (i) [a,b] arahf lizerinde tamimb, siirekli
J fonksiyonu (a,b)’deki her z igin f'(z) > 0
sagliyorsa, f’nin [a,d]’de kesin artan bir fonk-
siyon oldugunu gosteriniz. : '

(ii) f:R — R tiirevlenebilir ve f/(z) > 0
olsun. Verilen a,b gercel sayilan icin

b
F(x):l fle—t)dt  (z€R)

ile tamimlanan F fonksiyonunun tiirevlenebilir
oldugunu, ve bir zg € R igin F'(zo) = 0 ise,
her z € R i¢in F(z) = 0 oldugunu gosteriniz.

Soru 4 ;
(A) 0< a< b saglayan iki gercel say1 ve

/a b FO)dt =0

kogulunu saglayan stirekli bir - f : (0;00) — R
fonksiyonunu digiinelim. g : (0,00) — R fonk-
siyonu

g(z) =2+ %/w f(t)dt’

ile tammlanmgsa, (o, g(zo)) noktasinda ¢’nin
tegetinin z eksenine paralel oldugunu ve g(zg) =
2+ f(@o) esitligini saglayan en az bir zg € (a,b)
noktasinin varligini gosteriniz.

(B) f:(-%Z,%) — R olan, siirekli ikinci
tureve sahip, ve f(0) = 1995, f/(0) =1 ve

1+/ f”(t)costdi‘:cbs2x+/ f'(t)sint dt
0 0

esikliklerini saglayan f fonksiyonunu bulunuz.



