PROBLEMLER VE COZUMLERI

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A111. 999999999 sayisim hangi say1 ile
carptigimizda, tiim rakamlar: 1 olan bir say: elde
ederiz?

A112. a,b > 0 gercel sayilam icin

2 2
\/9—-—1-\/2—2\/5—%\/5

oldugunu ispatlayimz.
Al113. Bir ABC’D dortgemnde [ABI
|AD], CAB = 3CAD ABC = 2ACB ve

IBC| > |AD| ise, ACD’yi bulunuz.
Yaraneri)

Ali4.

(Ergin

1
— sayisim /@ + b
V99 + 7072 ,

seklinde ifade ediniz. (Cuma Arslan)

A115. n > 2 bir dogal say1 ise,

11 1
Frmt ot <

n? n
oldugunu ispatlaymiz.

n—1

YARISMA PROBLEMLERI

Y111. ABC iic¢geninde A = 45° ve B =
75°°dir. AB kenan iizerinde ACP = 15° ola-
cak gekilde bir P noktasi aliniyor. |PB| = 2]AP|
oldugunu ispatlaymz.

Yi12. (e +1)(e+2)(z +4)(z+5) =
(@+1)2+(z+2)? +(z+4)2+(2+5)? denkleminin
gergel koklerini bulunuz.

Y113. a,b,c,d pozitif gercel sayilart ve-
riliyor. Kenar uzunluklar:i v/a2? + b2 4 d? + 2ab,
VaZ+ ¢+ d? + 2¢d, /b2 + ¢% olan bir iiggenin
alanmun, a,b,c,d cinsinden rasyonel ifadesi bu-
lundugunu gosteriniz.

Y114. O merkezli ve r yarigaph ¢emberin
iizerinde ve icinde kesigmeyecek sgekilde [AB]
gap1 ve [C'M] kirigi giziliyor. ACM + BMC’yi
hesaplayinz.

Y115. ABC iicgeninin ¢evrel g¢ember
yarigapt R, igteget gember yarigapr r ve ortik
tggeninin igyarigapl p ise,

(147)?
3

p<l-—

Seyhun Kesim,

esitsizligini ispatlayimz. (Turgay ng;m)
(Bir tggenin ortik dggeni, kogeleri kenarlar
tizerindeki yiikseklik ayaklar olan liggendir.)

COZUMLER
A101.. ABC iggeninde [BR] ve [CS]

sirastyla [AC] ve [AB] kenarlarina ait yiiksek-
liklerdir. ‘L% = cos A oldufunu gésteriniz. (C.
Alparsian Eriug)

Codziim. sind = g—g;;— = E—g—%, cosA =
ARl . 14s] j
AB[ — TAc] Ve
ISRI> = |ASP + |AR|? — 2JAS||AR] cos A,
|AR]> = |ABJ —|BRJ?,
IS = JACF —|CS]?
bagmtilarindan
IBR| = |AB|sin A,
|AR| = |AB|cosA,
€S| = |AC|sin A,
|AS] = |AC|cos A
yazilir. Bunlardan
[AR|? = |AB|*~|AB|*sin? A = [AB|? cos® A,
[AS|? = JAC|?cos? 4, :

ve buradan da |AR||AS| =

lunur.

|AB||AC| cos? A bu-

ISRP? = |AC|? cos® A + |ABJ? cos* A

— 2|ABI|AC| cos? A cos A

cos? A(|AC|*HAB|?—2|ABJ|AC| cos A)
|BC|cos? A

il

oldugundan, %}(—% = cos A elde edilir.
(Cozenler: Nuran Agysal, Atasagun
Baykal, Alper Cay, Hasan Denker, Zafer Dumlu,
Murat Erginal, Erol Gedikli, Muammer Keleg,
Levent Kogoglu, Batur Orkun,
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1an ézkurt, Gultekin Polal, Melih Sertac,
Runr Tabur, Al Tombak, Turgay Uckun, Nazim
L Ergin Yareneri, Ugur Yidiran, Recep

i,
Zihn.)

_A102.  ABC iicgeninde ABC = 30°
ve ACB = 40°’dir. [AC] kenar1 Uzerinde

MBC = 20° olacak sekilde bir M noktasi ve
[BM] dogrusu tizerinde de OC'B ='10° olacak
sekilde bir O noktasi ahmyor. ~O’dan [BC]’ye
cizelen dikme [AB]’yi N noktasinda kestigine
gére NMO = NM B’yi bulunuz. (Dinger Giler)

Coziim. M ’den [OC)ye ¢izilen dikme
[0C)yi @ ve [ONVyi P’de kessin.  PQU ve
PRC acilar [PC) kenarimi aymi agr gorditkle-
rinden PQRC bir kirigler dortgenidir. Buradan
RP@ = 10° bulunur. @, OC’nin orta noktas
oldugundan, QPC = 10°’dir. Ayrica BNP =
BMP = 60° oldugu igin, PBNM bir kirigler
dértgeni ve BPN = NMO olur. Ote yandan
PBOC bir kirigler dortgenidir, ¢linku_ OPC =
()B( = 20°. Dolayisi ile-OPB = OCB = 10"
ve NMO = 10° bulunur.

{Cozenler:  Alasagun  Baykal,
Denker, Erol Gedikli, Batur Orkun,
Yaraneri.)

Hasan
Ergun

A103. Bir dikdortgenin paralel iki ke-
narinin her biri m egit pargaya boliintp kargihikl
noktalar birer dogru pargasi ile birlesgtirilip m
tane dikdortgen elde ediliyor. Bu sekilde, ug
noktalart koseler olan ¢izilmig biitiin dogru
par¢alarinin sayisini bulunuz. Bu saymin tam
kare olup olmadigini arastiriniz. (Huseyin
Demar)

Cozim. Dikdértgenin  [AB]  tabam
uzerinde n + 1 tane ’kose’ oldugundan, bunlar

u¢ kabul eden dogru parcalarinin sayis: (”;1) =

9-(—”2—‘”-2 olur. - [C'D] st taban' igin de ayni say
bulunacagimdan toplam (n + 1) elde edilir. Bu
sayiya, tabana dik olan n+ 1 dogru ilave edilirse
nln+ 1)+ n+ 1= (n+1)2 bulunur.

{Cozenler: Atasadun Baykal, Alper Cay,
Erek Goktirk, Nazvn Ulku.) ‘

A104. p(z) bir polinom ve ¢(z) =
p(z) + 1 olsun. [p(z)]*" + [¢g(z)]* — I polinomu-
nun p{z)g(z) ile-bolinebildigini gosteriniz. (M.
Sahwn)

Coziim. A(z) = [P(2)]*+[plz) + 1]* =1
diyelim. A(z)’in p(z)¢(z) ile bolinebilmesi igin
plz) ve g(x) ile boliindiigiinde kalan 0 olmalidir:

plz) = 0 yazalhm; A(z)|pg=0 = 0 olur, yani
A(z), p(z) ile bolinebilir. ¢(z) = 0 (yan
plz) = —1) aliwsak. A(x)|p(r1~; = 0 olur, yani
A{z), g(x) ile bolunir.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Alper Cay,

-Hasan Denker, Erol Gedikli;, Namik Gok, Seyhun

Kesim, Levent Kogoglu, Batur Orkun, Osman
Ozkurt, Ruhi Tabur, Ali Tombak, Nazim. Utku,
Ergin Yaraner:, Ugur Yildiran.)

A105. ABC iicgeni i¢inde bir P noktasi
almyor. BPC, CPA, APB ii¢genlerinin ¢evrel
cember yarigaplari sirasi ile R, Ry, R, ise,

?\/_‘/RRnyRz

oldugunu ve esitlik i¢in fi¢genin egkenar olmas:
gerektigini gosteriniz. (Dinger Akay)
Coziim. ABC iig¢geninin alani S olsun.
BP(' .._m$ CPA=ay, APB = «, diyelim.
Once sin Asin BsinC' < —‘55 oldugunu
gosterelim.

3

Alan(4BC)

cos A + cos B+ cbs C

- >
5 2
' A B 5 C
= 2<("OS2 5 + cos? 5 + cos” 72—) -3,
A B C
% > cos? 7 + cos? 5 + cos? 3
yazilir. Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsiz-

ligi kullanidarak

3 A B , N
<?> > (cos2 5 +cos® — + cos® —)

4 2 2
> 97cos? écoszﬁcoszC
- 2 2 2
93 2A 5 B 2('
P > — o -
By = e} 5 cos 5 cos 7
13—4\/—:—?-> osécosgcosg
g = PGty -
. B+Cl/ B+C B-C
= sin =~ { COS + co8
2 2 2 2
.. B+C B+C
= — S
ZSm 3 (e} 5
Ll B+C (B-C
2sm 2 COS 3

= sin{B + ¢)[sin B + sin (]

= sin Asin Bsin ('

ve

3v3

sin Asin B sin (¥ <~——— (1)

5]



elde edilir.

Simdi de’ sinagsinoysing, < Q{—E ol-
dugunu gosterelim.
Q =sina, +sinwy +sina, =
. O Uy .y ooy Wy = Oy
2sin —= cos — + 2 sin —< L

5 3 58—
%= = 180° oldugundan

yazilir. 33%% +

QUgp y + oy
coS 5 = —co8 —
Wy . Gyt
sin — = sin 2—2=
2 2

saglanir. Bu degerleri yerine yazinca

Q:—-2sin%£cos %;az +25in%~w-cosgl~’2;a—z—.
:2sin%§—<cos%;az-cosay;a"'>
=2sin%$—25in%lsin%z‘

[ 7% 44 Ko
=4 il s sy
sin 5 sin 5 sin 5

elde edilir. % + % + % = 180° oldugundan
bu agilar bir iiggenin i¢ agilandir. Dolayisiyla (1)
geregince

g dy @, 33
sin — sin —2 sin — < e

2 2 2 = 8

Bu esitsizlik son ifadeye monte edilirse

Q =

Qg w,
4sin 52—sm & gin &2

2 2
W5
8§ 2

<

bulunur. Aritmetik-Geometrik Ortalama Egitsiz-
ligi'nden

27Q < (sinog + sinay + sin ;)3
. 3
G

ve .
sinay sin'y sina, = —%/——% (2)
elde edilir. -
Artik problemi (;ozeblhrlz (1) ve (2)’den

o . . . . 3v3) >
sin A'sin B'sin (' sin o, sin oy sin o, < <—~§— ,

ve buradan ;
:
27 1
sin Asm BsinC < —
64 sin (v, sin vy Sin

bulunur. sin A = sin B = -2—%? sinC' =

Sl

2
2R
sy =

|

M po—, &
smvaf =
degerleri yerine yazilirsa,

[ 3 —
Z—RZ’ Sl ¥y = 3

]
»

abe < 27 I
8R3 T 64 gpile— agz h ’
a’b?c? 27
e 2L
16R?  — 16RRnyRz
elde edilir. S = 2¢ oldugu gézoniine alinirsa

sonucuna variir.
(Cozenler: Atasagun Baykal)

Cze® — [T et dt
lim fo
z—0e¥sinx — fO etsint dt
Hmitini hesaplaylmz (Hasan. Kullap)

Coztm. 2 5 belirsizlik hali s6z konusudur.
L’Hospital kurali uygulanarak

Y101. L =

€% 4 pe® — pe®

L= lm ; -
=0 e¥sinx +ecosr —e¥sine
T
= 1m = yx
z—0 e¥ cosx
bulunur.
Cozenler: Alasagun Baykal, Alper Cay.

Guler Cavusoglu, Hasan Denker, Erol Gedikli,
Namik Gok, Kerem Gingor, Leveni Kocoglu,
Osman QOzkuri, Ruhi Tabur, Ali Tombak, Emre
Topaloflu, Nazm Utku, Naim Uygun, Ergun
Yaraneri, Ugur Yidiran.)

Y102. ABCD karesinin [BC] kenant
iizerinde BAE = 7.5° olacak sekilde E noktas

isaretleniyor. tan(ADE) yi hesaplaymiz. (Cuma
Arslan)

Coziim.  Karenin kenar uzunlgunu 1
alahm. [EC| = z olsun. ADE = DEC olup,

tan(A/ﬁE) =1 olur.

2tan(7.5°)

t 59) = e L

an(157) = 1 — tan?(7.5°)’

tan(15°) = tan(45° - 30°) = V-l

V3+1
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oldugundan
Vi-1 0 2l-z) 2l-a=)
V3i+l I=(1-2)2 z(2-2z)

ve buradan (vV3— 122 —4v/32+2(vV3+1) =0
denklemi elde edilir. Denklemin kdkleri

Lo _2BEVE 23 V)
1,2 = \/?—)_1 = \/§—~1

dir. z1 > 1 ve 3 < 1 oldugundan, z =
vazilir. Buradan da

1 B-1  (3-1D(3+2
v 2V3-V2) 2

“elde edilir. ;
(Qozenler: Atasagun Baykal Alper Cay,
Hasan Denker, Evol Gedikli, Namik Gok, Erek
Goktirk, Seyhun Kesim, Levent Kogoglu, Batur
Orkun, Osman Ozkurt, Ruhi Tabur, Ali Tombak,
Turgay Uckan, Nazim Utku, Naim Uygun, Ergin
Yaraners, Ugur Yildiran, Recep Zihni.) '

2(v3-v7Z

3-1

Y103. ABC figgeninde ig teget ¢ember
[BC], [AC], [AB] kenarlarna sirasi ile K, M, L
noktalarinda degmektedir. Bu kenarlarin orta
noktalarr da sira ile P, R, S dir. [KP], [MR] ve
[LS] dogru pargalarinin orta noktalari da X,Y, 7

1se

Alan(XYZ) 3R+ 2r
Alan(ABC) =~ 16R

oldugunu gosteriniz. (R, cevrel g¢emberin
yarigapl; 7, icteget cemberin yarigapidir.) (Ergin
Yaranert) ;

Coziim. 2u = at+b+c ve S = Alan(ABC)
diyelim. [MA| = |AL| = u—a, |BL| = |BK
u—b ve |[KC|=|CM|= u~ cdir.

IRK| = u—b—§=cgb,
RX| = |XK|= 228
4
IBX| - 2a+c—b
- e
1xc| = 2a —c+b
v — 4 "y
a—c
MR| = 2=¢
MR = 225,
MY = [YR|= —=,
Y] = Zb+4a—c’

b —a+c

Il

1Y Al

4 7
wry . @—b
E‘SLE - 2 J
. L oa—b
Sz = YR
2e+a~b
|BZ| = 1 ,
2¢c—a+b
74 = ==
olur.
1
S= §acsm(B),
Alan(Bx7) = L2ate=b Rera=b) oz
2 4 4
egitliklerinden
2 —b)(2 —b
Alan(Bxz) = (Zate=bctazb)g

16ac
ve benzer gekilde

Alan(CXY) =

(2a—c+b)(2b+a—c)5

16ab
T (2b—a+c)(2c—a+b)
Alan(AY Z) = T S
olur. Ayrica XYZ, BXZ, AYZ, ve CXY

ticgenlerinin toplam alani S’dir.  Yukandaki
esitlikleri kullanarak ve gerekli sadelegtirmelerle,

3abe(a + b+ c) + 1652

Alan(XY Z) = Toabe(a £+ 0)
abe S
— 33? + a-fb+c
e
bulunur.

g abe _ (a+b+c)r
T T 4R 2

oldugundan

Alan(XYZ)  3R+2r
Alan(ABC) =~ I6R

elde edilir. :
Cozenler: Atasagun- Baykal, Hasan
Denker, Erol Gedikli, Ruhi Tabur.

Y104. ¢ : R — R tiirevlenebilir bir
fonksiyon olmak tizere, her ¢ € R igin '
4zh
2 _ 2
plz+h*+h)=p(z—h h)+x2+1995
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esitligi saglaniyor. (0} = 0 ise (1) degerim
hesaplayimz. (M. Sahin)
—i+y3

e 20 ¥
Cozlim 1. =z = ¢ ve h = L

alinirsa, h? = 2—”—23@ ve h? +h = 1 oldugundan,
e+ h*+h=1ve x—h?®—h=0 olur. Béylece

AHERE)  4E-1

o(1) = ¢(0) +

3+ 1995 7981
bulunur.
Cozim 2.
oz +h?+h)—p(z — h? —h) L 4z
h T 22 41995

ve buradan

o
(h+1)(go{z:-§-h +h) — p(x)

h(h+1) v
L el - 2 —h)—p(x)\ = 4z
“hth+ 1) = 22 11995
yazilir. b — 0 i¢in limit alimirsa
4z
24’ =

¢ 2% + 1995
ve :

o(z) = In(2® +1995)+C
elde edilir. -¢(0) = 0 sartindan C = ~In(1995)
bulunur.

o(z) = IofZ 199

o= 1995
ve sonugta .

1996
1)y = —
p(1) = In (1995)

olur.

iki farkl yoldan elde edilen farkh iki sonu-
cun yorumlanmasim gelecek sayiya birakiyorusz.
(Ipucu: (Co6zlim yollanimi bir yana birakip o
fonksiyonunun tanimini incelemelidir.)

Y105. © ABC iiggeninin [AC] - kenan
iizerinde [AE| = |[EF] = [FG| = 2 ve |GC| =
6 olacak sekilde E, F,( noktalari igaretleniyor.
[AB] kenar uzerinde de |AD| =3 ve |DB| =5
olacak gekilde D noktas: igaretleniyor. GDC =
EBF oldugunu gosteriniz. (Ergin Yaraner:)

Qozum. Kosiniis kurahindan

|IBE]? = 68— 32cos A,
[BF|? = 80—64cos A,
[DG2 = 45— 36cos A,
|DC? 153 — 72 cos A

olur. Ote yandan,

[BE|® + |BF|* — 2IBEHBF{ cos(EBF),

4 =
36 = |DG|*+ |DC|* — 2|DG||DC) cos(GDC)

da saglanir. Buradan cos(EBF) = cos(GDC) ve
EBF = GDC elde edilir.

Cozenler: Mural  Aygen, . Atasagun
Baykal, Hasan Denker, Namik _Gok, Erek
Goktirk, Batur Orkun, Osman Ozkurt, Ruh:
Tabur, Ali Tombak, Ewmre Topaloglu, Turgay
Ugkan, Erol Unal, Ugur Yildiran.)
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Ali Nesin’den
Matematik Ve-Oyun, Matematik ve Korku

Onermeler Mantig:

Diigiin yaynevi tarafindan ¢ikartilan bu g kitabin tatil aylarinda size
iyt arkadaglar olacagin diisiiniiyoruz. lyi okumalar ve tatiller!
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