AYIRMAK YA DA AYIRMAMAK—ISTE BUTUN SORUN

Dogan Donmez *

- Pek ¢ogumuz canimiz sikildiginda, elimiz-
de bir kalem, dnlimiizde de bir kagit varsa, bu
kagida egriler ¢izeriz. Gelin bu egriler iizerine bi-
raz dugiinelim. Bu yazida el kaldiriimadan ¢izilen
ve baglangic noktasina geri donen (yani kapah)
egrilerle ilgilenecegiz. -Ornegin bir ¢ember, kare
veya daha karmagik bir sey, sonsuz sembolii gibi
olabilir bu egri.

Biz bu egrinin kendisiyle degil de, diizle-
min egri iizerinde olmayan noktalarinin kitmesiyle
(yani egrinin noktalarmin diizlemdeki tiimleyeni
ile) ilgilenecegiz. Bu kiimelerin pek fazla ortak
yont yok gibi goriinse de agagidaki iki ozelligin
her ornekte var oldugunu gorebilirsiniz. (Burada,
egrimizin bir pargas: iizerinde birden fazla defa
gegilmedigini de varsayiyoruz.)

1. Bu kime tek parca degildir; iki veya daha
fazla par¢adan olusur. ; ‘

2. Bu par¢alardan yalmzca bir tanesi sinirsiz,
digerleri sturhidir. »

Kisacasi, kapali bir egri duzlemi parcalara
aymir, bu pargalardan  biri smirsiz digerleri
smrlidir. - Burada parga, smirh;  sinirsiz  s0z-
ciiklerinin tam matematiksel tanirmni okuyanlara
birakahm. Dikkatli bir okuyucu yukaridaki kapah
egfri tanimnm  yetersiz oldugunu (glinkii kalem,
elimizi kaldirmadan gibi kavramlara dayanmiyor)
farkedecektir, matematiksel bir tamim, sirekiilik
kavram kullanilarak yapilabilir.

N
Bu sonucu daha hasiti@tirrnek ve bagka

yuzeylere de genellestirebilmek icin, kapal egri-
izl uzerine bir kosul daha ekleyerek biraz daha
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ozel sececegiz. Kalemimizin, ayni nokta lzerin-
den tekrar ge¢memesi kogulu egrimizi, basif kapal:
egri diye adlandirilan egri yapar. Basit kapal bir
egri igin yukaridaki iki gozlem Sekil 1’deki gekle
dontgir,

. Basit kapali bir egri, diizlemi, biri smirh
(egrinin i¢i), digeri simrsiz (egrinin disr) iki
parcaya ayirir. (Diizlemin bu 6zellifi sayesinde,
kiimeleri Venn semalar: ile gosterebiliyoruz!)

Yukanidaki gozlem apagk goriinse bile
{en azindan matematikgiler igin) kamtlanmas:
gerekir. Bu da {ve biraz daha fazlas:) tinlii Jordan
Egri Teoremi ile kanitlanomgtir: '

Jordan Egri Teoremi 1. Basit kapali bir egri,
diizlemi, biri sinich, digeri smrsiz iki parcaya
ayirir ve egrinin her noktasma her iki par¢adan
da istenildigi kadar yaklasilabilir.

Biz bu teoremin yalmizea itk kismi ile il-
gilenecegiz. = Bu neredeyse agikdr goriinen. teo-
remin kaniti hi¢ de kolay degildir; drnegin [2]'de
verilen kanit tam dokuz sayfa uzunlugundadir.

Bagka yiizeyler icin aymi sorunun cevabini -
aramadan once ayirma konusuna bagka bir agadan
da bakabilecegimizi belirtelim. Diizlemi ayirma- -
nin onemi, belli kogullar: saglayan egrilerin kesi-
secegi sonucunu vermesindedir. Ornegin teorem-
deki bu iki par¢anin birinden baslayip digerinde
sona eren (el kaldirmadan cizilen!) bir egri ilk .
cizdigimiz egriyl kesmek zorunda kalir (parcala-
ra ayirmamn matematiksel sanimi bu olacaktir).
Kesigsmeyle ilgili su problemi diigtinelim:




Bir dikdortgenin kargilikh kogelerini birleg-
frilerin (egriler el kaldinlmadan gizilmek
ortgenin iginde kalmak koguluyla) mut-
istigini gosterin (Sekil 2). Bu “apagqk”
kanitlanmasi pek de kolay olmayan bir
iir ve “elemanter” bir kanit1, Jordan egri
vardimiyla yapilabilir.

f1]’deki odulli bulmaca da bunun goste-
ine donugur, fakat oradaki egriler daha ozel
on grafigi) olduklarindan ¢ok daha basit
rit da vardir.)

Simdi basit kapal bir egrinin (dikkat edi-
bu tamum noktalar bir ylizey iizerinde ol-
da da anlamhdir) bagka ylizeyleri de ayirip
adigl sorusu lzerinde biraz distinelim.

Yiizey olarak kiireyi goz oniine aldigimizda,
Sekil 3) aym sonuca variyoruz, yani

dan Egri Teoremi 2. Kiire lizerindeki basit
oalr bir egri kiireyi iki parcaya ayirir.

Bu teoremlerin ikisine de Jordan Egri
emi adi verilir, bunun nedeni, bunlardan
inden digerinin kanitinin kolayca yapilabil-
idir. . Bunun igin de, kiirenin bir noktast
anlinca kalan kiimenin diizlemle “aynr” oldugu
ziemi kullanihr.  Yani diizlemdeki ayirma
=lligi kiire i¢in de gegerli; fakat bunun bagka
vuzeylerde dogru olmadifini birazdan gorecegiz.

Simdi uzaydaki baska bir yiizeyi gozoniine
lahim. Torus (veya for) denen yiizey bir otomo-
1¢ lastigi geklindedir (sekil 4).

Bu yiizeyde Jordan Egri Teoremi (biraz
vazdigimmiz sekliyle) yanhstir. Sekil 4°teki

DONMEZ

A egrisi basit kapali bir egri oldugu halde torusu
ayirmaz; aym gey B egrisi igin de gegerhdir;
fakat (' egrisi, aynen diizlem ve kiirede oldugu
yiizeyi ayirir.  Yani bazi basit kapah egriler
torusu ayiriyor, bazilari ayirmiyor. Simdi matem-
atik¢inin aklina dogal olarak su soru gelecektir:
”Hangi basit kapali egriler torus yiizeyini ayir?”
Yamit1 pek kolay olmayan bir soru bu. Yanitini
vermeden Once yeni bir kavram tanimlayacagz:
(bir noktaya) bizilebilme. Matematiksel acidan
tam olmayan ama temel fikri veren tanmmi soyle
yapilabilir:  Basit kapali bir egri, eger yavag
yavag, fakat lzerinde bulundugu yuzeyin digina
¢itkmadan ve egriyi koparmadan, bir noktaya
buiziilebiliyorsa ona (o ylizeyde) buzilebilen egri
denir.  (Dikkat: bizilebilir olup olmamak,
egrinin i¢inde bulundugu yizeye bagh!). Bun-
larin 6rneklerini kolayca bulabiliriz: dizlemdeki
ve kiiredeki her kapali egri biiziilebilirdir ve torus
uzerindeki ' egrisi biziilebilir egrilerdir ama
A ve B egrileri (torus tizerindel) biiziilemez
egrilerdir.  Bu orneklerie Jordan Egri Teo-
remi’ni kargilastirdigimizda, Jordan Egri Teo-
remi’nin hem diizlem hem kiire hem de torus igin
nasil genellestirilecegini tahmin edebilirsiniz.

Jordan Egri Teoremi 3. Diizlem, kiire veya
torus lizerindeki basit kapali bir egrinin, o ytzeyi
iki pargaya ayirabilmesi icin gerek ve yeter kogul
o egrinin (o yiizey tzerinde) biiztlebilir olmasidir.

(Dikkat: bu sonug uzaydaki her yiizey igin
gegerli degildir; ornegin silindir tzerinde ¢izili
olan ¢ember biizlilemez fakat silindiri ayirir.)

Jordan Egri Teoremi’ni baska yiizeylere de,
bliziilebilirlikten biraz daha karmasik bir kavram
kullanarak genigletilebiliriz.  Diizlem, kiire ve
torus i¢in bu iki kavramn ¢akigmasi nedeniyle bu
yizeylerde Jordan Egri Teoremi’nin ifadesi daha
basittir.

Jordan Egri Teoremi’nin ifadesi ve kanit
pek c¢ok kitapta bulundugu ve bu kitaplar
torus i¢in olanin kamtinda gereken her teknigi
icermesine ragmen ben bu sekilde ifadesini ve
kanitini hentiz bir yerde gormedim.

Bu gibi sonuglar, matematigin Cebirsel
Topoloji olarak adlandirilan dahnda kullanilan
tekniklerle kanitlanir. 19. yiizyil sonlarinda
sekilenip ¢ok hizhi bir gekilde gelisen ve geo-
metri ve analizde pek ¢ok problemin ¢ozlimiinde
onemli rol oynayan, ayni zamanda matematigin
diger dallarm: da etkileyen Cebirsel Topoloji’nin
matematikie ilgilenenlere zevk ve heyecan vere-
ceginden eminim.
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