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Lise ogrencilerine logaritma ve onun ters
fonksiyonu olan istel fonksiyonun saghkli ve
eksiksiz ingasim vermek dogrusu pek olanakh
degildir. Sozgelimi bir lise ogrencisi 2v? say1sinin
nasi tanimlandigini pek bilemez. Hemen hemen
tiim lise kitaplarinda bu konudaki temel bilgiler
ispatsiz verilir ya da daha yerinde bir deyimle ve-
rilmek zorunda kalmir. Biz bu yazida lise 6grenci
ve Ogretmenlerine logaritmanin bazi temel bilgi-
lerini kolay ve saghkli bir yoldan vermek istiy-
oruz. En azindan In(ab) = Ina + Inb egitliginin
kanitlamasin kavramak igin

(i) gergel (reel) saylarin. Argimet ozelligi,
yani her pozitif z gercel saywis1 icin 2 < =n
gerceklenecek bigimde bir n dogal sayisinin
varlig: bilgisi ile

n
(i) > (ar—ak-1) = (a1—ao)+ -+ (an=an-1)
k=1 )
= a, —ag ger¢eklendigini soyleyen teleskopik top-
lam ozelligi ve benzeri basit ve temel egitsizlik
bilgileri yeterli olacaktir.
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In a® = Alan B*ADC*
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Dogal Logaritma Fonksiyonu

Bu fonksiyon, f(z) = 1 hiperbdliiniin,

diizlemin sag Ust dordiiniindeki kolu yardimiyla
yukaridaki gibi tanimlanir. Dikkat: yalmzca 0 <
a gercekleyen gercel sayilarin Ina dogal logar-
itma degerleri tanimlidir ve 1 < a yada a* < 1
oluguna gore bu tammlama farkli yapilir.
0 halde bu tanimlamadan kolayca In1 =0

elde edilir. Simdi sirasiyla sunlar: gozleyelim:

I 0 < a<bise b;“ < Ilnb-—Inae < -‘ﬁi‘-
olur. Ug ayr durum tek tek irdelenmelidir. Eger
1 < a < b gegerliyse birinci sekil yardimiyla

Inb—Ina= Alan(AEF D) — Alan(ABCD)
= Alan(BEFC)
b—a
b

b—a

> Alan(BEFF') =

< Alan(BEC'C) =

bulunur. a < 1 < bve 0 < a < b <1
halleri benzer bi¢imde kolayhkla yapiir. Dikkat
edilirse Ina < Inb olabilmesi i¢in 0 < a < b
gergeklenmesi gerek ve yeterdir.
II. 0 < a < b olsun. Her n € N dogal sayis1
icin
& -~ (b=a)?
ln;—(lnb—lna) < e
gecerlidir.
Once k = 0,1,...,n igin ax = a+ ﬁb;—al
gercel sayilarmi tamimlayalim. Kolaylhkla a =

a < a; < < ay = b ve ap — ag.y = b;a
elde edilir. I. ozelligi kullanilirsa
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bulunur. §imdi de b =
lanarak, 6nce bg = 1 < by < by < -

b — b1 = b;a“ , sonra

%k gergel s&yllan tamm—
c < by = ;

b £
:mE~M1=§¥mmmmmq)

by — by L
<Z br-1
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ve dolayisxyla

b—age~1 boaga1 b
pmy F k=1 F
b—ae~ 1 b—age= 1
a gbkqw n ;ak-d

elde edilir. (1). ve (2) numarah esitsizlikler yar-
dimiyla

— -
a a
mg—@w~m@ k=t CRoL O

pey & Gk 1)‘

elde edilir. Sag yandaki teleskaplk toplamlar ko—
layca hesaplanarak sonugta

_(b~a)? b (b= a)?
— <ina ~—(lnb—-lna)< ——

bulunur ki, bu istenenden bagka birgey degildir.
ITI. 0 < a ve 0 <b, neolursa olsun
b ‘
ln;:lnbmlna ve lnab=Ina+Inb
esitlikleri gecerlidir. Ikincisi birincinin ¢ok kolay
bir sonucu oldugundan (neden?) yalmzca bir-
inci egitligi gostermek yeterli olacaktir. Kisahk
amaciyla Ay = In L 7= (Inb—~Ina) yazalm. Once

0 < @ < b durumunu irdeleyelim. Eger Agp # 0
olsayds, Argimet ozelligi nedeniyle

b-a) _

LAab’ab
gergekleyen bir ng dogal sayisi var olmak zorunda
kalirds, bu IL nedeniyle olanaksizdir. Demek ki

0 < a # b iken ln- Ind — Ina gecerlidir.

Ustelik
3) 0<a

igin inax—Hn1 =0
‘ a

gercegini de kolayca gozleyebiliriz.  Gergekten
a = 1 igin apagik olan bu iddia, 0 < a < 1 igin
son gosterilen esitlik kullamlarak

1na+1n§:lna+(lnl—ina)::0

1 < a oldugunda ise i— < 1 i¢in bu son bilgi
kullamilarak

n— +1n—£~-1n +I 1— 1n~—:0

/a

nedeniyle gegerlidir. O halde & < ¢ i¢in (3) kul-
lamlarak

lna-!—ln-ll

b ; a
h’l; —*——h’lm-—-—‘lng
= ~(lna—-Inb)=Inb—Ina

bulunur. Bitti!

Dogal Logaritmanin Tabam

“Ina = 1 ger¢ekleyen biricik a pozitif gergel
sayisina dogal logaritmanin taban: denir.” Boyle
bir gercel sayinin var oldugunu, dogal logarit-
ma fonksiyonunun taniminda, birinci gekildeki
[BC] dogrusunu oynatarak kolayhkla “sezinleye-
biliriz,” ama bunu kesin ve saghkh bir bigimde
“kamtlamak” ciddi bir. igtir, ¢iinkii ciddi ve de-
rin bilgiler kullanmay: gerektirir. Biz bu gergel
sayiy1 ustelik “kesfetmek,” daha yerinde bir de-
yimle Isvigreli usta matematik¢i Leonhard Eu-
ler’in 250 yillik ybntemini burada yinelemek is-

_tiyoruz.

IV. Her n dogal sayst i¢in
- 1 n 1 i1
2S<1+;) <(l+u+l)

1 \n+2 1\ n+t
<(1+;:T) <(1+;) <4
e@itsizlikieri gergeklenir.  Baska bir yazisla ise,
an=(1+1)" veb,=(1+ 1" =a,(141)
seklindeki ra,syonel say1 dizileri

2:a1<'"<f&n<an+1<bn+1<bn<"_’<bl =

gercekler. Gergekten iinli Bernoulli esitsizligini
[1], yani '

T+ ne<(l+z) (neN, ~l<z, 28#0)
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kullanirsak, n(n+2) < (n+ 1) yardumyla

1
n(n + 2)

n+1
I+ L
( n(n+2)>
1+7

n+1
_ — b”
T+ ,Hl_l T anar’

ve sonugta bnyr = (14 —;}_T)anﬂ < by, bulunur.
Benzer bigimde
i 1 1
n+2 n(n +1)?

(- =

2}
ve sonucta a, < (1 + ?leFf) (}. + #)n = Gp41
bulunur. . apy; < byyi esitsizlign ise apacik-
tir.  Yukardaki egitsiziikleri elde etmenin giig-
lik neresinde diye sorabilirsiniz. Hayir, bunlar
gercekten giig degildir. Giigliik bundan sonra bag-
lar. Gergel sayilara iliskin ve ashnda birbirlerine
egdeger olan bazi temel bilgiler sunlar: sdyler (a,
ve by; rasyonel sayilan yukarda tanimlananlar ol
mak. lizere): ;

(i1i) Tim bu [an,b,] arabiklarma ait olabilen
tek bir gergel sayr vardir (Cantor i¢ ice azalan
araliklar 6zeilifi), ciinkii bu araliklarin uzuniuk-
larr olan- 8, = b, — a,, sayilan a < §, = fa < %
nedeniyle limy oo 8n = 0 gergekler.

(iv) Ya da A = {ay,as,...} sonsuz elemanh
ustten sl kiimesi ile B = {b1,bo,...} alt-
tan simirh kimesi i¢in sup A = inf B gergeklenir
(supremum ézelligt), ¢iinkii sup A < inf B gegerli
olup, supA < infB gergekienemez. Bunu
gostermege caligmanizi oneririz!

I+

. <TH+(n+1)
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(v) Ya da dustten simirh ve monoton ar-
tan {an}oe, dizisi ile alttan sinirh ve mono-
ton azalan . {b,}0%, dizileri yakinsaktir wve
limyiee 8 = limg_,00 by, gergeklenir (monoton
ve sinrly dizilerin yakinsakhgs 6zelligi). Neden
bu iki limit egittir?

o0
Iste, [ )[@n,bn] kesigim kiimesinin biri-

n=1
cik elemam olan ya da supA (= infB =
limy Lo @np = limp oo by ) egitliklerini gergekle-
ven biricik gercel sayi, matematikte onu ilk ta-
nimlayan. Buler’in amsina sayg olarak e isa:
reti ile gosterilir.  Matematigin bu ikinei en
unli irrasyonel sayisinin, rasyonel katsayih hig
hir polinomun. kokii olamadigy gergegini ilk kez
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1874 yilinda Fransiz matematik¢l  Charles Her-
mite kantlamustir. Bu irrasyonel sayinin ondalik
agihmindaki ilk basamaklar:

e=2,71828182859045- - -

seklindedir. *

V. Simdi Ine = 1 ger¢eklendigini artik goste-
rebiliriz. Inab = Ina+ Ind Szelliginin bir sonucu
olan Ina™ = nlna egitligi, timevarimla kolayca
gosterilebilir. I. 6zelligi nedeniyle

<3n<l+i—):in(l+%>——lnl<%

1
n+1
kullanilarak kolayca

n

(4) n4+1

<la, = nln(l+ %) <1

elde edilir. Ustelik a, < e < by, nedeniyle

n-1
n

(5) Ina, <lne<Ind, = In ay,
gecerlidir. ~ Burada bir bagka bilgi, limitlerdeki
iinli . sthigterma. bilgisi kullamlip (4) ve (5)
bagintilarinda limit alinarak kolayca

1= lim Inae, <Ine < lim ((H——:;) lnan> =1,

N+ 00 71—+ 00

yani Ine = 1 sonucu elde edilir.

Sagirtica Limit

Herhangi bir X gercel sayisimn bir loga-
ritmik deger oldugunu, yani tek bir pozitif z
gercel sayisi sayesinde X = Inz gerceklendigini;
lim, oo = X gercekleyen herhangi bir
{rn }5%, rasyonel sayilar dizisi sayesinde

lim (1+ 5)" = lim (14 1)'""
‘n—s00 n n—oo n
sasirtics limit igleminin " gergeklendigini ve. igte
bu limit degerinin yukaridaki esitligi: gercekleyen
pozilif ® gergel sayisi oldugunu kanitlamadan
yalnizca soylemekle yetinelim. Bu z pozitif
sayisinin varligini kanitlamanin daha bagka yol-
lart da vardir. Butiin bunlan Analiz kitaplarina
birakiyoruz.
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*{an}22, dizisinin yiiz milyonuncu terimini bilgisayar yardimuyla hesaplaym! Ne buldunuz?



