ARDISIK SAYILARIN TOPLAMI

Ali Nesin *

Bu yazida “say1” sozciguni, 1, 2, 3, 4, 5
gibi, pozitif tamsayilar igin kullanacagiz. Konu-
muz ardigik sayilarn toplam. 7 ve 8 gibi, ya da
7, 8 ve 9 gibi ardarda gelen sayilara ardig:k denir.
Ornegin 17, iki ardigik sayinm toplanudir:

17=8+409.
21, ¢ ardwgik sayimin toplarmdlr:
2l =6+7+8.
21, aym zamanda alt1 ardigik saymin toplamldir:
20=142+344+5+6. |

45, en az iki ardisik sayimin toplamm olarak bes
degisik bicimde yazilir:

45 22+ 23

144+ 15+16 ‘
7+84+94+10+11
54+6+7+8+94+10
1+2+3+4+5+6+7+8+9

i

i

44, sekiz ardigik saymin toplamidir:
A4=243+445+6+7+8+9,

ve 44, en az iki ardigik saymin toplamu olarak
bagka tiirli yazilamaz.” Ama 1, 2 ve 4 sayila-
11 en az iki ardigtk saymin toplam degildirler. 7
ve 11 sayilan iki ardigk sayinmn toplami olarak
yazilabilirler ama {i¢ veya daha fazla ardi-
stk saymin toplami olarak “yazilamazlar.  Bu
yazida  hangi sayilarnn -en az iki ve en ‘az
¢ ardigtk sayimn toplamui oldugunu bulmaya
cahsacagiz. Daha dofrusu siz bulmaya cahga-
caksiniz. Agafida bu amacla sekiz soru bula-
caksiniz.  Asil amag altincr ve sekizinci soru-
lar1 yamtlamak. Kimi okurun dogrudan bu soru-
larla ugragmak i¢in yeterince zamam olmayabilir.
Bu okurlann ilk basamaktan, yani birinci soru-
dan baglamalarim: éneririm. Once birinci soruyu

¢ozen okur ikinci soruyu daha rahat ¢ozecektir.
Once ikinci soruyu ¢ozen okur liglincii soruyu
daha rahat ¢ozecektir ... Yani sorular gittikce
zorlagmaktadirlar. En zor sorular altinc ve sekiz-
inci sorulardir. Kendine gilivenen okur yaziyi oku-
may1 burda kesip once hangi sayilarin en az iki
ardigik saymin toplami oldugunu aragtirabilir.
Sonra da hangi sayilarn en az t¢ ardigik sayimin
toplamm oldugunu ...

Cogu zaman oldugu gibi (ama her zaman
degil), burada da aragtirmaya deneyle baglamak
yararli olabilir. Ornegm 1’den 50’ye kadar olan
sayilardan hangilerinin en az iki ardigik sayi-
nin toplami oldugunu bulmaya cahsirsaniz, hem
sorunun yamitim tahmin edebilirsiniz, hem de
tahmininizin dogru oldugunu nasil kamitlamaniz
gerektigini anlayabilirsiniz.

Birinci Soru. Hangi sayilar a,rd1§{§c iki saymin
toplamidir? (Yamit: Tek sayilar. Once, her ar-
digtk iki saymin toplammin tek sayr oldugunu
kanitlaym. Sonra da her tek saymin iki ardigik
sayimmn toplamu oldugunu kanitlaymn.)

Ikinci Soru. Hangi sayilar ardigik t¢ sayinmn
toplamidir?

Uciincii Soru. Hangi sayilar ardisik beg sayinin

‘toplamidir?

Dordiinctt Soru.  Hangi sayilar ardisik yedi sa-
yinimn toplamldxr?

Besinci Soru. En az iki ardistk saymn topla-
mu olan saylarin 1’den biiyik bir tek sayiya bo-
Findiklerini, yani 2" biciminde yazilamayacakla-
rmn1 kanitlayin?,

Altmct Soru. Hangi sayilar en az iki ardigik sa-
yinn toplamudir?

* California Universitesi {Irvine) Matematik Blimi Sgretim {iyesi
! Bu soruyu ¢dzmek i icin 1'den r’ye kadar olan sayilarn toplaminin 7(r + 1)/2 oldufunu bilmek gerekebilir. Bu
esitlik gok bilinen bir esitliktir. Cesitli bicimde kamitlanabilir, Srnegfin tiimevarimla. Geometrik bir “kanit,” Matematik
ve Korku adh kitabimmn Pisagor ve Sayilar yazisinda bulunabilir.



Yedinci Soru. Asal bir saymin en az ti¢ ardigik
saymnin toplami olamayacagin kanitlayin.

Sekizinci Soru. Hangi sayiar en az di¢ ardisik
sayinn toplamidir?
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Yanitlar

Once ilk 48 saylya gozatalim. Bu
sayllart en az iki ardigik saymnin toplamm olarak
yazmaya c¢alisalim. Agagidaki tabloda en kisa ve
en uzun toplamlar bulacaksimz:

yazilamaz

yazilamaz

142

yazilamaz

243

i+243

3+4

yazilamaz
44+5,2+3+4
1+24+3+4

546

3+4+4+5

6+7

24+34+4+5
7T+81+24+3+44+5
yazilamagz

8+9
54+6+7;34+4+5+6
9410
24+3+4+5+6
104+11;14+243444+5+6
4454647

11412

T+8+9
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25 | 124+ 13;34+4+54+64+7

26| 54+64+7+8

27 1 13+14;,24+34+44+5+6+7
28 | 14+24+34+44+54+6+7

29 1 14+ 15

30| 9+104+11;44+54+6+7-+8
31 | 20+ 21

32 | yazilamaz

33116 4+17;,3+4+5+6+7+8
34 | 7T+8+94+10

35 | 17+ 18, 2+3+---+8

6 | 11+12413;1+2+---+8
371 13+ 14

38 | 849410411

39 | 19420, 44+54+6+7+8+9
40 1 64+7+8+9+10

41 | 20+ 21

42 | 134+ 144 15;34+4+---4+9
43 | 21422 _

44 1 24+34+44+54+6+7+8+9
45 |1 224 23; 14+2+---+9

46 | 10+ 114+12+13

47 | 23+ 24

48 | 154+ 16+ 17

Birinci Sorunun Yamiti, Birkag deneme soru-

nun yanitini verecektir:

1+2 = 3
243 = b
3+4 = 7
445 = 9
546 = 11
6+7 = 13
7+8 = 15

Hep tek say1 elde ettigimiz goziiniizden ka¢ma-
nustir. Dogru, hep tek say1 elde ederiz. Neden?
Kamtiayalim. Ardwgk iki sayidan biri tektir,
obtiri ¢ift; dolayisiyla bu iki say1y1 topladifimizda
tek sayi elde ederiz. Dolayisiyla ardigik iki saymm
toplamm hep tek sayidir.

Bunun tersi de hemen hemen dogrudur: 1
digmda her tek sayi, iki ardigik saymin toplamu-
dir. Ornegin, 125, 62 + 63 olarak; 147, 73 + 74
olarak yazilabilir. 1 diginda her tek saymmn iki
ardigtk saymin toplami oldugunu kamitlayabilir

miyiz? Evet. Kamt oldukca kolaydir: = # 1 her-
hangi bir tek say: olsun. z tek oldugundan, z’i
2n + 1 olarak yazabiliriz. Simdi 2’1, n+ (n+ 1)
olarak, yani iki ardisik sayinn toplam olarak ya-
zabiliriz. (Not: z > 1 oldugundan, n > 1’dir).

Ikinci Sorunun Yamti. Yukaridaki gibi birkag
deneme yapmak sorunun yamitim verecektir:

1+243 = 6
243+4 = 9
34+44+5 = 12
44+5+6 = 15
54647 = 18
64+74+8 = 21

Hep tice boliinen sayilar elde ediyoruz. Hep-
sini mi? Haywr. 3 sayisi, li¢ ardigtk sayinm
toplami degildir. Ama 3 diginda iice boliinen
her say1 ii¢ ardigik saymnin toplamudir. Demek ki
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savimiz gu olmali: Ug ardigik sayinin toplam tige
boliniir ve 3 diginda iige boliinen her say: iig
ardigik saymin toplamudir. Savimizi kamitlayahim.

f}g ardigik say1 alalim. Bu sayilarin ortan-
casina n diyelim. Demek ki ii¢ sayimz n— 1, n
ve n+ 1. Bu ti¢ sayiy1 toplayalim:

(n=D+n+n+1)=3n

elde ettik. Bu say1 iige boliiniir, Demek ki, her
ti¢ ardigik saymm toplamu iige boliiniir.

Simdi de fice bolinen ama 3 olma-
yan herhangi bir sayr ele alahm. Bu say-
ya & diyelim ve 2’in ii¢ ardigik saymm topla-
mi oldugunu kanitlayahm. Yukarnidaki dizelge
agafl yukari kamti veriyor: Esitligin solundaki
ortanca sayi, toplamun ligte biri. 2'i iice bole-
Iim. Cikan sayiy1, bir oncekini ve bir sonrakini
toplayalim. i elde ederiz. Ornegm z = 27 ise,
z/3 = 9’dur ve 27 = 8 + 9 + 10’dur.

Bigimsel olarak gdyle kamtlarz. =z iige
boliindiigiinden, z’i 3n olarak yazabiliriz: z =
3n. Simdi agagidaki esitlife bakin:

g=3n=(n-1)+n+(n+1).

Demek ki #, ii¢ ardigik saymin (n—1’in, n’nin ve
n+ 1’in) toplammdir. (Not: z > 3 oldugundan
n—12>1’dir).

Savimiz kanitlanmgtir.

Uciincii Sorunun Yamitr. 5 ve 10 diginda,
bege boliinen her say1 beg ardigik sayimn topla-
mudir. Ornegin,

15=1424+344+5
20=243+4+5+6
2B5=3+4+5+6+7

Beg ardigik saymmin toplarmnin her zaman
5% boliinecegini kamtlamak oldukc¢a kolaydir:

e+(z+1)+(2+2)+(z+3)+(2+5) = bz+15

Simdi bunun tersini kamtlayalm: 5%
bolinen bir sayiyr beg ardigik saymm topla-
mi olarak yazmaya caligalim. Yukaridaki dizelge-
ye bir goz atahm. Esgithigin sag tarafinin ortanca
sayisi, toplamin begte biri. z, bege béliinen ama
ne 5 ne de 10 olan bir say1 olsun. z = 5n olarak
yazalim. Simdi z,

n—2,n~=1,nn+l, n42

ardigik sayllarmin toplamudir. (Not: =z > 15

oldugundan, n — 2 > 1’dir).

Dordinct  Sorunun  Yamiti. Bu sorunun
yamtr da ikinci ve figlincii sorularm yamti gibidir.
7, 14 ve 21 disinda yediye béliinen her say: yedi
ardigtk sayim toplarmdir. Bigimsel kanit1 okura
birakiyorum.

Beginci Sorunun Yaniti. =z, en az iki ardigik
sayinin toplam: olan bir sayi olsun. Diyelim z;

b, b+ 1,542, ..., b+r

ardigik sayilarmin toplamui (7 > 1 elbette). Yani
(1) z=b+0+D)+0G+2)+ -+ (+r).

Bu toplamda r + 1 tane b var. Demek ki topla-
mimiz

(Db 1424 4]
sayisma esit. 1’den r’ye kadar olan sayilarm
toplamu #(r + 1)/2’dir?. Demek ki

x—_-(r+1)b+r—(’1éiﬁ.

7+ 1'i digar1 gikaralim ve esitligi 2’yle ¢arpalun.
(2) 2z = (r+1)(2b+ )

elde ederiz. Eger r+ 1 ve 2b 4+ r sayilarindan
birinin tek oldufunu kamtlarsak isimiz istir,
¢unkii bu tek say1 2’i bolmek zorunda. Eger r+1
tekse bir sorun yok. Eger r+ 1 ciftse, r tektir ve
dolaysiyla 2b + = de tektir. Kamtimz bitmistir.

Yukandaki kamtta, (1) esitliginden (2)
esitligini elde ettifimiz okurun géziinden kagma-
mahdir. Bu olguyu birkag kez daha kullanacagiz.

Altincr Sorunun Yamiti.  Once bir tahminde
bulunmak gerekiyor.  Simdiye degin bulduk-
larimz gdzden gegirelim:

Herseyden once beginci soruya gore, 1, 2,
4, 8, 16 gibi 2" bigiminde yazlan sayilar iki ya
da daha fazla ardigik sayimin toplami olamazlar.
Obiir sayilara, yani bir tek sayiya boliinen sayila-
ra bakahm.

Birinci soruya gore, 1 diginda her tek
sayr iki ardigik saymin toplamudir.

2 Bu gok bilinen bir egitliktir. Cesithi bigimlerde kamtlanabilir, Srnefin tiimevarimla. Geometrik bir kamt i igin Matem-
atik ve Korky adh kitabmun Pisagor ve Sayilar yazisma bakimz,



Uge bolinen sayilara bakalim.  ikinci

soruya gore, 6, 9, 12, 15 gibi ige boliinen sayilar
li¢ ardigtk saymin toplamudir. 3 tek oldugundan,
3 de iki ardigik saymin toplamidir. . Demek ki tice
bolinen her sayi en az iki ardigik sayimin topla-
mudir,
. Simdi de bese boliinen ‘sayilara bakalim.
Uglincii soruya gore, § ve 10 diginda bege boliinen
her say1 bes ardigtk saymin toplarmdir. Tek
oldugundan, 5 de iki ardigik saymnn toplarmdir.
Ya 107 10 = 14+ 2+ 3 + 4 oldugundan, 10
da ardistk sayilarm toplamudir. Sonug olarak
bege bolinen her say: en az iki ardigtk saymm
toplammdar.

Sira yediye bolinen sayilara geldi. - Dor-
diincil soruya gre 7 ve 14 diginda yediye béliinen
her say1 yedi ardigik saymin toplamdir. 7 tektir,
dolaysiyla iki ardigik saymm toplarmdir. 14’4 ar-
digik sayilann toplam olarak yazmalk biraz daha

14=24+3+4+5.

DPemek ki yediye boliinen her sayren az iki ardigik
savinin toplamudir. .

Tahminimiz - ne olmal? 2" bigimin-
de vazlamayan her sayr en az iki ardigk

n defiliz. 1P’e bdoliinen sayilara bakalm.
u-saylarm  ¢ogunun onbir ardigik < sayimn
m oldugunu hissediyoruz. Sayimmza z diye-
7’1 onbire bolelim. Cikan sayiya n diyelim.
di agagidaki onbir sayiy1 toplayahm:

n—=56,n—4 ... n,..,n+4 n+5.

. vani z buluruz. Ama burada.n —5 > 0
mali, yani #/11 — 5 >0 olmaly, yani z > 55
wali Peki, & = 11,22,33,44,55 ise ne ya-
z7 Bu sayilar en az iki ardigik saymm

m mudir? 11, 33 ve 55 tek olduklarmdan,

iz. 22 ve 44 de en az iki ardisik tamsaymimn
armdir:

22 = 44546+7

44 = 243+44+56+64+7+8+9.

smek ki 11%e boliinen her sayi en az iki ardigik
min toplamudir.

Galiba tahminimiz dogru; galiba 2" bigi-
nde yazilamayan her sayr (yani 1’den biiyiik
tek sayiya boliinen her say1) en az iki ardigik
nin toplammdir. Artik savimiz yazabiliriz:

S

min toplamu olabilir mi? Galiba, ama pek -
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Sav. 2" biciminde yazilamayan her sayi en az iki
ardigik sayinm toplamudir. Ve en az iki ardisik
sayimmn toplamu olan. highir sayr 2" bi¢iminde
vazilamaz.

Savin Kamniti, Savimizm tkinei boltirmii-
nit beginci soruda kamtlarmstik. Birinei boli-
mii kanitlayahm. =z, 2" bigiminde yazilmayan
bir say1 olsun. Demek ki z, 1’den biiyik bir tek
sayiya bolintir. z’i bélen tek sayiy: 2k+1 olarak
yazalim ve bolme igleminin sonucuna o diyelim.
Demek ki

3y 2= {2k + Da.

Simdi a — is"yie ¢ + k arasindaki 2k -+ 1
sayiyl toplayahm.

(a—k)+(a—k+1)+ .. . +{a—1)+a
+a+ D)+ Fle+k-D+(at+k).

Bu toplamda bir siirii terim sadelegir.  Or-
negin, birinci ve sonuncu terimlerdeki k’ler
sadelegir, ikinci ve sondan ikinci terimlerdeki
k — 1’ler sadelesir ... Sonug olarak 2k -+ 1 tane
a’y1 toplarz, yani toplamn sonucu (2k + 1)a’dir,
yani & ’tir. Eger toplamdaki ik say1, yani a — k,
pozitif ise, z’i bu bicimde 2k + 1 ardigik sayinm
toplamu olarak yazabiliviz. ¢ — % < 0 ise ne ya-
pacagiz?

Bundan boéyle a — k’nin pozitif olmadigi-
n: varsayalim, yani @ < k esitsizliini varsayahm.
Bu durumda ne yapmahyiz? Once yamiti vereyim.
Yanit: nasil buldugumu sonra aciklayacagim 3.

(4) b=k—a+1
ve
(5) r=20~1

olsun. b’nin en az 1 olduguna dikkatinizi cekerim.
b’den b+ r’ye kadar olan-sayilar, yani

b, b+1,0+2, ..., 0+r
sayilarimi toplayalim:
b+ (b+1)+(B+2+ -+ (+r).

Toplamin  #’e egit oldugunu kamtlayacagim:
Besinci sorudaki gibi hesaplarsak, toplamm

rrti)

{r+ Db+ 5

Bu agiklama, yazimun sonuglann: Sgrencilerine kamitlattarmnak isteyen Sgretmene yardima olabilir. | Ayrica; bir
7+ nasit gesitli bigimlerde ardigik sayilarnin toplam olarak yazabilecegimizi de dgretebilir.

.
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sayisina esit oldugunu gériiriiz. Bu sayiy1 (3), (4)
ve (6)’teki tammlan kullanarak hesaplayalim:

(r41)b+ r(r;— 1) _ {r+ 1);25 +r)
(5) 2a{2b+ 2a —1)
e —

= a(2b+2a=1)

© sk -a+1)+2=1)

= a2k +1) 94
5oz verdigimiz gibi toplamin z oldugunu bulduk.

Sonug olarak, 2" bic¢iminde yazilamayan
her = saywsmin en az iki ardigk sayinm
toplami oldugunu. bulduk. Hatta toplamamuz
gereken ardigik sayilar1 da bulduk: zi (2k + 1)a
olarak yazahm. Eger a > k ise, =, o — k’den
a-+ &’ye kadar olan 2k + 1 ardigik saymin topla-
mudir. Eger a <k ise, , k—a+1'den k+a'ya
kadar olan 2a ardigik saymin toplarmidir.

Simdi a < k sikkinda, ardigik sayilar nasil
buldugumu gostereyim. z = 2k + lja
egitlifini biliyoruz ve z’i en az iki ardigk
sayimin toplam olarak yazmak istiyoruz. Ardigik
sayilart bildigimizi varsayahm bir an. Diyelim
bu sayilar b’yle b+ r arasindaki sayilar. b’yle
r’yi bulmak istiyoruz. b’yle b + r arasmdaki
sayilari toplarsak (r+ 1)(2b+ r)/2 buluruz. De-
mek ki

(2k+ 1),1:1;: W’
vani : )
202k + 1) = (r + 1)(2b + r).
r’yi 2a = r + 1 esitligini saglayacak bicimde
secelim. Demek ki r = 2a — 1. Bu (5) esitligini
verir. b’yide 2k+1 = 2b+r esitligini saglayacak
bigimde secelim. Demek ki

2k:2b+7’—1:2b+(2a“1)-—'1,
yani b=k =a+1. Bu da (4) esitligidir.

Yedinci Sorunun Yaniti. & bir asal say1 ol-
sun. Bir an igin z’in en az li¢ ardigik sayinm

toplamu oldugunu varsayahm, diyelim, = asal
b b+1, 542, ..., 0+7r

sayillarmin toplami (burada v > 2 ve 5> 0). Bir
celiski elde edecegiz. Aynen besinci sorudaki gibi,

(2) 2 = (r+1)(2b+r)

esitligini elde ederiz.

Eger r + 1 tekse, (2) egitlifinden dolayi,
r+1sayist i boler. z asal oldugundan, r+1 ==
olmali. Bu ve (2)’den 2b+r = 2 gikar. Ama b > 0
ve r > 2, dolaysiyla 2b+r = 2 esitligi olanaksiz.

Eger v + 1 giftse, r tektir. 7 tek
oldugundan, 2b+ r de tektir. (2) esitliginden
dolay1, 2b+7 sayist @’i boler. @ asal oldugundan,
2b+r = z olmah. Bundan ve (2)’den, 2 =7 +1
¢ikar. Yani » = 1 ve bu bir geliskidir. Onermemiz
kanitlanmastr.

Sekizinci Sorunun Yaniti. Asal olmayan
ve 2" bigiminde yazilamayan her say: en az iig
ardigtk saymmn toplamidir. Bu savimizi kanitla-
mak i¢in altmel ve yedinei sorularin yanitlarindan
yararlanacagiz.

Eger z en az ti¢ ardigik sayinin toplamuysa,
altma soruya gore z, 2" biciminde yazilamaz ve
yedinci soruya gore « asal olamaz. Simdi bu 6ner-
menin tersini kanitlayacagiz: Eger = asal degilse
ve 2" bigiminde yazilmiyorsa, z en az ii¢ ardigik
sayimn toplarmdir.

z’in asal olmadifimi ve 27 biciminde
yazilamayacagmi varsayalim. Demek ki Syle bir
k>1ve a>2 vardir ki,

z = (2k+ Da

esitligi gegerlidir. Eger a > k ise, altina soruda
z’in 2k+1 tane ardigik saymim toplami oldugunu
gordiik. Demek ki bu durumda bir sorun yok.
Eger a < k ise, gene altmmci soruda z’in
2a tane (yani en az 4 tane) ardink sayinm
toplarm oldugunu gordik. Bu durumda da bir
sorun yok. Sorun kalmadi!



