Nurettin CALISKAN *

ikincist - iki. birim.
--p’incist n birim

Birine¢isi bir birim,
Uguncusu ii¢  birim,

uzunlugunda olan n tane ¢ubuk alahm. Bu

cubuklar: ucuca birlestirdigimizde, uzunlugu
n

14243+ +n= )k kadar olan bir
k=1
cubuk elde ederiz.
Ayni cubuklary, - istiiste -  getirelim.

Cubuklarm uzunluklart toplamina bakildiginda,

elimizde n tane 1 birim (n — 1) tane (2 — 1)

birim - - - bir tane (n—(n-+1)) birimlik cubuklar
oldugu - goriilecektir. Bu uzunluklarin toplamm,
bize toplam uzunlugu verir, yani

i:k = nl-0)+(n-1)2~1)+--
k=1

O - )= (k=14

+ o ln=(n-1))

= 3~ (k- D]k — (k1)

k=1
n

= Z(n~k+l)

k=1

= Zn—gk-}-Zl

n
yada, Zl:l-{-l-}-'u
k=1

: n n no
23k = ny 14351
k=1 k=1 k=1

= n2+n

+1=mn esitligi ile

2

Simdi de kenar uzunluklan 1,2,-- - nolan
n tane kare gseklinde kagitlar alahm, - Kagitlarn
alanlar toplam

veya Zk = nnt+1) sonucunu buluruz.

*ODTU Matematik Bélimii Aragtrma Gorevlisi

n .
124924402 =) k? dir.
k=1
Kagitlar: tstiiste koydugumuzda toplam
alanin, n tane 1? birim kare, (n—1) tane (22—12)

birim kare , oy 2 tane [(n—1)2—(n—2)?] birim
kare ve bir tane [n? —(n— 1)?] birim karelik alan-
larin toplammna egit oldugu gorilir.

O halde

nl?4(n~-122-1% 4+

21 = (n =21+

+ 1Un?=(n-1)?

= Y (k= Dlin®— (n— 1)
k=1

= Y (n—k+1)2k-1)

k=1

n
Se =
k=1

n
buradan da, sag tarafi diizenleyip Z l=n,
k=1

Z k= n(n;— ) bilgisi kullanilarak

Zkz

By284. nd = Z &> toplarnim bulmak
k=1

iginde, hacimleri 1%,2%, ..., n® birim kiipler olan
n tane kiip alalim. Yukarida ki orneklerdeki gibi,
kiipleri st tiste koydugumuzda kiiplerin toplam
hacmi

n13+(n——1)[ ~ B+t (= (k—~
MES— (k= D3]+ + 1% - (n - 1)3 sayisina
esit olacaktir.

Ya da

W elde edlhr




TE = S (k- ) = (k- 1))

=1 &=1

= i(n—— k+1)(3k% =3k +1)
k=1

Vaﬁda

Zk3 = ("(” 1> e1de edilir,

k=1
Bu tg Ornege baktlglnnzda pnin 1,2 ve 3

éegerien igin

Ek” = Z(n =k + 1)(kF —

oldugunu gormekteylz

(k= 1)")
p > 4 degerleri igin

bu ifadenin dogrulugunu arastirmaksizin Zk”

k=1
toplammin egitligini bagka yontemlerle bulmaya

¢ahgacagiz.

f reel sayilar kiimesi iizerinde tanml bir
fonksiyon olsun.

limp_¢ ﬂx—“,%iﬂ varsa, f fonksiyonu
tirevlenebilir bir fonksiyondur ve bu limit degeri
de Df(z)’e esittir. Burada, D tiirev operatorii
olmak tizere, Df(z), f fonksiyonunun z nok-
tasindaki tiirevini tanimlar.

f fonksiyonu tam sayilar kiimesi tizerinde
tanimh  bir fonksiyon ise, yukaridaki limit
tammly]a verilen tlirev operatoru bu fonksiyon
icin gegerli degildir.

h’in sifir komgulugundaki degerleri yerine,
h =1 alindiginda, verilen tiirev tanim

f(z+ 1) — f(z) sekline déniigiir.

Boylece tam sayilar kiimesi. iizerinde
tanimli f fonksiyonlari igin D tiirev operatdrii
yerine

Af(@) = f(z+1) - f(z)
seklinde bir, A, fark operatorii tamimlanir.

f fonksiyonu reel sayilardan reel sayilara
yeterince "diizgiin” bir fonksiyon ise, Df, ve Af
de reel sayilardan kendisine fonksiyonlardir.

Tiirev operatSriiniin ozellikleri, fark opera-
tort iginde gecerlidir.

c€ R f ve h reel degerli fonksiyonlar ise,

(1) A(ef)(z) = cAf(z)

(2) A(f +h)(2) = Af(z) + Ah(z)

() A(fh)(=) = h(@ + DAf(=) +
f(@)Ah(z)

sabit olur.

(éi) Af(z) =0 ise f(z) =

Z F(k) toplaminin degerini bulmak icin,
k=0
fark operatériiniin 6zelliklerinden yararlanacagiz.

f 1 Z% — R verilen bir fonksiyon olsun,
¢ € Z* igin AF(z) = f(z) esitligini saglayan f
fonksiyonlarina bakahm.

AF(0) = F(1) — F(0) = f(0)

AF(L)=TF(2)-FQ1)=f(1)
AF(n—=1)=F(n)—F(n—1)= f(n—1)

AF(n) = F(n+1) = F(n) = f(n)
esitligin her iki tarafimi topladigimizda

Fln+1)=F(0) = f(0)+ f(1)+-- -+ f(n)
yada

Ef(k) F(n+1) — F(0) = F(k)|}=n

elde ederlz

Boylece, Verllen bir f fonksiyonu icin

Z f(k) toplamin bulma sorusunu, AF f

olacak sekilde bir F fonksiyonu bulmaya
déntstiirdiik. :

Ornek olarak, %k bir tam sayl a blrden

farkh reel say1 olmak iizere, Z a” toplamini bul-
k=0
maya ¢aligalim.
Ik olarak f(k) =.a* fonksiyonu icin
(k) esitligini saglayan F fonksiyonunu
—ak dar.

AF(k) =
bulmahyiz. Bu fonksiyon F(k) =
O halde

= 1
§ : k kk=n+1
a - a —
a—1 '*=0
k=0
1

= a—l(an+1_1)

olmalidir.

Simdi de p pozitif bir tam say1 olmak iizere
AF (k) = kP Ozdesligini veren F fonksiyonunu
bulmaya ¢ahsacagiz.

m € R\ {0} icin D(z™) = mz™"!
oldugunu biliyoruz. A fark operatorii i¢in, ben-
zer Ozelligi tasiyan bir fonksiyon bulabilirmiyiz?

p € Z% alahm. z®) formunda bir ”iistli
terim” tanimhyalim, Syleki ()

@ =1
m(l) ]
2@ =g(z-1)




2P = p(e - 1)(z — 2) -
ozelligine sahip olsun.
Olugturdugumuz bu tistli terimi kisaca
2(0) =1
2P+ = 2P (g — )
olarak tanimhiyabiliriz.
F(z) = z(?) olsun. Bu fonksiyona fark op-
eratorind uyguladigimizda _
AF(z) = pz®~1) olacaktir. Gergekten de

(z-p+1)

AF(z) = Flz+1)—F(z)

= (z+1pP -z

= (z+1)(x)(z—-1) (2=p+2)~
gz —1) (e—p+2D(z—p+1)

= z{e—1)---(z—p+2)
e+1=(2~p+1)]

= pr(z—-1)---(z—p+2)

= pzP-1

Bu sonugla p € Z%* igin, AF(:L') =
z#) egitligini saglayan f fonksiyonunun F(z) =

2;—%—— oldugunu gostermis olduk.
O halde
ik@) _ klrt1 )'
k=1 - p+1 k—
(n+1)E+D
- p+1
olmalidir:

- n
Bizim bulmaya ¢ahstiinmz toplam Z kP
k=1
seklindeydi. kP ifadesini tstli terimler cinsinden

yazdigimizda, yukarida elde ettigimiz sonucu kul-
lanarak, bu toplamm degerini bulabilecegiz.
p =1 oldugunda k() =k dir. O zaman

Sh=yen = Al
k=1 k=1 v
W (n+ 1)@
2
(41D
2

p=2i¢in k& = k(k—1), yada

;P=0,1,2,"' ‘

B = k2% veya
o= 2 +k
k(z) + k(l)

boylece

1l

LI G 1
(D + kD) =(5+5 ot

n
>
k=1

2
r+1)®  (n+1)®
= T+
o (n+ 1)n(n - 1) (n+Dn
N 2
_ nfn+ 1)(2n +1)
- 6
p =3 icin bakahm
E® = k(e —1)(k-2)
k® — 3k? + 2k
buradan da

Bo= kO 43k - 2%k
= £ £ 3@ 4 k0 — 2@
= £® £ 3@ 4 M

D (P 4 36® 4 kD)

k:l‘ k=1
Y B
= 3 o
o (n+1)<‘*> @4 (D
= Tt D)+ 3
_oon{n+1),

p=4icin, k* = k@ + 6k(3) + 7R £ )
ve Zk4 n(n+1)(6 S4+9nP4n—1), p=5
lgm = E) £ 106® 42553 4 1552 4 k(D) ve

st n{n+1){2n +4dn? 4+ n—1]

Bu yontemle biitin p € Z% icin Tp(n) =

n
Z k" toplammin degeri bulunabilir.
k=1




Simdide, bilitin p tamsayilann igin
Tp(n) toplammin genellegtirilmesini yapmaya
cahisacagiz.

n~—1
f]},(n):O”—}—lP-}-m—i—(nwl)”:Zk"
k=1

olarak tammlandiginda

To(n) = n

Ti(n) = %nz - %n

To{n) = %n3 - %nz + %n

I3(n) = %né - %n‘g + %nQ

Ty(n) = ';‘”5 - %n‘l + %na - —3—16n

Ts(n) = 'é"s - '21'715 + —%n4 - -i%nQ
Te(n) = %"7 - %TLG + %n‘r’ - é—ns + Zlin
Tr(n) = %"8 . %n'i + 5%“6 - 5—;-714 + -ﬁnz
B(m) = %”9 -3 23;"7 i
Tg(n)b = 1—10—7110 — —21—729 + %ns - —1-6716 +
Tio(n) = -1-1?11.1 - %nw + %ng a7+

n® — -2~n3 + é%n

Bu toplamlara bakildiginda, biitiin- p’ler
icin. Tp(n) toplamunin bir genellestirilmesinin

olas: oldugu gorilecektir.

Bitin ~ 7p(n)  toplamlarinda  nf+!
ifadesinin katsayis: p—i-l-, nP nin katsayisi —1,
2P~ in katsay: &, nP~? nin katsayis1 herzaman
sifir. nP=3 {n katsayism —EE=LE=D - pp-d
katsayis1 yine sifir. Bu gekilde devam edildiginde
n?~% mn, katsayisimmn bir sabit say1 ile. p*) nin
carpimundan olugtugu gorilecektir.

O halde, genellegtirerek

— p+1
Be) = et
1 1
(5 e (737
1 &K m+1 )
a b p+1-k
p+1§( k K
e e m m!
yazabiliriz. Burada & = ok geklinde

ifade edilen m’in k&’li kombinasyonudur.

Toplam iginde verilen b3 sayilar: Bernoulli
sayilari olarak bilinir. Bernoulli sayilarn agagida
verdigimiz iligki ile tanimlanir.

bg=1
P

>( 73

)bk:O p=12,3,--
k=0

Bernoulli sayilar igin ilk 12 terim

1 1 1 1 5
a8 -, 0, — O) T an YR
601 Q’G’Q’ 307 77 427 30 0 66
0, 5730 geklinde siralanmgtir.

Dikkat ederseniz, k& ikiden biiyik tek
sayilar olmak iizere b, = 0 yani by 3 = 0,Vn >
1, dir. '

L




