BiR TANE RASGELE CIZGE VAR!

Ali Nesin *

Bir ¢izge (graf), seézgisel olarak; noktalar-
dan ve noktalar ikiger ikiger birlestiren (dogru ya
da egri) ¢izgilerden olugur. Herhangi iki nokta
birlegsmek zorunda degildir. Ornegin,

T noktal bir ¢izgedir. Noktalara 1,2, 3,4, 5,6, 7
adlarm verdik. Birlegtirdigimiz noktalar sunlar:

{1?2}’ {173}’ {174}5{1’6}’
{3,5},{5,6},{5,7},{6,7}.

Bu iki ogelik kiimelere bagints adi da verilir. Nok-
talari nasil bir ¢izgiyle birlestirdigimiz onemli de-
gil. Hatta gizgiler kesigebilir bile (kesistikleri yere
gizgenin bir noktasim koymayiz o zaman). Nok-
talarin yerleri de onemli degil. Okur neyin 6nemli
oldugunu merak edebilir! Onemli olan hangi nok-
tayla hangi nokta arasinda ¢izgi (yada baginti)
oldugu. Bagka bir gey. énemli degil. Ornegin,
yukandaki ¢izgeyle, agagidaki gizgeler aym ¢izge-
lerdir:
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1 N, ‘noktanm N'si, B ise ‘bagmtimin B'si.

- Bu yazmda ilging oldugu kadar - da
gagirtict bir teorem kamtlayacagiz. Size sonsuz
tane nokta verdim:

1,2,3,4,5,. ..

noktalarini.. Bu noktalardan bir ¢lzge yapma-
mz1 istiyorum. Her iki nokta i¢in yazi-tura ata-
caksimz. Yaz gelirse noktalan birlegtireceksiniz,
tura gelirse birlestirmeyeceksiniz. Her iki nokta
igin yazi-tura atmay1 bitirdiginizde (!) nokta-
larin adlarim silin. Hangi noktamin 1 noktasi,
hangi noktanin 2 noktasi oldugu belli olmasin.
Elinizde adsiz noktalar ve bir takim cizgiler kala-
cak. Ben de ayni seyi yapacagim. Sizin gizgenize
bakmadan. .. Boylece adsiz iki rasgele ¢izge elde
edecefiz. = Sizin rasgele cizgeniz ve benimkisi.
Simdi ¢izgelerimizi kargilagtiralim. Iki gizgenin de
ayni olduklarim gérecegiz. Tipatip birbirine ben-
ziyorlar! Sanki biri obiiriiniin burnundan digmiis.
Inamlir gibi degil ama dogru! Ne sihirdir ne
keramet, matematiktir matematik! Dahasi var.
Diyelim, ben noktalar birlestirmek icin yazi—
tura atmadim da zar attin. 6 geldiginde nok-
talar1 birlestirdim, gelmediginde birlegtirmedim.
Sizse yazi-tura attimiz. Noktalarin adlarim sildi-
gimizde gene aym cizgeleri elde ederiz!

‘Cizge’ kavraminin matematiksel tanumiyla
baglayalm. N bir kiime olsun. B, N ’nin iki
ogelik altkiimelerinden clugan bir kiime olsun’.
Eger her 2 € N i¢in, (2, z) & B ise, (N, B) ¢iftine
bir ¢izge denir®. Yukaridaki Srnekte,

N ={1,2,3,4,5,6,7}

ve

B = {{1,2), {1,3),{1,4}, {1,6}, |
{3,5},{5,6},{5,7},{6,7}}

(z,2) dgesinin B’de olmamasi, z'le = arasinda bagint1 olmamasi demektir. Bu kogulu kabul etmemizin ciddi hig
bir nedeni yok. ‘Cizge’nin taniminda bu kogulu kosmayan kitaplar vardir. Bizim bu kosgulu kabul etmemizin tek nedeni
cizgelerimizin daha basit olmalarimi saglamak. Matematiksel bir gerekgemiz yok.
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olarak alinmustir. Rasgele ¢izgeleri tammlamadan
once az noktah c¢izgeleri bulalim.

Eger N = {1} ise, yani N'de bir nokta
varsa, B bogkiime olmak zorunda. Dolayisiyla
N = {1} tzerine bir tek cizge kurulabilir. Iste o
clzge:

Simdi de iki noktali ¢izgelere bakalim.

N ={1,2} olsun. Bu durumda B ya bogkiimedir

vada {{1,2}} kiimesidir. Demek ki iki noktal iki
glzge var:

1—2

Simdi amacimiz lig noktali gizgeleri bul-
mak. Ama bu ¢izgelerden ¢ok oldugundan, ara-
da unuttugumuz olmasin diye once n noktal kag
tane ¢izge oldugunu bulahm. n noktal, 2(5)
tane gizge oldugunu iddia ediyorum, ve hemen
kanithyorum: N kiimesinin n. tane Sgesi var-
sa, (3} tane iki ogelik altkiimesi vardir. B iki
Sgelik altkiimelerden olugtugundan, B icin 2(3)
segenegimiz var. Demek ki n noktali 2(3) tane
gizge vardir. Eger n = 3 olarak alirsak, bundan
3 noktali 8 tane cizge oldugu ¢ikar. Bu 8 cizgeyi
teker teker bulahm. N = {1,2,3} olsun. Igte 8

cizge:

[ 3 3 3 3
1 2 1/ 2 1—l2 1A2
3 3
1 \2 1L2

3 3
1—2 1/\2

U¢ nokta arasindaki bagmtilarn yazi—~
tura atarak karar verecek olursak, yukandaki
cizgelerden birini elde etme olasihgi 1/8’dir.

Yukaridaki ¢izgelerden noktalarin adlarini,

yani sayilar1 silersek, cizge sayimiz azalir.

NESIN

Ornegin, bir bagintisi olan ii¢ ¢izgenin nokta-
larinin adlar: silindiginde bir ¢izge olurlar. Bunun
gibi, iki bagintist olan lg ¢izgeden de bir adsiz
¢izge elde ederiz. Bdylece noktalarin adini yaz-
madigimizda dort ¢izgemiz kalir:

/A

Eger ¢izgeyi yazi—tura atarak bulmussak,
yani her bagintimin olasihigr 1/2 ise, bu adsiz
cizgelerin olasihklan sirasiyla 1/8, 3/8, 3/8 ve
1/8dir.

Iki ¢izgenin noktalarimin adlarm sildigi-
mizde aymi ¢izgeyl elde etmek ne demektir?
Bunun matematiksel tanimimi bilmek bu yaz igin
gerekli degildir, bu yaz igin sezgiler yeterlidir.
Bir ornek daha verelim ki kugkuya yer kalmasin.
Asagidaki iki ¢izgeye bakalim.

4 3| |4 3

Bu iki ¢izge birbirlerine ¢ok benzerler.
Tek ayrimlari noktalarimin adlaridir.  Soldaki
cizgede 3 ve 4 noktalarimin yerlerini degistirirsek
(bagntilariyla birlikte) sagdaki cizgeyi bulu-
ruz. Yani noktalarn adlar olmasaydi iki ¢izge
arasinda bir ayrim olmayacalkti.

Soldaki ¢izgenin bagintilar: sunlar:

B ={{1,2},{2,4},{4,3}, {3, 1}}.

Sagdaki cizgenin bagtilariysa,
B ={{1,2},{2,3},{3,4}, {4,1}}.
Simdi, f(1) =1, f(2) = 2, f@8) = 4,

f(4) = 3 géndermesini (fonksiyonunu) ele alalim.
Bu gonderme, B bagmtilarmi B’ bagintilarina
gonderiyor. Iste iki ¢izgenin noktalan silindiginde
ayni ¢izge bulunmasi bu demektir3.

Dort noktali ve adsiz gizgeleri bulalim.
Bunlan bagimnti sayisina gore bulabiliriz: nce hig
bagmtisi olmayanlar, sonra bir bagintisi olanlar,
sonra iki bagintist olanlar. ..

® Bunu matematiksel olarak ifade edelim: (N, B) ve (N',B') iki cizge olsunlar. Eger f (B) = B’ esitligini saglayan
ve birebir ve drten olan bir f : N — N’ géndermesi varsa, (N, B) ve (N',B') gizgelerine esyapisal cizgeler denir. ki
esyapisal gizgenin birbirinden tek ayrim: noktalarmin adlaridir. Bu cizgelerden birindeki noktalarn adlari uygun bir
bigimde degistirildiginde (z noktasmna f(«) denildiginde drnegin), Sbiir gizge bulunur.



NESIN

6/64 12/64

3/64

1/64

4/64

12/64

1/64 6/64 12/64

Gizgelere iligtirilen 1/64, 6/64, 3/64 gibi
sayilar, bagintilara karar vermek icin yazi-tura
atildiginda, ¢izgenin elde edilme olasiligidur.

Yukarnda yaptigimiz hesaplardan, 4 noktah cizge

sayisinin 2(:) = 26 = 64 oldugunu biliyoruz. Bir
bagintili ¢izge sayisi kagtir? Dort noktadan ikisi-
ni secip aralarina bir bagint1 koymamz gerekiyor.
Demek ki (5) = 6 tane bir bagmtih cizge
var. . Dolayisiyla bir bagintili cizge elde etme
olasibgimiz 6/64%.

Simdi sonsuz rasgele gizgelere gelelim. N
kiimesi

1,2,3,4,...

gibi pozitif dogal sayilardan olusan kiime ol-
sun. Bunlar noktalanmiz. Iki nokta arasinda
baginti olup olmadigina karar vermek i¢in yazi-
tura atacagiz. Boylece bir B bagntilar kiimesi
elde edecegiz. Bu ¢izgeye R adimi verelim (R,
‘rasgele’nin R’si).

R gizgesi hakkinda ne soyleyebiiiriz?
Rasgele ¢izge oldugundan hig birgey bilmemiz
olast degil diye diigiinebilir okur. Ilk bakigta
oyle bile gériinse, ikinci bakigta R cizgesi {izer-
ine gok sey bildigimiz anlagihir. Basit bir drnekle
baslayayim. :

Rasgele - gizgenin - herhangi  iki - nokta
arasmndaki “uzakhigin® en fazla iki oldugunu
kanitlayayim; yani bir noktadan bir bagka nok-
taya gidebilmek igin {iguncii bir noktadan ge-
cilerek gidilebilecegini kanitlayayim. R rasgele
cizgesinde rasgele iki nokta alalim; diyelim 1 ve
2 noktalarm. Savim su: Syle bir iigiincii nokta
vardir ki, bu iiglincii nokta hem 1 noktasiyla, hem
de 2 noktasiyla bagintilidir. Savim kanitlayayim.
3 noktasini ele alalim. Eger sansh bir giinim-
deysem, 3 noktas: diledigim gibi bir noktadr,

3/64 4/64

yani hem 1 noktasiyla, hem de 2 noktasiyla
bagintihdir.  Bunun béyle olma olamligi 1/4.
Demek ki 1/4 olasihkla 3 noktas: varhgm id-
dia ettigim noktalardan biri clacak. Ote yan-
dan 3/4 olasilikla 3 noktasi istedigim gibi bir
nokta olmayacak. Simdi 3 ve 4 noktasim ele
alalim. Bu iki noktadan higbirinin diledigim
gibi bir nokta olmama olasithg (3/4)?. Eger
n tane nokta alirsak, bu n noktadan higbirinin
diledigim gibi bir nokta olmama olasihg: (3/4)";
en az bir tanesinin diledigim gibi bir nokta olma
olasihigiysa 1—-(3/4)" . Ama n biiylidiikge (3/4)”
azahyor, sifira yaklagiyor. Dolayisiyla 1~ (3/4)”
sayist bire yaklagiyor. Demek ki, 3,4,5,6,...
noktalarindan higbirinin benim istedigim gibi bir
nokta olmama olasihg

dm ()" =0,

ve en az birinin benim istedigim gibi bir nokta
olma olasiligi

. 3\

Jm (1-(3)) =+
Demek ki 1 olasihkla diledigim gibi bir
vardir. :

nokta

Rasgele gizgeler tzerine bir bagka sonug
daha ¢ikaralim. R, rasgele ¢izgeniz olsun. Nok-
talarm adlarmni silin.  Sonra rasgele bir sonlu
¢izge alin, Ornegin yazmin en bagmda &rnek
olarak sundugumuz 7 noktali c¢izgeyi. Onun
da adlarmi silin. Bu adsiz ve sonlu ¢izgeye S
adin: verelim. 8§ sonlu cizgesi, rasgele ¢izgenizin
bir altcizgesidir, yani R ¢izgesinin  icinde bula-
bilirsiniz S cizgesini. Neden? Su nedenden: Ras-
gele ¢izgenizin noktalarn: yediger yediger aymrm.

* Yukanidaki 11 gizge rasgele konulmarmstir. . Alt alta gelen cizgeler birbirleriyle ilintilidir. Ust kattan herhangi
bir ¢izgeyi alahm. Bu gizgenin bagintilarim silelim ve baginti olmayan yerlere bagmti koyalim. Bdylece alt kattaki
cizgeyi elde ederiz.. En sagdaki gizge igin aym seyi yapacak olursak gene-aym cizge elde edilir. * Alt alta gelen iki
gizgenin olasiliklan aymdir. Yazi-tura atildiginda aymidir. Eger zar atarak bagmtilara karar verecek olursak olasiliklar
degigebilir. Ornegin, zar atthigimuzda 6 gelirse baginti koymaya, gelmezse bagmt1 koymamaya kavar verecek olursak,

gizgenin bagint1 sayis1 gogaldikca olasiigy azahr.
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. érnegin soyle (noktalarnn adlarim silmigtik; aga-
gidakisayilar noktalarin adlar: degil; yalmizea bir-
birinden degisik noktalar oldugunu vurgulamak
i¢in kullanmivoruz bu sayilan):

R}:{z
Ro={

Re={Tn+1,Tn+2,...,Tn+ T}

Ry alicizgesine bakalim. Bu gizgenin-S ¢izgesi
T
olma olasihigi en az 1 /2(9), olmama olasihigiysa

engok 1—1 /2(;) . Bu olasithfa « adint verelim.

O<a§l~(—1—)(;)<l

2
esitsizliklerine dikkatinizi cekerim. Ry gizgesinin
S ¢izgesi olmama olasihgy o. Ry ve Rs

cizgelerinden hicbirinin 8 ¢izgesi olmama olasili-
givsa o” . Genel olarak, Ry,..., R, cizgelerinden
hicbirinin § ¢izgesi olmama olasilifi a™; en az bi-
rinin & olmaolasilifiysa 1 — o™, «, 1’den kigik

& R, cizgesi oldugundan, bunlardan birinin
hma olasihigi 1’dir. Dolayisiyla, R ¢izgesinde
&’ tipatip benzeyen bir altgizge (1 olasilikla, yani
e yiiz) vardir.

Son olarak yazinin baginda iddia ettigim
savi kanitlayayun. Sizin elinizde rasgele bir ¢izge

Ay, 082,Q3, ...

. Benim ¢izgeye R’ = (N, B') diyelim. Nok-

! / ’
A1y Qo503 ...

un. Bu iki ¢izgenin noktalarmin adlarint de-
tirecegim. @ ve o’ noktalarim b ve ¥ ya-
cagim, ve bu igi oyle yapacafim ki, nokta-
iarin adlarm sildigimizde iki ¢izgenin birbirinin
st oldugu apagik belli olacak. Bagintilara do-
nmayacagum. Yalnizca eski adlar silip yeni ad-
oyacagim yerine, sonradan bu yeni adlarn da
egim.

Adma “gelgit yontemi” denilen kullanaca-
&m vontem matematikte az bilinir.

Birinei Adim. R ¢izgesinden baglayalim
ise. @y noktasina by diyelim bundan boyle.
W' cizgesinds by ’e benzeyen bir nokta bulabilir
miviz? Elbette! Herhangi bir nokta b, ’e benzer.

Y
.y

NESIN

Ornegin @) noktasi. Bundan bdyle af noktasina
b} adim verelim. Cizgelerimizin noktalar gimdi-
lik s6yle:

R by ay as ag as
R': by ay af a ag

Ikinci Adim. Simdi R’ ¢izgesine
gegelim. @b noktasma b, adim verelim. Ve
{b},b,} altcizgenine bakalim. b} ve b, arasinda
bagnt1 olabilir ya da olmayabilir. R ¢izgesinde
Syle bir a,, noktasi bulmak istiyorum ki {51, an}
cizgesiyle {b}; b5} cizgesi -~ noktalarimin adlan di-
ginda — birbirinin ayn olsun.

Diyelim ¥] ve b}, arasinda bir bagint: var.

O zaman, R ¢izgesinde OSyle bir a, nok-
tasi segmeliyim ki, a,  noktasiyla &; nok-
tas1 arasinda bagmt:i olsun. Boyle bir a, nok-
tasi bulabilir miyim? 1 olasilikla bulabilecegimi -
iddia ediyorum. Giinkdt R ¢izgesinin hig¢ bir nok-
tasinin b; noktasina bagintih olmama olasilig: si-
firdir.  Bu gdyle anlagthr. m herhangi bir
dogal say1 olsun. as,as, ..., am+s noktalarmdan
higbirinin 5; noktasiyla bagintisi olmamasinin o-
lasthgr 1/2™. Dolayisiyla bu noktalardan en az
birinin diledigim gibi bir nokta olma olasihigs 1 —
1/2™. Sonsuz tane noktamiz oldugundan, nok-
talardan birinin diledigim gibi bir nokta olma
olasilig: . ‘
i (1-55) = 1.
Dolaysiyla 1 olasihigiyla 6yle bir noktam var. Bu
nokta ay olmayabilir, ag olmayabilir, belki a4 de
olmayabilir, ama bir tanesi b;’e bagintih olacak.
R ¢izgesinde boyle bir nokta secelim. Diyelim ay4
noktast b; noktasina bagintili. a4 noktasina bun-
dan boyle by diyelim. Simdi {by, b2} alt¢izgesiyle,
{b}, 05} altcizgesi — noktalarinin adlar diginda —
birbirinin ayni.

Eger b) ile b, arasinda bagmti yoksa, R
cizgesinde - by ile bagntisi olmayan bir nokta
secilir ve bu noktaya bs adi verilir.

as noktasma bs adini verdigimizi varsa-
yarak c¢izgelerimizin noktalarimi yeni adlanyla
siralayalim:

R bl b2 ag azg - ay dag- ay
R:oby by by af d af af

Uglincii Adim. R gizgesine geri done-
lim. a2 noktasi adi degistirilmeyen ilk nokta:
Bu noktayr bs yapalim. {b1,bs,bs} alt¢izgesine
bakalim. Diyelim, b3 ile b; bagntili, ama b3 ile

]



