bulunur:
‘ Bunlarda B? yisola gegirerek elde edilen
esitlikler taraf tarafa carpildiginda ve AC = B?—
A-kallamildiginda kisaltmalardan sonra

(220 — 1)(250 — DA + (2z0 + 250 — VB2 = 0

= (220 — 1)(2y0 — 1)(230 + 2y0 — 1)
+(220 + 2y0 — D*(B?/A) =0

=2z — D)(2yo — 1)(220 + 2yo — 1) =
—(2z0 + 2yo — 1)(B*/A) > 0

EISENSTEIN KRITERI

EY
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elde edilir.  Bu esitsizlik ise ABC" nin A'B'C
orta tam tiggeni ile ilgili taralr bolgeyi verir.

Sekil 44

Bir

polinomu
veya c¢arpanlara ayrilamayacagini
cogunlukla zordur ve zaman alir.

mun ne zaman carpanlara ayrilabilecegini veya
ne zaman ayrilamayacagini sOyleyen kriterlerin

carpanlarina  ayirmak
gostermek

Bir polino-

sayist ¢ok azdir. Bunlardan bir tanesi de unlu
Eisenstein kriteridir.

Isterseniz once kisaca  Eisenstein’dan
sozedelim. Ferdinand Gotthold Max Eisenstein
1823-1852 yillart arasmda yagamugtir. Sayilar
teorisi, cebir ve eliptik fonksiyonlar tizerinde
onemli- ¢aligmalar yaprustir. Simdi  sozinu
edecegimiz kriteri 1850 yilinda bulmustur.

Simdi de notasyonu ve terminolojiyi be-
lirleyelim.  Z[z] ile katsaylani Z kiimesinde
olan (yani tamsayilar olan) tim polinomlari
gosterelim.  Aym sekilde Q[z] ile katsayilar
rasyonel sayilar olan tiim polinomlar1 gosterelim.
Eger f(z) € Z[z] polinomu herbirinin derecesi en

~ az 1 olan ve katsayilarr tamsayi olan iki polino-
mun- ¢arpimu seklinde yazilabiliyorsa f(z) poli-
nomu Z[z] iginde indirgenebilir, aksi halde in-
dirgenemez denir. Aym tamim Q[z] igin de ver-
ilebilir. Ayrica Z[z] C Q[z] oldugundan Z[z]
in bir elemanmm' Q[z] i¢inde indirgenebilir veya

“indirgenemez olmasmdan da soz edilebilir.

Teorem (Eisenstein kriteri). p verilen
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bir asal sayi,
f(x) = anxn -+ an—ll’n—l 4 + ai1x - ag c Z[IZ]
olsun. Eger a, Z 0 (modp),

Gp_1 == ag =0 (modp), ao# 0 (modp?)
ise, f(z) polinomu Z[z] icinde indirgenemez.
Not. Bu kriter ashinda f(z) in Q[z] iginde in-
dirgenemeyecegini soyler. Bunu kamtlamak da
zor degildir.

Kamit. Iddiamn  dogru  olmadigim
varsayalim. O zaman b;,¢; € 7, olmak tizere

f(il?) = (bmécm+' . '+b1$+bo)(6kxk+. . '+Clx+00)k )

seklinde yazlabilir (m > 1, &k > 1 ve n ="
m -+ k.) Katsaylara bakarak a9 = boco olur.

ag = 0 (modp) ve p asal oldugu icin by = - ‘:

0 (modp) veya ¢y = 0 (modp) olmak zorun-
dadir. ap % 0 (modp?) oldugu icin de bun-
larin her ikisi birden dogru olamaz. - Genelligi
bozmadan ¢y = 0 (modp) ve by # 0-(modp)
oldugunu varsayalim. @, = byc; £ 0 (thodp)
oldugu igin ¢z # 0 (modp) olmak zorundadir ve

¢; £ 0 (modp) Ozelligini saglayan j indislerinin

en kii¢tigiinden soz edebiliriz. Bu en ku¢uk indisi
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r-ile gosterelim. cg. =

0 (modp) oldugundan,
1<r ve ‘

é;_l == =0 (modp)
olur. Bu durumda . ‘
5 Ay == bécr + 616,‘._1 4 et bpeg = by, (modp)

by # 0 (modp) ve ¢ # 0 (modp) oldugu igin
@y # 0 (modp) olmak zorundadur. Hipoteze gore
bu kosulu saglayan tek katsayr a, oldugundan,
r=n bulunur. Buradan da

n=m-+k>k>r=n

celigkisi gikar.

Ornekler. 1. f(z) = 2° + 222 + 4z + 2.
Burada ag = 1, az = 2, a3 = 4,00 = 2 dir.
p= 2 asal sayisina gore

az Z 0 (modp), ay = a1 =ap =0 {modp),

“ap # 0 (modp?)

oldugundan Eisenstein kriterini uygulayarak f(z)
polinomunun  Z[z] iginde indirgenemeyecegini
buluruz.

2. f(z) = z®+22?+22+4. Bu polinomun
katsayilar 1,2,2,4 tir. 2,2,4 1 bolen tek asal say:
p=2-dir. Ancak 4 = 0 (modp?) oldugundan bu
polinoma Eisenstein kriterini uygulayabilmemiz
miimkiin degildir. = Ama tabii ki bu durum
bu polinomun Z[z] i¢inde indirgenebilecegi an-
Januna-gelmez. Ancak deneyerek

flz) = 2°+222 42244
= 2z +2)+2(z+2)
= (2" +2)(z +2)

bulundugundan f(z) polinomu Z[z] icinde in-
dirgenebilir.

3. f(z) = 27 — 47. Burada katsayilar ‘

1,0,0,0,0,0,0,—47 oldugundan p = 47 asal
sayist ile kriterimizi uygulayabilir ve polinomun
Z[z] iginde indirgenemez oldugunu goriiriiz.
4. f(z) = z* +15. Burada da kriterimizi
p=23 veya p =75 asal sayisi ile uygulayabiliriz.
5. p bir asal say1 olmak iizere

fle)=2"""+aP2 + .z 41

olsun.  Polinomun bu sekline Eisenstein kri-
terinin uygulanamayacag agkga goriiliir. Ancak

P
z ; oldugunu gozleyerek ve z = y+

fa) =25
tanimlayarak

PR VR

PR g(y)

g(y)’nin ilki harig biitiin - katsayilari p- asal
sayisi ile boliinebilic. Bunun nedenini gbrmek
icin - bu katsaylarin herbirinin payinda - p
carpami oldugunu ve paydasindaki sayilarm da
p den kiiclik tamsayilarm carpim oldugunu ve
dolayisiyla- p ile sadelesemeyecegini gozlemek
yeterlidir. g(y) polinomunun Eisenstein
kriterinin -diger kogullammi sagladifi  agikca
gortldigiinden, ¢(y) polinomu Zfy] icinde in-
dirgenemez. Buradan da f(z) in indirgenemedigi
gkar.  Aksi olsaydi, yani f(z) = fi(2) falz)
seklinde yazlabilseydi,

9(y) = flz+1) = filz+ D fo(z+1) = f1(y) fo(y)

olacagindan g(y) indirgenebilecekti.

Bu kriterin bir de genellestirilmig bir sekli
vardir. Simdi d ondan s6z edelim.

Teorem (Genellegtirilmis Eisenstein
kriteri). f(z) = anz” + -+ a1z + ap € Zlz]
olsun. Bir p asal sayisi ve £ < n igin,

an 0, ag £ 0,001 = -+ = ap = 0 (modp)

ao # 0(modp?)

ise Z[z] iginde, f(z) indirgenemez veya f(z)
in derecesi en az £ olan ve indirgenemeyen bir
carpam vardir.

Kamt. f(z) indirgenebilirse, m > 1, & >
1 ve b;,¢; € Z olmak iizere

Flg) = (bma™ + -+ bz + by)
y:(rw)

(erzf + -+ e12 + ¢o)
fi(=)

= n@he)

eaf



n. Onceden oldugu gibi genelligi bozmadan,

b =0 {modp) ve co =0 (modp) olsun.

¢1bo + coby = a1 = 0 (modp)

e

bo # 0 (modp), ¢o =0 (modp)

oldugundan ¢; = 0 (modp) bulunur. Bu sekilde
sirayla as, ..., a1 i yazarak,

co=c1 == ¢-q =0 (modp)

= a, # 0 (modp)

bulunur.  Ayrica bp,cp
oldugundan,

cx Z 0 (modp).

Boylece & < £ — 1 olamayacag hemen gorulur.
Demek ki k > ¢ olmak zorunda.

k = £ olursa kriterin ilk sekli f;(z)’e uygu-
lanabilir ve f1(z) in indirgenemez oldugu gériiliir
(derece fy(z) = £).

k> ise

ap = cibo + co1by+ -+ = egby (modp)

ve az # 0(modp) oldugu igin ¢, # 0(modp) bu-
lonur. Bu durumda f1(z) = cxz® + -+ 1z + o
olup & > ¢ igin,

ZE0 o ZE0 g1 =-=¢ = 0 (modp),
co £ 0 (modpz)
saglandigindan,  simdiye kadar f(z) igin

vaptiklarmmz1  f1(z) igin yapabiliriz. fi(z)
indirgenemez ise teorem kanitlanmig olur, in-
dirgenebilirse fy(z) sekil olarak fi(z) ve f(z) e

benzemek lizere

fi(@) = ga(z) fo(z)
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olarak yazabiliriz ve bu siireci devam ettiririz:
Ancak ‘

£ < derecef;(z) < derecefi_l(z)‘
< -+ < derecefi(z)

oldugundan, bu siire¢ bir yerde bitmek zorun-
dadir. j’nci adimda biterse

f(z) gi(z) fi(2) = g1(2)g2(2) f2(x)

<= g1(z)ga(z) - ‘gj(x)fj (=)

i

gseklinde yazhr. Burada f;(z) indirgenemez ve
derecesi de en az £ dir.

Ornek. 1993 Uluslararas1 Matem-
atik Olimpiyati, birinci sorusunu hatirlayalim.
Bu yazimizdaki terminolojiyle ifade edersek
bu soruda n > 1 iken f(z) = a" +
5¢"~1 + 3 polinomunun Z[z] icinde indirgene-
meyecegini gostermemiz isteniyordu. Eisenstein
kriterinin ilk gekli bu soruya uygulanamaz, fakat
genellestirilmig gekli uygulanabilir. p = 3 asal
sayist ve £ = n — 1 sayisi igin teoremin hipotezi
saglanir. Teoreme gore f(z) indirgenemez veya
derecesi en az n — 1 olan indirgenemeyen bir
g(z) carpami vardir. g(z) in derecesi n ise
9(z) = f(z) olmak zorundadir. g(z) in dere-
cesi n — 1 ise f(z) in aym zamanda derecesi-1
olan bir ¢arpani, yani rasyonel bir kokii- vardir,

Bu rasyonel kok i F3 olmak zorundadir.

Fakat f(3) # 0 ve f(—3) # 0 oldugu kolayca
goriildiigiinden, f(z) in derecesi n — 1 olan ve
indirgenemeyen ¢arpani yoktur. Bu durumda
geriye bir tek segenek kalmaktadir. O da f(z)
in indirgenemez oldugudur.

[ —
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