DEGERLENDIREN: CEM TEZER

Ad1. Bir ABC dik iiggeninde [BC]
hipoteniisti, D1, D7, D3, D4 noktalanyla e bes
pargaya boliinmiistiir. [AD;] =d; (i =1,2,3,4)
olmak tizere,

d12 + dp? + d32 + d4?
toplamin: a = IBCI tiirlinden hesaplayiniz.
(Hazirlayan : Bahri Unal)

Coziim : AD2Ds ve AD Dy liggenlerinde
kenarortay teoreminden sirastyla

2 2
1 [a a 2 2
i‘ (5—) +2(§) —d2+ d3

:1 3a2 a2 2, 42
Q—(T) +2(-2—:) =d1+d4

bu denklemleri toplayarak da

d}+d3+ a3+ di=2a°

bulunur.

A42. Kenar uzunluklan IABI = bV2, b= IBCI
olan dik bir dértgende [CD].lizerine digtan bir
yangember ¢izilmistir. Yay tizerindeki bir P
olmak ilizere PA, PB dogrulant CD yive F
de keserse

ICER2 + IDFI2 = iICDR

oldugunu gosteriniz.
(P. Fermat)

Coziim: PA, PB dogrulan CD yi strasiyla E,F
noktalarinda kesmekte. Yarngemberin merkezini
O, P den CD ye indirilen dikmenin ayagini Qile
gosterelim. Gosterimde bir kolaylik olmak lizere
x = IQF!, y = IFC! yazalim. < COP agisimnn da

olgiisiinii o ile gosterelim. Diger bir kolaylik
olarak b =2 yani IABI = ICDI = 2 alalim.
Boylece

X X _—L_ x+y _1-—(I)SCX,
PQI "~ ginat V2 sin ¥2  sina+ V2

buradan da
yo (1 —cose) 12
sinot + V2
bulunur. Buradan da o
(1 —cosa) V2
DFi=2-y=2— — "
sino + V2

benzer sekilde

ICE|=2—(1 .—cosa) ﬁ»
sinat + V2

bulunur. Bu suretle ,
Y2 4(1 —cos) V2
sinat + V2 sinw+ V2

ICE >HDFI’=8-8
buradan da

14cos20i=2—sin “oi=(Y2+sino))(Y2-sinor) -.

g6zoniinde tutularak
ICE + IDF2 = 4 = [CDI?

bulunur.
6§ 3 3 . 3 3 3
1 4 2 1
A43. V“w/?%gw/;\/;wg
esitligini kanitlaymiz.
(Ramanujan)

Coziim (!): Okuyucu bu satirlarda bir
¢oziimden ziyade, bir yanhghklar komedyast
bulacak. Bir kere hemen isaret edelim ki biiyiik



‘matematikci S. Ramanujan'a (1887 -1920) ait
olup, aslinda

6/ 3[2 %/T*:Ht W 311
‘\/4\/‘3‘*5 7=Vo V5*Vo

seklinde olan denklemi biz

\/4\/;5\/3‘ =Yg~ 9 Vo

olarak yayinlamigiz. Sadik ve ¢ilekes
okuyucularimiz yanlis veya eksik basilmig
problemlerle ufragmaya aligik oldugundah bu
beyan o kadar sasirtict olmayabilir. Sonra, bir
gb‘zﬁm bulup yaymlamak zamam gelince. (zaten
gecikmig sayilan yetistirme telast igindeydik )
perigan problem dosyamizda bu denkleme ait
esas metinden bagka bir kayit, bir ¢oziim v. b.
olmadim gordiim. Kendim bir ispat vermeye
calisirken 6nce basim hatasini buldum ; arkadan
da "dogru" sunun da yanhs olabilecegini
diistinmeye bagladim.

S. Ramanujan bu denklemi bir problem olarak
Journal of Indian Mathematical Soéiety‘dc (cilt
11, sayfa 199) yaymlamis. Ortadogu Teknik
Universitesi kiitiiphanesinde bu dergini 26.
cildinden 6ncekileri bulunmad1g1 icin, bu bilgiyi
ve denklemi ben Ramanujan'in 'yayinlanmig
 biitiin eserlerinin toplandifi  "Collected Works
of Srinivasa Ramanujan” (G. H. Hardy, P. V.
Seshu Aiyar ve B. M. Wilson'm editSrligi
altinda, Chelsea Publishing Company, New

York 1962, ilk basim 1927) adli kitapta buldum.

Ramanujan’in problem seklinde yaymladig
30-40 kadar denklem biiyiik ilgi gormiis,
taninmig, taninmanm§ birgok matematik¢i ¢oziim
gbndermis. Hayretle gordiim ki ¢oziildiigiine

~ dair bir kayit olmayan ¢ok az sayida problem
arasinda bizimki de var !

Denklemin dogru olmadig soyle gorilebilir:

Denkiemin saf ve sol taraflarmi sirasiyla Xgy ve

Xso seklinde gosterelim. Kolaylik olarak

~ a-13i2 )7

32,33 yerine sirasiyla a ve b yazalim.
Art: miktarlar lizerinde ¢alisacafimiz icin kuvvet
ve (art1) kok alma iglemlerini serbestce
kullanacagiz.

Hemen
X _az—a+}_ a’+1 _ b
sa - .. -
b2 bz(a-!-l) a+1
buradanda
13
3
(Xsa)s—
a +3a +3a+1

1

:(3+3vf+3a5)%

' 1 1
- _._..1__.2. 3= 33“1 T
I+a+a a -1

bulunur. Ramanujan' mn esitliginin dogru olmasi
icin gerek ve yeter gart

18 18
Xsa = Xso

dir. Simdi

18_(4{ \/—)
VeV

'=’54 2240 1 £ 300 -2
3
=1+100 2_803\/:

diir. Diger tarafdan

x®=d2-n°
=4-6, Z;V»HS 2% 20: 2+15

—6V—+1
RPICYE (PUTE I : "




Demek ki Ramanujan' in denklemi dogru
olsaydi

1+100 ¥ 2 - 80 V:=—35+243\/_2‘+3 %

olmasi veya

83V4-76V2-36=0

olmals, yani 3VZ, 83y2 - 76y2—-36 =0
denkleminin bir kokii olmahidir ki, bunun
imkansiz oldugunu biliyoruz.

Teorinin tatmin etmedigi okurlant da rahatlatalim :
Ali Doganaksoy bilgisayarla :
Xga ~0.638.., Xso ~0.549 degerlerini buldu.

Ad4. Bir ABC ii¢geninin kenarlar tizerine
digtan BCXX’, CAYY’ ABZZ' Kkareleri
cizilirse alanlar i¢in

XYZi=1XYZI
esitliini gosteriniz.
(Hazirlayan : H. Demir)

Coziim: Bir UVW ii¢geninin alamm ITUVWI ile
gosterelim. (Aslinda yonlii alan kullanmak
gerekiyor. Biz tiggenin hig bir agisinin 45° den
kiigiik olmadig en basit hali altyoruz.) Her
zaman ki gibi a = IBCI, b= ICAl, c= |ABI
yazarsak

IXYZI = IABCHBCX+HICAYHABZI+IXYCI
+IYZAIHIZXBI

= IABCl + - " + b+ &)
+ 2 a0V2) sin G-~ C)
)
+ lb(c Y2) sin (Si— A)
2 4
1 .S
+ 5 C (a¥2) sin (—4-— B)
ve benzer sekilde de
XY Z1 =IABCHBCX HICAY' HABZ I+X'Y'Cl
e +Y'Z' AI+1Z'X’BI
= IABCI+%-(a2+ b%+ )

1, e .5
+5 (a¥2)b sin G- @)
+%(bﬁ)csin(%~A)

+ %(cﬁ) a sin (577}— B)

bulunur ki, bundan da
IXYZI = IXY'ZI
oldugu asikardir.

Ad5. Bir ABC iiggeninde [BC] kenarmin
orta noktast Dg a gore simetrik iki nokta D ve
D’ olsun. Bu noktalardan gegen d ve d
dogrulan CA ve AB kenarlant E,F,E',F de
kessin. EF' ve E’F dogrularinin, BC yi Dy a
gore simetrik iki noktada kestiklerini gosteriniz.
Céziim: EF N {BC} ={Y} ve EFN{BC}={Z)
olsun. ABC ii¢geninde EF, E'F’ dogrulanina
nazaran Menelaus teoreminden sirastyla

EC FA DB _,
FA FB DC
EC FA DB _,
FA FB DC

gene ABC iiggeninde EF’, E'F dogrularina
nazaran Menelaus teoreminden sirastyla

EC FA YB_
EC FA 7B _,
EIA FB.Z(:

Bulunur. Bu denklemlerden,



L.GDZUMLER

elde edilir.

Y41. [AB] ¢aph bir cemberin AB ye K
noktasinda dik bir [CD] kirisi ¢iziliyor ve [BD]
yayinda bir P noktas1 aliniyor. PK
dogrusunun ¢emberi kestigi diger nokta E ve
PANCD=F ise [EKI<IAF oldugunu
gosteriniz.

(P.Erdos)

Coziim: Cemberin yaricapini R ile, < PAB
agisimn Olgiisiini de o ile gosterelim. Sunugu

kolaylagtirmak maksadryla,
x = IKEl
y =IFAl
u = PKI
v =IPHl
q=IAKl

yazalim. Kolaylikla

y + v = 2R cosa

__4
cos

yazilabilir. Ayrica K nin ¢cembere gore
kuvvetinden

xu=qCR - q)

ve AKP ii¢geninde Kosiniis teoreminden
u2 = (y + V)2 + @2 - 2q(y + V) cos o
bunu ilk denklemle birlestirerek de

u2 = 4R? cos? o+ q2 — 4Rq cos? o,

veya

uZ= (2R - q)2cos? o+ @2 sinZa. - -

elde ederiz. Boylece

2 2. ¢ (R-9°
y ox =/ 22 2. 2 -
cos ot (2R —q) cos“ o + q“sin ‘&
ve nihayet
C o2
2 2 4 tan” o
y -x=q 20

2R -q) %cos %o+ qzsin T

bulunur. Esitligin ancak ve yalniz q =0 yani
K = A halinde miimkiin oldugunu belirtelim.

Y42. Asagidaki denklemi saglayan m ve n
pozitif tam sayilanm bulunuz :

+2'+ ... +n!=m2

Coziim: Denkleminn=1,m=1 ve n=3,m=3
seklinde iki basit ¢ziimii oldugunu igaret ettikten
sonra bagka bir ¢oziim olmadif kolayca
goriilebilir : n = 2,4 hallerinde 1! + 2! + 3!+...+n!
in tamkare olmadigini biliyoruz. Diger taraftan da
n 25 igin, 142!+3!+...+n! sayisimn onlu
yazilimda son hanesi daima 1!42!43!+4!+5!=33
in onlu yazilimda son hanesi olan 3-olmalidir.
Halbuki hicbir tamkarc tamsayimn onlu -
yazilimda son hanesi 3 olamaz. ‘

Y43. Bir ABCD paralelkenarinda {AB]
tabanina paralel bir dogru [AD] ve [BC]
kenarlanim1 E ve F noktalarnindakesiyor. G,
[AF] tizerinde secilmis herhangi bir nokta olmak
lizere, CGNAB=P ve DGNEF=Q ise
PQ // BC oldugunu gésteriniz.

Cozitm: FAB iicgeni ve PC dogrusuna
Menclaus teorémi uygulanarak

PA CB GF _ 1

PB CF- GA ™~

gene EAF ticgeni ve QD dogrusuna Menelaus
teoremi uygulanarak '

QE GF DA_,

QF "GA ' ' DE

bulunur. Bu iki denklemden

CB _DA
CF ™ DE
kullanilarak
PA _DE
PB  DF

buradan da PQ nun AD ye paralelligi elde edilir.

Y44. Asagidaki 5 x 7 lik 1zgara iizerinde sadece

[30]
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saga ve asagiya hareket edebilen bir nokta A dan
yola ¢ikip B-ye varacakur. Her kavsakta safa
veya agag esit olasilikla yonelen bu noktanin P
den gegme olasilif nedir.

pra) -
ile verilir. Bu durumda, Adan B ye
q

12
giden yollarin sayisi ( s )= 792, P ye giden
9
yollarin sayis1 da s = 126 olur. Ancak, A dan

(Coziim : p x q boyutlanindaki bir 1zgarada sol
iist kogeden, sag alt kdseye, yalnizca saga ve
asaf yonelerek giden yollann sayist tabii ki

A

B ye giden bir yolun P den gegme olasihifi

126 0 159 degildir. Zira bu yollann segimi egit

792
agirhikh degildir. Omegin, 6nce iist kenan sonra

da sag kenan takip eden yolun se¢ilme olasilif
once sol kenari sonra da alt kenar takip eden
1 . s
128 dir. Bu goz &niine
alinarak hesap yapilirsa A dan B ye giden

yolun secilme olasilifs

yollarin P den ge¢me olasihifi % olarak

bulunur.

Y45. i¢ ag1 ortaylan [AD], [BE], [CF] olan bir
ABC iicgeninde <EDF =90° ise A agist kag
derecedir.

Cozim : IBCl = a, ICAl = b, IABI = ¢ yazahm.
<BAC agisinin Slgtistinii de o ile gosterelim.

A noktasim baslangic noktast alarak vektor

gOsterimiyle,

Ta+c

(=
+
[¢]
[on
+
[e]

olup

c b

_ B c
a+c b+c

;b+c

DE=F-D=

_ cb-a ~ b B
T@+ob+9 b+c

ayn1 sekilde de

S _w_ . bc-2a) . c
DF=F-D=rrip+o P brcC

bulunur. Boylece, B.B = c2, C.C=b?,B.C=
be cos o da kullanilarak, kiictik bir hesapla

2 2
b ¢

) (b +c)2(a+b)(a+ 0 ‘

—s —>

DE . DF A

A= (Za2 + 2bc)cos a —(b2 + c2— 232)
buradan da
b2+ c2 — a2 = 2bc cos o

hatirlanarak

COs A= —»

yani -
o=120°

cikar.

[31]
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