VIETA TEOREMININ PROBLEM
COZUMLERINE UYGULANMASI

CAFER VELIEV

v ieta teorémi bir ¢okterimlinin (polinomun).
kokleri ile katsayilan arasindaki bagintilan
ifade eder. Once gokterimlilerin baz1 ozelikleri
tizerinde kisaca duralim. o
Gergel ya da (karmagik) x degiskeninin
P(x)=axt+apx 1+ ..+ aix + ap

seklinde olan bir fonksiyonuna, x degiskeninin
cokterimlisi (daha dogrusu ¢okterimli fonksiyon)
denir. Burada

ne Nveag, ay, ..., ap € Tdir. ap, aj , ...
P(x) ¢okterimlisinin katsayilar: olarak
isimlendirilir. a, #0 oldugunda baskatsay: adim
alir ve n sayisina P(x) ¢okterimlisinin derecesi

+ Qn

P(x) =0 denkleminin ¢oziimiine P(x)
gokterimlisinin kokii denir.

Teorem: P(x) ve Q(x) herhangi iki ¢cokterimli ve
QO(x) # 0 olsun. Bu halde dyle bir tek S(x) ve
R(x) cokterimlileri-vardir ki C
P(x) = S(x) O(x) + R(x) esitligi dogrudur ve
burada R(x) in derecesi Q(x) in derecesinden
kiigiiktiir. Eger burada P(x) ve Q(x)

" gokterimlilerin katsayilar: gergel ise S(x) ve R(x)
in katsayilan da gergeldir. Eger P(x) ve Q(x) in
katsayilari rasyonel saydar ise S(x) ve R(x) in
katsayilar: da rasyonel saylardir. Eger P(x) ve
QO(x) in léatsayz_lqrz tamsézyz_larsq\ve bima ek olarak
Q(x) in bag katsayist 1. ya da —1 ise, S(x) ve

R(x) in katsayilar: da tam sayilardir.

Q(x)=x—a olsun. Bu halde

P(X)=(x—2) S() +1, r=P()

dir, yani P(x) ¢okterimlisi x — a ikiterimlisine
béliindiigiinde kalan P(a) dir. Buradan g8yle bir .
sonug ortaya ¢ikar : P(x) cokterimlisinin x — a iki
terimlisine boliinebilmesi igin gerek ve yeter
kogul a sayisinin P(x) in kokii olmasidir.

Eger P(x) cokterimlisi (x — a)k gokterimlisine
béliiniirse, ancak (x —k)k*1 gokterimlisine
boliinemezse a sayisina P(x) ¢cokterimlisinin k
kathi kokii denir. Cokterimiinin kdklerinin
tiimiinii yazarken, bir kok kag katl ise o kadar
tekrarlayarak ifade edilir. ‘
Cokterimliler cebrinin esas teoremi asagidaki
gibidir:

n 2 1 dereceli her cokterimlinin en az bir
karmagik kokii vardir.

Bu teoremden de s0yle bir sonug ¢ikar.

n 21 dereceli her ¢okterimlinin -n karmagtk
kokii vardir. P(x), n inci dereceden bir gok
terimli, xj, X2, ..., X, onun kokleri ise

P(x) = ap(x—x)(x-x2) ... (X — X) kuralt
gecerlidir. o ‘
Vieta teoremi ve-onun tersi agafidaki gibiifade
edilebilir.

Diyelim ki P(x) = apX® 42,1 XM 4 L +agx+ag

cokterimlisinin kokleri X1, X2 , -..s X
sayilandir. O halde
4
Xit X+ .. o+ X = —— >
: a,

82,

X1Xp+X1X3 +.. + X, X = a
n




ap-3
ap

X1X2X3+ X1X2X4 +..+ Xn-2Xp-1X3~=—

nao

X{X 9,005 X =D —

yazilabilir ve tersine X1 , X2 , ..., X sayilari igi‘n
yukaridaki esitlikler dogru ise, bu halde
X1, X2, ... ,» Xn saytlan P(x) cokterimlisinin

kokleridir.

ikinci -derece iigterimlisi icin Vieta
teoremi ve tersi agagldakl gibi ifade olunur.
Eger x; ve x2 sayilart x? + px + q licterimlisinin
kokleri isex; + x3 = —p, X] X2 = q dur ve
tersine xj ve xy saylariiginx; +xy =-p,

X] X3 = q olursa, xj ve x; sayilari X + px + ¢
ligterimlisinin kokleridir. Bu teorem okullarda
matematik derslerinde ispat edilir.

n = 3 hali: Eger x4, x2 , X3 sayilan
P(x) =23 + px% + gx + r cokterimlisinin kokleri
ise,

X; +Xx2+x3 = -p
X7 X2 +X1X3f;l-x2x3 =q

X]Xpx3=-7r-

esitlikleri ve bu ifadenin tersi dogruduf.
ispat: xq, x2, X3 P(x) in kokleri ise
P(x) = (x — X1) (x — X2) (X — X3)

olur. Bu yaziistaki paraﬁtezleri' garparak
agafidaki sonug elde edilir.

P(x) = X3 —(x1 + X3 + X3)x2
+ (X1X2 + X]X3 4+ X2X3)X — X]X2X3.

P(x) in bu 1fades1n1 P(x)=x3+px2+ qx + T
ifadesi ile kargilastirrsak istenilen eslthkler
bulunur.

Tersine, x1 X2,X3 sayllarl i¢in Vieta teorcmmm
ifadesinde verilen esitlikler dogru ise

P(X)=x3 + px2+qx+1
=x3 (X1 + Xo+ X3) X2 +
+ (XX + X1X3 + X2X3)X — X1X2X3
= (x — X)X —x2)(X —X3)

yazabiliriz ve P(x1) = P(x2) =P(x3) =0 dur,
yani Xi, X2, X3 sayilan P(x) in kokleridir.

Simdi Vieta teoreminin, bazi alistirmalarin
¢Oziimiine uygulanmasina bakalim.

Bu aligttrmalann bir kismi olimpiyat
problemleridir.

Problem 1. Koklerinden biri (3 + V5)I2 sayisi
olan tam katsayil ikinci derece denklemini
kurunuz.

Coziim : ikinci derece denkleminin ikinci koki
olan x; sayisi Oyle olmalidir ki, hem

X2+ (B + \13)/2 hem de xp 3+ @)/2 sayilan
tamsayilar olsun. Boyle bir say1 (3 + \/E)/Z
sayisinin "eglenigi" olan - (3 - \5)/2 sayisidur.
Kokleri x1 = (3 + V5)/2 ve x2 = (3 =V5)/2 olan
ikinci derece denklemi $0yle olur:

p=—(X1+x2)=-3, Q=>‘<1X2='1:‘
x2-3x+1=0.

Problem 2. u = (3 + \/_)/2 igin
w0 — 2t + 3u3 — 10u? — 7u + 4 ifadesini
hesaplayzmz )

Coziim : (3 + \/_ )/2 nin be§mc1 kuvveum
hesaplamak zor oldugu i 1gm bu sayimn sagladig
x2 - 3x + 1= 0 denkleminden yani w?=3u-1
den yararlanacaglz Bu yolla u3, u4 ve wiu ya
gore dogrusal olarak ifade edebiliriz.

WB=u2.u=Gu-Du=3u?-u
=u(3u—__l)—,u=8,u—3,
u? = wd.u=(Bu-3)u=8uZ-3u
=8Bu~1)—3u=21lu-38,

w=utu=Qlu- 8)u 21u2— 8u
=213u =1) = 8u=>55u-21.
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uS —2u + 3u2-10u2 - 7Tu +4 = 55u—21
~2Q1u—8)+3@Bu=3)—10Gu—-D—-Tu+4=0

9 9
Problem 3. (3 +2ﬁ) +(3 “26) sayismin

tamsayt oldugunu ve 3 e boliindigiinii
ispatlayiniz.

3+95 3-15

5 , B= 5 olsun.

Cozim: o=

Bilindigi gibi o ve B sayilan x2—3x+1=0
denkleminin kokleridir. Yani o2 =30~ 1,
B2= 3B~ 1 dir. Simdi ap = o + B,
n=0,1,2,... dizisine bakalim.
ap=2
=3
ay =02+ B2 =GBa- 1)+(3[3 1= 3(0c+ B)—ag
3841 — an = 3(M 4B+ — (0meBm)

= o3 —1) + B3 - 1)

=qn. o2+ pn, B2
= an+2+ ﬁn+2

yani
an+2 = 3ap41 — 8y

dir. ag =2, a; = 3 tamsayilar oldugundan;
an+1 = 3ap41 — 8y indirgeme bagintisina gore,
biitlin a,, ler tamsayilardir. Difer taraftan aj =

diir ve 3 e boliinebilir. Buna gére a3 = 3az - a1 K

de 3¢ bmuneblhr ve ‘tiime varm yontemlm
uygulayarak, agn.1 3e boliindiigiinden

Aoy +i = 3a9, — apy_1 de 3 ¢ boliiniir. Yani n
tek sayiise ap 3 ¢ boliincbilir. O halde : agda3e
boliinebilir. : .

Problem 4. a, = [(2 + V3)"— (2 - V3)]12 V3
veriliyor. an, n >0 degerlerinin tamsay:
oldugunu ispatlayiniz. a, sayistmn 3 e
boliindiigii biitiin n leri bulunuz.

Cozim:u=2+ \/-ii_,vzvz,—\ﬁolsun;
ap= (Ut —v") /23, u,vsayilar x2-4x+1=0

denkleminin kokleridir, yani u2 = 4u -1,

vZ = 4v — 1 dir. Bu denklemlerden yararlanarak,
tictincii 6rmekte olduu gibi, apo=4an1-a,
bagintisi ispatianabilir. Burada ilk birkag terimini
elde edelim.

ag=0,a1=1,a3=4,a3=15,a4 =56,
as =209, ag = 780,...

ap sayilannin 3 e boliinmesiyle ortaya ¢ikan
kalanlar sunlardir ;

rO = Os rl =1! f2= 1: r3: Os r4 = 21 1‘:-5'=> 2:
re = 0,... :
Yani

An+42 = An41 — 8y (mod 3) icin kalan

{‘rnﬂ-k-rn_ efer rh41 20 ise

n+2= .
Tn+1-Tnt+3 efer rpe1—Tn <0ise

dir. Bu kuraldan o
r6k=10=0, g1 =11 =1, rg2=n2=1
Toke3 =13=0, Teked =14 =2, rgg 4 5=15=2

ve rek=mp=rg=r3 =0 elde edilir. Boylece
3 e bdliinen n ler igin a, de 3 e boliindir.

Problem 5. x3 — 6x? + ax + a cokterimlisinin

X7, X2, X3 ké'kit' o

(X3P + (x2 =3P + (x3-3P =0

denklemini saglhyorsa, a sayisim bulunuz.

Cozimii ; x =y + 3 konumundan sonra

gokterimli agagidaki sekli alir: V

Pi(y) =Py +3)=(y+3P—6(y +3)2+a(y+3)+a
=y3 +3y2 +(a-9) y + (4a—27).

Vieta teoremme gore, y1 =x1-3,y2= X2~ 3,
y3=x%3-3vePi(y1) = PI(YZ) Pi(y3) =0
olmak iizere

Y1+}’2+Y3——3_Y1Y2+YIY3+Y2Y3 a-9,
y1y2ys =27-4a

dir.
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y3 +3y2+(a—9y+@a—27)=0
denkleminden
yi3+y2 +yP=-3(12 +y22 +y32) +
O-a)y1 +y2+y3) +3@27-4a)
yazabiliriz.
Y12 +y12+ y32 = (y1 +y2 + y3)?
= 2(y1y2 + ¥y1y3 + y2¥3)
ve
v +y3+yP =(x1-3P +x0-3P + (x3-3)3=0
oldugunu kullanarak
-3(27-2a) + (9-a)(-3) + 3(274a) =0
ve a =-9 buluruz.

Problem 6. a, b, c tamsayilar ve a>0 olduguna
gore ax? + bx + c ligterimlisinin (0,1) araliginda
iki farkl kokii varsa a 25 oldugunu ispatlayinz.
a = 5 oldugunda yukaridaki kosula uyan bir ¢ift
b, ¢ sayis1 bulunuz.

Coziim : Kabule gore katsayilan tamsay1 olan
P(x) = ax?2+ bx+c tigterimlisinin a katsayist
pozitiftir, ve kokleri farkli olup (0,1)
aralifindadir :

0<x3<xp<1, b2-4ac>0.

Vieta teoremine gore

=X1X, € (0,1) 5

po

X1 +X,>0

<c<a , b<0dir. Digertaraftana>0ve
X2 € (0,1) oldugundanP(1) =a+b+c>0
dolayisiyla

>-b>0, @+0?>b?,(a-c2>b2—4ac>0

ur. a, b, ¢ nin tamsayilar oldugunu
rsak b2 —4ac > 1 ve (a—c)? = 2 buradan
=c22 elde edilir. a <4 oldugunu

varsayarsak a, ¢ ¢iftinin alabilecegi degerler. .
)a=4,c=2 2)a=4,c=1,3)a=3,c=1

olabilir. (a— ¢)2 > b2 — 4ac > 0; esitsizliginden
§un1a; bulunur:

)4>b2-32>0, 36>b2>32;
2)9>b2-16>0, 25>b2>16;
3)4>b2-12>0, 16>b2> 12.

Yukandaki ii¢ esitsizligin, tamsayilar kiimesinde
¢Oziimii yoktur.

Demek ki a 2 5 olmalidir. a= 5 oldggunda
I)c=3, 4>b2-60>0, 64‘>7b2\_>60’;
2c=2, 9>b2-40>0, 49>b2> 40,
3)c=1, 16>b2-20>0, 36>b?>20,

Ugiingii esitsizlikten b = — 5 ¢dziimii bulunur. -
5x2 - 5x + 1 =0 tigterimlisinin kokleri olan
(5-V5)/10 ve (5+ V5)/10 saytlan (0,1)
arallgma aittir.

Problem 7. xj, x2, x3 sayilart

1,111

x1+x2+x3=a ’ x3 a

denklemlerini saglasin. xj, x2, X3 Saytlarmdan
en az birinin a ya esit oldugunu ispat ediniz.
Cozimii : Ikinci denkiemden

X1Xg + X1X3 + X9X3 = X1XpX3/a

buluruz. Simdi kokleri xi, X2, X3 olan
l'igten'mliyi kuralim :

p=—(X1 + X2 +X3) =3,

(q=X1X2 + X1X3 + X9X3 = X1X2X3/a = —-——I:a—
P(x) =x3 +px2+ qx+1=x3 —ax2 - X 4T

T

)

=(x-a) »(xz -



Buradan P(a) = 0, yani ¢okterimlinin
koklerinden birinin a oldugu elde edilir.

2. Coziim yolu : x3 # a oldufunu
varsayalim. Xj + Xo + X3 =a oidugundan )

X1+ X2 #0 dir. x1 + X + X3 =a denkleminden
X3 say1sini X ve x; cinsinden ifade edip

1,111
X1 X X3 a

denklemi ile birlikte gﬁz()'hiine alalim.

a[x1x2 + X3(X1+X2)] = X1X2X3 ;

a1 X — (2 (x1 + %)) (%1 + X)) =X¥p(a-{x1+%0)
aZ-a(x1+x2) + X1x2 =0, (x] —a)(xp —a) =0
Yani x3, x2 sayilanindan en az biri a ya egittir.

Problem 8. x3 +y3 + 23— 3xyz  ifadesini
carpanlara ayiriniz.

Coziimii : Kokleri x, y, z olan

P(t) = 13 + pt2 + qt + r cokterimlisine bakalim.
t=x,t=y,t=zigint3 +p2 +qt+r=0

" olduguna gére

X3+y3+B+px2+y2+ 22+ q(X+y+2) +3r=0,
KB+y3+23 +3r=—px2+y2+22)—qx +y+2)
dir. p, q, t yi X, y, z cinsinden ifade edersek

XB+y3+3-3xyz=(x+y+2z) x2+y2+22)
—(Xy+Xxz+yz) X+y+2z)
=(X+y+2) (xX2+y2+722-xy—-xz-y7)

bulunur.
Not: Dikkat ediniz ki

X2+y2+22—xy—xz—yz=[(X~y)2 + (y—2)2
+(2-x?%220

dir. Eger x,y,z20 olursa

x3+y3+23-3xyz>0olur. x=3Va, z =3,

z =3¢ konumunu yaparsak, bilinen

a+b+c=3Vabc
esitsizligini clde ederiz.

Problem 9.x20,y20,z220 ve
x+y+z=1oldugunda

O0Lxy+xz+yz-2xyz<

S

egitsizliklerini ispat ediniz.
Cozimii : Soldaki esitsizlik kolaylikla ispat

olunabilir :

Xy + XZ + yZ — 2xyz =Xy (1-2)
+xz(l-y)+yz=20

Kokleri x, y, z olan ¢okterimli
P(t) =t3 + pt2 + gt + r = (EX)(t-y)(t-2)

dir. Buradaq=xy+xz+yz,r=—Xyz ve
dolayistyla

Xy +yZ+7X—-2Xyz=qQ+2r

dir. Ikinci esitsizligi ispat etmek i¢in q + 2r < —2:]7
olduBunu gostermek yeterlidir.

1 1
olursa

1
< < < —
l)x_z,y_?’,z_2

34 abe <atbc esitsizligini de kullanarak

B4

6
q+2r_1 1 _ 7 <L
2“8 727 4F 2S5
yazabiliriz.

2) x, y, z sayilanindan biri L den biiyiik olsun.
x20,y20,z20vex +y+z=1oldugundan
X, ¥, z sayilarindan ikisi ayn1 anda % den
biiylik olamaz). Bu halde

B4

ve

q+2r 1 P
7 g AtISzEx <3
bulunur.
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X+y+z=]
x2+y2 +22;3
tY+P=1

lem sistemini ¢oziiniiz.

XY + YZHIX = [(x+y+2)2 —
y2472))2=1
D= -2~t+r;r=—xyz
Hentiz sabit terim belli degil. x, y, z sayilan
P(t) = 0 denkleminin ¢éziimleri oldugundan, bu
yrlar igin =12+ t—r denkiemi dogrudur. O
de
B =23=2@2 41— =B+ 1) - 12
=@ +t-1) (t+1)-n2
=B+ 2+({t—0)(t+1)—r2
=2 +t-T+ 24+ (1 -Dt—r-n2
=(3-n 2+ Q2-1r)t-2r
~ sonucunut=X,t=y,t=2z icinkullanarak
X3+ Y5 + 25 = (3n)(x24y2472) + Q1) (x+y+7)—6r
yada
1=3-1D3+Q2-11-6r;
buluruz. Boylece
PO=8B-C2—t+1=01—1)2(t+1)
olur. P(1)=P(-1) = 0 dir ve 1, P(t) nin iki kath
bir kokiidiir. Demek ki sistemin ¢6ziim kiimesi
{(1,1-1), (1,-1,1),(~1,1,1)} olacakur.
Problem 11. (x—yp + (y—zP + (z—x)
ifadesini ¢carpanlaring ayiriniz.

r=1.

Coziimii : X=yY=U,y—-2=V,Z2-X=W
konumunu yaparsak u + v + w =0 olur.
Kokleri u, v, w olan ¢okterimliyi kuralm:

PO=P+qt+r, g=uv+vw+wu, r=—uvw.
t=u,t=v,t=wigin t3 = (gt + r) oldugundan
B=128=_(q+ D2 = —qi - 12 = q(qt+r)-1t2
ve |

tS=-1m2+qkt+qr

yazilabilir. Béylece

W+vI+w = —ruZ+vZ+w2)+q2(u+v+w)+3qr
= —r(u?+v2+w?) + 3qr
= uvw(u2+v2+w2)-3(uv+vwHwu)uvw

2,2 2
, + —(u v W)
= uvwl i2rv2ew? 3 v+w) —(u +v +w :,

2
5 2 2 2
=7uvw(u +v +w)

olur. Yani
(x=y)>+(y-2)>+(z%)>
=2 (-YHF-2) ) [y 522423

=5(x-y)(y-2)(Z-X)(X2+y2+Z2—Xy—XZ~yZ) ‘
bulunur.
Problem 12. x, y, z pozitif sayilart xyz > 1,
x+y+z< 1 + 1 + 1 esitsizliklerini

x 'y z

sagliyor. Bu sayilardan birinin 1 den kiigiik
oldugunu ispat ediniz.

Coziimii : Kokleri x, y, z olan gokterimli
PO =(t-x)(t-y)(t—-2z)=3+p2+qt+r ’
olsun. Varsayimimiza gire

X,y,2>0, -r=xyz>1,

y+yatzx _ q

—p=X+y+z < 7z -

» q>Pr

dir. Demek ki |

P =1+p+q+r>l+p+pr+r=(1+p)1l+1)
olur. -r > 1 oldugundan 1 + r < 0 dir. DiZer
taraftan —p=x+y+z233xyz>3>1 den
1+p<O0veP(1)=(1+p)1l+r1)>0 yani

(1 -x)(1 - y)(1 —z) > 0 dir..Bu esitsizlikten x,
y, z nin pozitif sayilar olmasm ve xyz > 1
kosulunu saglamasim kullanarak bu sayilardan
birinin 1 den kiictik, ikisinin ise 1 den biiyiik
oldugunu goriiriiz.

Dilimiz tiirkgesine Okay CELEBI tarafindan
gevrilmigtir.



