TEOREM: Baglantili bir grafin Euler grafi
olabilmesi igin gerek ve yeter sart blitin
digiimlerdeki derecelerin ¢ift olmasidir.

TEOREM: Baglantil1 bir grafta sadece iki _
diigim tek dereceli; digereri ¢ift dereceli ise, tek
dereceli diigiimlerin birinden baslayp digerinde
bitecek gekilde birdolagim vardir.

Bu teoremler yardimi ile diizlemde verilen bir
seklin, kalem kagman kaldinlmadan ve ¢izilen
¢izgilerin lizerinden gitmeden gizilip, ‘
cizilmeyecegi tayin edilebilir. Asagida verilen
sekilleri ele alalim:
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Bu sekillerden hangilerini kalemi kagittan
kaldirmadan ve ¢izdigimiz gizgilerden tekrar
gegmeden cizebiliriz? Once bu sekilleri, diigiim

ve kirigler daha belirgin olacak sekilde tekrar
¢ciziyoruz.
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G1—de tek dereceli iki diigiim vardir. Bunlarn
birisinden baslayip digerinde duracak sekilde,
bu sekil ¢izilebilir Go— ve G3 de biitiin diiglimler
cift dereceli oldugundan, her iki sekilde her
hangi bir noktadan baslayip, yine orda duracak
sekilde cizilebilir. G4 de ise tek dereceli dort
diigiim oldugundan bu sekil ¢izilemez.

Devami say: 2'de

CiNLILERIN KALAN TEOREMI

isMaiL S. GULO&LU

E ski Cin bilgelerinden Yih-Ling (Olimii
717)den bize kadar gelebilen

problemlerden birinin bugiinkii matematik

dilimiz ve gosterim tarzimizla ifadesi sudur:

1 (mod 2)

2 (mod 5)
=5 (mod 6)

5 (mod 12)

kongriians denklemlerinden olusan sistemin:
ortak ¢oziimleri kiimesini bulunuz! '

Yukandaki problemde x tamsayist x=5 (mod-12)
sartimi saglarsax =5 (mod 6)vex =1 (mod-

2) denklemleri de saglanmig olacag igin soru

x=2 (mod 5)
x=5 (mod 12)

denklemlerinden olugén éis;emi ¢Ozmege denktir.

Bu yazimizin konusu olan meshur Cinlilerin
Kalan Teoremi bu sistemin en az bir gOziimii
oldugunu ifade eder. e

Cinlilerin Kalan Teoremi: my, my, , myg
ikiser ikiger aralarinda asal pozitif tamsayilar ve
aj, a, ..., ar herhangi tam'sayzlar ise

x=a; (mod mj)



x=ay (mod my)

x=a; (mod my)

kongriians denklemlerinden olugan sistemin bir
ortak ¢oziimii vardur.

Ayrica x tamsayist bir ¢oziim ise 'y tamsayisinin
da bir ¢dziim olmas igin gerek ve yeter sart
M=my.my....mg igin

x=y (mod M)

olmasidir; ozel olarak verilen sistemin
0 < x <M kogullarina uyan tam bir tane ¢oziimii
vardur. )

Bu teoremi anlamanizi saglayacak ve ispatint
yapmanizi kolaylastiracak bir kag ipucu verelim:

(i) my, my, ... , My sayﬂamiui en kiicitk ortak
kati M olduu i¢in teoremin, ¢oziimiin tekligi
hakkindaki ikinci kismmmin dogrulugu kolayca
goriilebilir.

(ii) ay, aj+my, a;+2my, ..., a; + (my  1my
sayilari mp modiiliine gore farkli kongriians
simiflarindadiriar (Nigin?). Su halde

ap+imy =a, (mod my) olacak sekilde bir icin
0,1,..,my vardir. x| = aj +imj dersek,
X1, X1 + mpmy, Xj + 2mpmy, .., X1+
(m3-1)mymg sayilan m3 modiiliine gore farkl
kongriians smiflarindadirlar (Nigin?) Su halde
X9 = X1 + j myny = a3 (mod m3) olacak sekilde j
tamsayisi vardir ve

Xp=Ea3 (mod m3)
XQ=X] = a8 (mod my)
X2 =X =41 (mod mj)

denklémleri sagléinr. Artik ispatt tamamlamay1
okuyucuya birakabiliriz. '

Diger bir ispat fikri su gézleme dayanir:
Herhangi bir (ay, ay, ..., ak) i¢ih g()“zﬁmiin” '
varli1 problemi a, 0,...,0),(0,1,0,..,0),
s (0,0, ... 0, 1) 6zel durumlarinda ¢ozimiin
varhigina indirgenebilir, yani her i=1, ..., i¢in

xj=1,(mod m;y ve x;=0(mod my), j#i
olacak sekilde bir x; tamsayist bulunabilirse,
X = a1Xi + a2x2 +... + ag Xk

sayis1 verilen sistemin bir ¢oziimii olur.
Diger taraftan m; ve Mi = % =mqmy ... Mj_

’ 1
M;4q ... My tamsayilar aralarinda asal olduklan
i¢in um;+vM;=1 olacak gckilde u ve v
tamsayilart vardir. x;=v . M;j dersek xj=1
(mod m;) ve x;=0 (mod mj), j#ielde edilir.

Cinlilerin Kalan Teoremi bazi 6zelliklere sahip
uygun tamsayilarin ve tamsayi dizilerinin
varligim gostermek icin akallica kullanilabilir.
Zaman zaman olimpiyat sorulan arasinda da
boyle uygulamalara rastlaniyor.

Ornek 1: Her biri uygun bir tam sayinin
karesine béliinebilen 1000 tane ardigik tamsay1
var mudir?

Bir tamsaynin karesine bgliinebilme,bir asal
saymnn karesine boliinebilmeye denk oldugu igin
problem p?| (N+i), i = 1, ..., 1000 olacak
sekilde p; asal sayilart ve N tamsayisinin

‘bulunup bulunamayacagin sormaktadr.

Sonsuz tane asal say1 oldugu icin 1000 tane
farkl1 asal say1 bulabilifiz. Bunlan

D1 P2 - » P1000-ile gOsterelim ve

m;=p? i=1, .., 1000 diyelim. Asikdr olarak
m; sayilan ikiser ikiger aralannda asaldirlar ve
dolayst ile Cinlilerin Kalan Teoremine gore

(mod m1)
(mod my)

x=-1
x=-2

x=-1000 (mod mjgoo)

denklemleri saglanacak sekilde birx =N
tamsayisi vardir. N+1, N+2, ... , N+1000
ardigik tamsayilarmnin her biri bir tam saymin
karesine boluniir.-

30). Uluslararas1 Matematik Olimpiyatlan'nda
(1989)-su soru sorulmustur:




Ornek 2: Her pozitif n tam sayist igin hig biri
uygun bir asal sayinin kuvveti olmayan n tane
ardigik tamsayinin bulundugunu kamtlaym.

Ve onerilen ¢oziim su idi: N = [(n+1)!]2 + 1
diyelim. Elbette her j € {1,2, ...,n} icin 1+j
sayist N+j nin bir bolenidir. Uygun bir j icin N+j
bir p asal sayisinin kuvveti olsa 1+j = pf ve

N+j = p® olacak sekilde r ve s pozitif tamsayilan
bulunur. r < s dir. N+j = (1+j) + (n+1)1)? ve
prU[(n+1)!1? oldugunda pr+1i(14j) elde ederiz
ki bu miimkiin degildir. Su halde N+1, N+2, ...
, N+n ardigik tamsayilar istenen kogulu
saglayan bir dizi olugtururlar.

Cinlilerin Kalan Teoremi'nden istifade ile s6yle
bir ¢0ziim de verebiliriz: :

Bir tams_ay'lmh bir asal sayinin kuvveti olmamast
demek en az iki farkh asal béleni bulunmas
demektir. 2n tane farkl: asal say1 alalim. Bunlan
P1; P3; P3s - » P2n ile gosterelim ve
mi=py-1p2i,. 1=12,..,n

diyelim. m; sayilan ikiser ikiser aralarinda
asaldirlar. Cinlilerin Kalan Teoremi'nden

N=- (méd my)
=-2 (mod my)
N=-n (mod - my) -

olacak sekilde bir N (pozitif) tam sayisimn
bulundufunu biliyoruz. N+1, N+2, ..., N+n
isterien Ozelliklere sahip bir dizi olur.

Bu yaziy1, konuyu ne kadar kavradigimizi
anlamaniza ve uygulamadaki becerinizi tammariiz
ve gelistirmenize vesile olacak alistirma ve
problemlerle tamamlayalim.

Alstirma 1.

sistemini saglayan en kiiclik pozitif tamsay1y1
bulunuz. Bu 6mekten hareketle Cinlilerin Kalan
Teoreminin daha genel olarak nasil ifade ve ispat
edilebilecegini diigtiniiniiz.

Aligtirma 2. m ve n pozitif tamsayilar,d ve e
sirastyla bunlann en biiylik ortak boleni ve en
kiictik ortak kat1 olsun. a ve b tamsayilar olmak
lizere - -

X=a (ﬁiod m) ve x=b (mod n)

denklemlerinin bir ortak ¢oztimiiniin bulunmas:
icin gerek ve yeter sart

a=b (mod d)

olmasidir. Eger bir ¢oziim varsa, 0 <x<e
kosulunu saglayan tam bir tane gozum vardrr.

Ispatlayin.

Problem 1. Hern pozitif tam say1st igin ardigik-
dyle n tane tamsaymnin bulunabilecegini gosterin
ki bunlann her biri i¢in onu boliip digerlerini
bélmeyen bir tamsay1 bulunsun.

Problem 2. n ve d pozitif tamsayilar olsun.. - ..
Ardigik terimleri arasindaki fark 2d ve uzunlugu
n olan ve tek sayilardan olugan 8yle bir

aj, 3, ... ; ap aritmetik dizisi var midir ki, her
je {1,2,..,n} icin budizinin j-inci terimi
aj,'yi bolen dlgcr terimleri bo]meyen _] Lane asal
sayt bulunsun.

Iste size zor bir problem:

Problem 3. Uygun n posz tamsayisi igin
2041 sayisinin asal oldugunu biliyoruz -
(n=1,2, 4). Acaba k pozitif bir tamsayl
olmak tizere (k . 2"+ 1)ne Ny dizisirin terimleri
arasinda muhakkak en az bir asal say1 bulunur
mu? Baska bir deyisle (k . 204+1)e iy dizisinin
hig bir terimi asal say1 olmayacak sckilde bir k
tamsayis1 var mdir?

Iyi gahgmalar!



