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Cizgeler Kurami

Hemen Hemen Her Sonlu
Cizge Asimetriktir

Kayhan Zemin

Eger bir ¢izgenin 6zdeslik, yani Id fonksiyonun- Q kimesindeki asimetrik ¢izge sayisi a,, olsun.
dan baska otomorfizmasi yoksa, bu ¢izgeye a4
asimetrik denir. Iste en kiiciik asimetrik cizge: Hn = (gj

2

sayis1, asimetrik cizgelerin Q kiimesindeki orani-
dir. Bu yazida bu oranin 1’e yakinsadigini, yani
lim,, o, py, = 1
esitligini kanitlayacagiz. Boylece buyiik # dogal sa-
yilart i¢in asimetrik ¢izge sayisinin hemen hemen
toplam cizge sayisi kadar oldugu anlagilacak.
Asimetrik ¢izge bulmak hig kolay degildir. Ama Kanmitimizin iskeletini olusturacak olan basit
bu zorluk anlagilan, asimetrik ¢izgelerin enderligin-  bir 6nsavla baglayalim.
den degil, beynimizin simetrisiz diigiinmede zorlan-
masindan kaynaklanmaktadir. Nitekim hemen he- Onsav 1 [Burnsidel]. Sonlu bir G grubu sonlu
men her sonlu cizge asimetriktir. Bir baska deyisle,  bir V kiimesine etkisin. O zaman V’deki yoriinge
buiytk bir 7 dogal sayisi icin 7 noktali rastgele bir  sayisi, G’nin elemanlarinin sabitledigi ortalama ele-
cizge se¢seniz, bu ¢izge ¢ok buytik bir olasilikla asi-  man sayisina, yani
metrik olacaktir. Bu yazida bunu kanitlayacagz. 1 .
) . — Z ¢l Fixy(g)|
Tam olarak neyi kanitlayacagimizi aciklayalim. |G| <8¢

n elemanli bir V kiimesi alalim. sayisina esittir.
V={1,2,.. n Kamt: A = {(g, x) € G x V: gx = x} kimesini
olabilir mesela. Noktalar kiimesi V olan cizgelerden  iki degisik bicimde sayalim. Eger saymayi g € G
olusan kiimeye Q diyelim. Q’nin tam lizerine toplayarak yaparsak,
2[3) 1A1=Y I Fixy(g)] )

tane elemam vardir. Nitekim noktalar kiimesi V' buluruz. Simdi de saymay1 x € X iizerine yapalhm.
olan bir X cizgesi bagintilariyla, yani E(X) olarak ~ Okurun,

simgelenen bagintilar kiimesiyle belirlenir ve E(X) Gx={gx:g¢e G}
de, V’nin 2 elemanli altkiimeler kiimesi olan = x’in G-yOrlingesi
©-(V)'nin bir altkiimesidir. Demek ki cV
; ve
|Q|=|@(§02(V))|=2|92(V)|=2(2j. Gx={g€ G:gx =x}
= x’in G’deki sabitleyicisi
Bu yazida Q kiimesiyle @(0,(V)) kimesini <G

Ozdeslestirecegiz. (Q’daki ¢izgelerin noktalar1  tamimlariyla,
V’nin elemanlar: olarak bastan belirlenmis oldu- |Gl = 1GxIIG,

gundan, ’daki cizgeler bagintilar kiimesi tarafin-

dan tamamen belirlenir.) 1 Halk arasinda Burnside Onsavi olarak bilinen bu 6nsav as-
linda Burnside’dan daha eskidir, Frobenius’a, hatta Cauchy’ye
kadar uzanir.
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esitligini bildigini varsayiryoruz2. Her yoriingeden
bir eleman (temsilci) secelim ve bu temsilcilerden
olugan kiimeye Y diyelim. Bu durumda,

Kel
A= G 1= e

Gl
zzy€Y|Gy|—|Gy| =2,y Gl
=IGIY]

yani

|AlI=IGIYI 2)

olur. (1) ve (2) esitliklerinden istedigimiz ¢ikar. [

G = Sym(V) olsun. G grubu Q {izerine dogal
olarak etkir. Bu etkimeyi soyle gorebiliriz: G, el-
bette V tzerine etkir; dolayisiyla ¢,(V) tizerine de
etkir; dolayisiyla @ (,(V)) = Q tuzerine de etkir.

X e Q igin, X’in G-yoriingesi GX, elbette X’e
izomorf olan cizgelerden olusur; ne de olsa g, X ile
gX arasindaki izomorfizmadir.

Gy = Aut(X)
esitligi de bariz bicimde dogrudur. Demek ki X’e
izomorf ¢izge sayisi,

IGI  IGI  n
IGx | lAut(X)! |Aut (X)!

IGX =

olur.
Simdi, yukardaki onsavdaki A kiimesinin bu
kapsamda esi olan,
A={gX) eGxQ:gX=X)]
={(g, X) e G xQ: g eAut(X)}
kiimesinin elemanlarini g € G lzerine toplayarak
hesaplayalim. Bir g € G sabitleyelim. Eger g €
Aut(X) ise, X’in bagintilar kiimesi, X’in her bagin-
tist igin, bu bagintinin (g)-yoriingesini de igerir; ya-
ni E(X) kiimesi ¢, (V) nin (g)-yortngelerinden olu-
sur. Ve bu kosul sadece gerek degil, ayrica yeterdir
de: Eger E(X) kiimesi ,(V)’nin (g)-yoriingelerin-
den olusuyorsa o zaman g € Aut(X) olur. Dolayi-
siyla eger (V) deki (g)-yortnge sayisi 7 ise, g tam
tamina 27 tane farkli ¢izgenin otomorfizmasidir:
(X e Q:ge Aut(X)}| = 2.
Bu 7 sayisini y(g) olarak gosterelim:
y(g) = @,(V)deki (g)-yoriinge sayisi.
Demek ki

2 Nitekim, kolayca kanitlanabilecegi tizere, gG, — gx fonksiyo-
nu G/G,, sol 6telemeler (coset’ler) kiimesinden Gx yoriingesi-
ne giden bir eglemedir.
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IAl=3 62"

olur. Burnside Onsavi’na gore, Q'nin G-yoriingesi
sayisi, yani birbirine izomorf olmayan ¢izge saysi,

1

7 geG

y(g)

olur. Simdi bu say1 hakkinda genel bir bilgi edinelim:

Onsav 2. Q’mn izomorf olmayan cizge sayisi,
yani G-yériingesi sayist lim,,_,,, o(n) = 0 esitligini

9

1+ O(n))T

saglayan bir o(n) dizisi icin

olur.

Kanit: Bir g € G elemaninin destegi, g’nin sa-
bitlemedigi, yani yerinden oynattig1 elemanlar kii-
mesidir. Bir g elemani ne kadar fazla eleman sabit-
liyorsa, yani destegi ne kadar kigiikse, Vve @,(V)
kiimelerindeki yoriingeleri o kadar kigiik, dolayi-
styla yoriinge sayilari da o kadar biiyiik olur. Or-
negin Idy € G elemaninin her yoriingesi tek bir ele-
mandan olusur, dolayisiyla ¢,(V) kumesindeki
yoOriinge sayist (maksimal sayi olan)

o

olur. Egera# b € Vigin g = (a, b) e G ikili dongii-
sliyse, g-yortingelerinin ya 1 ya da 2 elemani vardir.
Nitekim bu durumda g-yo6riingeler sunlardir:
L. {{a, b}},
2. Her x € V\{a, b} icin {{a, x}, {b, x}},
3.Her x,y € V\{a, b} icin {{x, y}}.
Demek ki g-yoriingesi sayist

. n—2
+n-2)+ )

olur. Bu 1sinma hareketlerinden sonra ciddi hesap-
lara gegelim.

g" =1 ise, bir (g)-yorungesinde en fazla 7 tane
eleman vardir, o elemanlar da

X, gX, g2X, ..., g1X

biciminde yazilan cizgelerdir. (Ama bunlardan bazi-
lar1 birbirine egit olabilir.) Ve yoriingelerde ne kadar
az eleman varsa, toplam yoriinge sayisi o kadar ar-
tar. Dolayisiyla, eger Idy elemanini saymazsak en
fazla yoriingeyi derecesi 2 olan elemanlar verir, ¢iin-
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ki bu elemanlarin yoriingelerinde ya 1 ya da 2 ¢iz-
ge vardir. Bunlar arasindan da en fazla yoriinge yu-
karda ele aldigimiz (a, b) ikili donguleri tarafindan
verilir.

Yukarda soylediklerimizden su ¢ikar: Destegi-
nin eleman sayisi 27 olan g € G elemanlari arasin-
da yoriinge sayisi en biiytik olanlar, 7 tane ikili ay-
rik dongtden olusan g’lerdir. Simdi bu tiir bir ele-
manin yoriinge sayisini hesaplayalim. ki elemanlt
yortingeleri teker teker siralayalim:

1. g’nin desteginde olan ama aynmi dongide bu-
lunmayan x #y € Vigin

{{x, ¥}, {gx, gy}
kiimesi iki elemanli bir yorungedir ve bunlardan
rir—1)
tane vardir.
2. ¢’nin desteginde olan x ve g’nin desteginde
olmayan bir y igin
{{x, ¥1, {gx, y}}
kiimesi iki elemanli bir yorungedir ve bunlardan
r(in —2r)
tane vardir.
Demek ki 2 elemanli yoriinge sayisi
rir—=1)+rn=2r)=r(n—r-1)
olur.

Tek elemanl yoriinge sayist da bunlarin digin-

da kalanlardir ve onlardan da

-2 1
5| r(n—r—1)

tane vardir. Dolayisiyla toplam g-yoriinge sayisi

n n
rin—r -1+ ) —2r(n—-r -1 |= ) —r(n—r-1)

olur.

Simdi m < n — 2 herhangi bir dogal say1 olsun.
m’nin degerini daha sonra isimize geldigi gibi belir-
leyecegiz. G’nin elemanlarini Ug sinifa ayiralim:

e () smufi: Sadece Idy elemani. Bu sinifta 1 ta-
ne eleman vardir.

e () sinifi: Destegi en fazla m elemanli olan ve
Idy’den degisik elemanlar. Bu sinifta en fazla

-

tane eleman vardir.

n! m

<n

(n —m)!

e 03 smuft: Geri kalanlar. Bu sinifta en fazla
n! < n”

tane eleman vardir.
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Her bir sinifin elemanlarinin yoriinge sayisinin
tstsinirini bulacagiz.

67 smft igin: Idy/in yoriinge sayist tam tamina
olur.

WIdy) =2@.

05 smifi igin: G5’nin elemanlar1 arasindan
maksimum yoriinge sayisi, bir tek ikili dongtiden
olusan elemanlar tarafindan elde edilir. Bunlarin
yoriinge sayisini yukarda belirlemistik: g € ¢ icin

n
e)=| 5 |~n=2.

03 smifi i¢in: 63’Un elemanlart arasindan
maksimum yoriinge sayisi, #/2 tane ikili dongu-
lerden olusan elemanlar tarafindan elde edilir.
Bunlarin yoriinge sayisini da yukarda belirlemis-

5

Zg G 28 < 2(3) +nm2(g)_(n_2) +n"2(§j_%

)

tik: g € C3 icin

ek

Demek ki,

m

2

nm

4

nm
140272 L0 4|,

Bundan da énsavin kanitini bitirmek igin,
nmQ—n+2 4 yn)-nml4
dizisinin ya da
nmQ—n 4 pn)—nmi4

dizisinin limitinin 0 oldugunu kanitlamanin yeterli
oldugu anlagiliyor. Bu iki ifadenin her birinin limi-
tinin ayri ayri 0 oldugunu gostermeliyiz.

Bunun i¢in 6zel bir 72 sececegiz. ¢ > 4 ve iki ta-
baninda tanimlanmis log fonksiyonu igin,

m = [c log n]

olsun. Once birinci terimin 0’a gittigini kanitlaya-
lim: 2108 7 =  esitligini kullanarak ve yeterince bii-
yuk 7 alarak,

m clogn clog?n
ma-n _ 1 n _2 _ clog?n-n
n 2 =27Z < p = o =2
buluruz. lim,,_,(c log? n — n) = —0 oldugundan

(metnin sonundaki nota bakiniz), birinci terimin
0’a gittigi anlagilir.
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Ikinci terime bakalim simdi.

mz—nm/4 _ " _ n"
- 2nm/4 - 2n(c/4)logn

n

n n(1-c/4)
n

ncld ~
n

ve 1 — ¢/4 < 0 oldugundan, ikinci terim de 0’a gi-

der. ]

Simdi artik asimetrik ¢izgelerin tim cizgelere
oraninin, nokta sayisi # sonsuza gittiginde 1’e git-
tigini kanitayabiliriz.

Giristen p,, oranmni animsayiniz. Bu say1 asi-
metrik cizgelerin tim ¢izgelere orani olarak tanim-
lanmigti. Asimetrik olmayan bir X ¢izgesinin yo-
riingesinin eleman sayisi

n! n!
—_— S J—
[Aut X |~ 2
oldugundan, asimetrik olanlarin yoriingesinde de

IGX | =

tam 7! tane eleman bulundugundan, bir yoringe-
nin ortalama eleman sayisi,

Ly GX]

)

olur. Yoriinge sayist da bir onceki onsav tarafin-
dan verildi. Demek ki

n

)

@ﬂléfﬂj(1+om»3——

n!

¢arpimu ¢izge sayisindan, yani

)

sayisindan buytiktiir:

En!w] 1+ of) =— >2(2)
2 n!

Bundan,

1+py,
2

¢ikar. Carpmay: ve bariz sadelegtirmeleri yapalim:

(1+ ofr)) > 1

L, + o(n) + p,o(n) > 1.
Ama ayrica lim o(n) = 0 ve 0 < p,, < 1 oldugundan,

lim p,, o(n) = 0 olur. Son iki satirdan,
lim p, > 1,
yani
limp, =1
cikar. Demek ki sonlu ¢izgelerin ¢ok buiyiik bir ¢o-
gunlugu, hatta tamamina yakini asimetrikmig. [

Not: Onsav 2’nin sonlarina dogru kullandigi-
miz
lim,,_,.(c log? n — n) = —o0
esitligini kanitlayalim. Once
lim, ,(clog n—n) =—-o
esitligini gorelim.
C

- n
zclogn n -Z N

2

oldugundan

lim,,_,(c log n — n) = —0
olur. Simdi buradan hareketle,

clog2n—n <clog?n—n?
= (V¢ log n — n)(Nc log n + n)

bulunur. Sag tarafin limiti oldugunu gormistiik.
Demek ki sol taraf da —o’a iraksar. #
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