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E¤er bir çizgenin özdefllik, yani Id fonksiyonun-
dan baflka otomorfizmas› yoksa, bu çizgeye���������denir. ‹flte en küçük asimetrik çizge:

Asimetrik çizge bulmak hiç kolay de¤ildir. Ama
bu zorluk anlafl›lan, asimetrik çizgelerin enderli¤in-
den de¤il, beynimizin simetrisiz düflünmede zorlan-
mas›ndan kaynaklanmaktad›r. Nitekim hemen he-
men her sonlu çizge asimetriktir. Bir baflka deyiflle,
büyük bir n do¤al say›s› için n noktal› rastgele bir
çizge seçseniz, bu çizge çok büyük bir olas›l›kla asi-
metrik olacakt›r. Bu yaz›da bunu kan›tlayaca¤›z.
Tam olarak neyi kan›tlayaca¤›m›z› aç›klayal›m.

n elemanl› bir V kümesi alal›m.
V = {1, 2, ..., n}

olabilir mesela. Noktalar kümesi V olan çizgelerden
oluflan kümeye  diyelim.  ’n›n tam 

tane eleman› vard›r. Nitekim noktalar kümesi V

olan bir X çizgesi ba¤›nt›lar›yla, yani E(X) olarak
simgelenen ba¤›nt›lar kümesiyle belirlenir ve E(X)
de, V’nin 2 elemanl› altkümeler kümesi olan
!2(V)’nin bir altkümesidir. Demek ki 

Bu yaz›da  kümesiyle !(!2(V)) kümesini
özdefllefltirece¤iz. ( ’daki çizgelerin noktalar›
V’nin elemanlar› olarak bafltan belirlenmifl oldu-
¤undan,  ’daki çizgeler ba¤›nt›lar kümesi taraf›n-
dan tamamen belirlenir.)

 kümesindeki asimetrik çizge say›s› an olsun.

say›s›, asimetrik çizgelerin  kümesindeki oran›-
d›r. Bu yaz›da bu oran›n 1’e yak›nsad›¤›n›, yani

limn"# $n = 1
eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. Böylece büyük n do¤al sa-
y›lar› için asimetrik çizge say›s›n›n hemen hemen
toplam çizge say›s› kadar oldu¤u anlafl›lacak.

Kan›t›m›z›n iskeletini oluflturacak olan basit
bir önsavla bafllayal›m.

Önsav 1 [Burnside1]. Sonlu bir G grubu sonlu

bir V kümesine etkisin. O zaman V’deki yörünge

say›s›, G’nin elemanlar›n›n sabitledi¤i ortalama ele-

man say›s›na, yani

say›s›na eflittir.
Kan›t: A = {(g, x) % G & V : gx = x} kümesini

iki de¤iflik biçimde sayal›m. E¤er saymay› g % G

üzerine toplayarak yaparsak,

buluruz. fiimdi de saymay› x % X üzerine yapal›m.
Okurun,

Gx = {gx : g % G}
= x’in G-yörüngesi
' V

ve
Gx = {g % G : gx = x} 

= x’in G ’deki sabitleyicisi 
≤ G

tan›mlar›yla, 
|G| = |Gx||Gx|

Çizgeler Kuram›

Hemen Hemen Her Sonlu 

Çizge Asimetriktir

Kayhan Zemin

1 Halk aras›nda Burnside Önsav› olarak bilinen bu önsav as-
l›nda Burnside’dan daha eskidir, Frobenius’a, hatta Cauchy’ye
kadar uzan›r.



eflitli¤ini bildi¤ini varsay›yoruz2. Her yörüngeden
bir eleman (temsilci) seçelim ve bu temsilcilerden
oluflan kümeye Y diyelim. Bu durumda,

yani

olur. (1) ve (2) eflitliklerinden istedi¤imiz ç›kar. n

G = Sym(V) olsun. G grubu  üzerine do¤al
olarak etkir. Bu etkimeyi flöyle görebiliriz: G, el-
bette V üzerine etkir; dolay›s›yla !2(V) üzerine de
etkir; dolay›s›yla !(!2(V)) =  üzerine de etkir.

X %  için, X’in G-yörüngesi GX, elbette X ’e
izomorf olan çizgelerden oluflur; ne de olsa g, X ile
gX aras›ndaki izomorfizmad›r.

GX = Aut(X)
eflitli¤i de bariz biçimde do¤rudur. Demek ki X ’e
izomorf çizge say›s›,

olur.
fiimdi, yukardaki önsavdaki A kümesinin bu

kapsamda efli olan,
A = {(g, X) % G &( : gX = X}

= {(g, X) % G &( : g %Aut(X)}
kümesinin elemanlar›n› g % G üzerine toplayarak
hesaplayal›m. Bir g % G sabitleyelim. E¤er g %

Aut(X) ise, X ’in ba¤›nt›lar kümesi, X ’in her ba¤›n-
t›s› için, bu ba¤›nt›n›n )g*-yörüngesini de içerir; ya-
ni E(X) kümesi !2(V)’nin )g*-yörüngelerinden olu-
flur. Ve bu koflul sadece gerek de¤il, ayr›ca yeterdir
de: E¤er E(X) kümesi !2(V)’nin )g*-yörüngelerin-
den olufluyorsa o zaman g %(Aut(X) olur. Dolay›-
s›yla e¤er !2(V)’deki )g*-yörünge say›s› r ise, g tam
tam›na 2r tane farkl› çizgenin otomorfizmas›d›r:

|{X %  : g % Aut(X)}| = 2r.
Bu r say›s›n› y(g) olarak gösterelim:

y(g) = !2(V)’deki )g*-yörünge say›s›.
Demek ki 

olur. Burnside Önsav›’na göre,  ’n›n G-yörüngesi
say›s›, yani birbirine izomorf olmayan çizge say›s›,

olur. fiimdi bu say› hakk›nda genel bir bilgi edinelim:

Önsav 2.  ’n›n izomorf olmayan çizge say›s›,
yani G-yörüngesi say›s› limn"# o(n) = 0 eflitli¤ini

sa¤layan bir o(n) dizisi için

olur.
Kan›t: Bir g % G eleman›n›n deste¤i, g’nin sa-

bitlemedi¤i, yani yerinden oynatt›¤› elemanlar kü-
mesidir. Bir g eleman› ne kadar fazla eleman sabit-
liyorsa, yani deste¤i ne kadar küçükse, V ve !2(V)
kümelerindeki yörüngeleri o kadar küçük, dolay›-
s›yla yörünge say›lar› da o kadar büyük olur. Ör-
ne¤in IdV %G eleman›n›n her yörüngesi tek bir ele-
mandan oluflur, dolay›s›yla !2(V) kümesindeki
yörünge say›s› (maksimal say› olan) 

olur. E¤er a + b % V için g = (a, b) % G ikili döngü-
süyse, g-yörüngelerinin ya 1 ya da 2 eleman› vard›r.
Nitekim bu durumda g-yörüngeler flunlard›r:

1. {{a, b}},
2. Her x % V \ {a, b} için {{a, x}, {b, x}}, 
3. Her x, y % V \ {a, b} için {{x, y}}.

Demek ki g-yörüngesi say›s› 

olur. Bu ›s›nma hareketlerinden sonra ciddi hesap-
lara geçelim.

gn = 1 ise, bir )g*-yörüngesinde en fazla n tane
eleman vard›r, o elemanlar da 

X, gX, g2X, ..., gn,1X

biçiminde yaz›lan çizgelerdir. (Ama bunlardan baz›-
lar› birbirine eflit olabilir.) Ve yörüngelerde ne kadar
az eleman varsa, toplam yörünge say›s› o kadar ar-
tar. Dolay›s›yla, e¤er IdV eleman›n› saymazsak en
fazla yörüngeyi derecesi 2 olan elemanlar verir, çün-
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2 Nitekim, kolayca kan›tlanabilece¤i üzere, gGx gx fonksiyo-
nu G/Gx sol ötelemeler (coset’ler) kümesinden Gx yörüngesi-
ne giden bir efllemedir.



kü bu elemanlar›n yörüngelerinde ya 1 ya da 2 çiz-
ge vard›r. Bunlar aras›ndan da en fazla yörünge yu-
karda ele ald›¤›m›z (a, b) ikili döngüleri taraf›ndan
verilir.

Yukarda söylediklerimizden flu ç›kar: Deste¤i-
nin eleman say›s› 2r olan g % G elemanlar› aras›n-
da yörünge say›s› en büyük olanlar, r tane ikili ay-
r›k döngüden oluflan g’lerdir. fiimdi bu tür bir ele-
man›n yörünge say›s›n› hesaplayal›m. ‹ki elemanl›
yörüngeleri teker teker s›ralayal›m:

1. g’nin deste¤inde olan ama ayn› döngüde bu-
lunmayan x + y % V için

{{x, y}, {gx, gy}}
kümesi iki elemanl› bir yörüngedir ve bunlardan

r(r , 1)
tane vard›r.

2. g’nin deste¤inde olan x ve g’nin deste¤inde
olmayan bir y için 

{{x, y}, {gx, y}}
kümesi iki elemanl› bir yörüngedir ve bunlardan

r(n , 2r)
tane vard›r. 

Demek ki 2 elemanl› yörünge say›s›
r(r , 1) + r(n , 2r) = r(n , r , 1)

olur. 
Tek elemanl› yörünge say›s› da bunlar›n d›fl›n-

da kalanlard›r ve onlardan da

tane vard›r. Dolay›s›yla toplam g-yörünge say›s›

olur.
fiimdi m ≤ n , 2 herhangi bir do¤al say› olsun.

m’nin de¤erini daha sonra iflimize geldi¤i gibi belir-
leyece¤iz. G’nin elemanlar›n› üç s›n›fa ay›ral›m:

- C1 s›n›f›: Sadece IdV eleman›. Bu s›n›fta 1 ta-
ne eleman vard›r. 

- C2 s›n›f›: Deste¤i en fazla m elemanl› olan ve
IdV’den de¤iflik elemanlar. Bu s›n›fta en fazla 

tane eleman vard›r.
- C3 s›n›f›: Geri kalanlar. Bu s›n›fta en fazla 

n! < nn

tane eleman vard›r.

Her bir s›n›f›n elemanlar›n›n yörünge say›s›n›n
üsts›n›r›n› bulaca¤›z.

C1 s›n›f› için: IdV’in yörünge say›s› tam tam›na
olur.

C2 s›n›f› için: C2’nin elemanlar› aras›ndan
maksimum yörünge say›s›, bir tek ikili döngüden
oluflan elemanlar taraf›ndan elde edilir. Bunlar›n
yörünge say›s›n› yukarda belirlemifltik: g % C2 için

C3 s›n›f› için: C3’ün elemanlar› aras›ndan
maksimum yörünge say›s›, m/2 tane ikili döngü-
lerden oluflan elemanlar taraf›ndan elde edilir.
Bunlar›n yörünge say›s›n› da yukarda belirlemifl-
tik: g % C3 için

Demek ki,

Bundan da önsav›n kan›t›n› bitirmek için,
nm2,n+2 + nn2,nm/4

dizisinin ya da
nm2,n + nn2,nm/4

dizisinin limitinin 0 oldu¤unu kan›tlaman›n yeterli
oldu¤u anlafl›l›yor. Bu iki ifadenin her birinin limi-
tinin ayr› ayr› 0 oldu¤unu göstermeliyiz. 

Bunun için özel bir m seçece¤iz. c > 4 ve iki ta-
ban›nda tan›mlanm›fl log fonksiyonu için,

m = [c log n]
olsun. Önce birinci terimin 0’a gitti¤ini kan›tlaya-
l›m: 2log n = n eflitli¤ini kullanarak ve yeterince bü-
yük n alarak,

buluruz. limn"#(c log2 n , n) = ,# oldu¤undan
(metnin sonundaki nota bak›n›z), birinci terimin
0’a gitti¤i anlafl›l›r. 
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‹kinci terime bakal›m flimdi.

ve 1 , c/4 < 0 oldu¤undan, ikinci terim de 0’a gi-
der. n

fiimdi art›k asimetrik çizgelerin tüm çizgelere
oran›n›n, nokta say›s› n sonsuza gitti¤inde 1’e git-
ti¤ini kan›tayabiliriz.

Giriflten $n oran›n› an›msay›n›z. Bu say› asi-
metrik çizgelerin tüm çizgelere oran› olarak tan›m-
lanm›flt›. Asimetrik olmayan bir X çizgesinin yö-
rüngesinin eleman say›s›

oldu¤undan, asimetrik olanlar›n yörüngesinde de
tam n! tane eleman bulundu¤undan, bir yörünge-
nin ortalama eleman say›s›,

olur. Yörünge say›s› da bir önceki önsav taraf›n-
dan verildi. Demek ki 

çarp›m› çizge say›s›ndan, yani 

say›s›ndan büyüktür:

Bundan,

ç›kar. Çarpmay› ve bariz sadelefltirmeleri yapal›m:
$n + o(n) + $no(n) > 1.

Ama ayr›ca lim o(n) = 0 ve 0 ≤ $n ≤ 1 oldu¤undan,

lim $n o(n) = 0 olur. Son iki sat›rdan,
lim $n ≥ 1,

yani
lim $n = 1

ç›kar. Demek ki sonlu çizgelerin çok büyük bir ço-
¤unlu¤u, hatta tamam›na yak›n› asimetrikmifl. n

Not: Önsav 2’nin sonlar›na do¤ru kulland›¤›-
m›z

limn"#(c log2 n , n) = ,#
eflitli¤ini kan›tlayal›m. Önce

limn"#(c log n , n) = ,#
eflitli¤ini görelim. 

oldu¤undan
limn"#(c log n , n) = ,#

olur. fiimdi buradan hareketle,
c log2 n , n < c log2 n , n2

= (√c log n , n)(√c log n + n)
bulunur. Sa¤ taraf›n limiti oldu¤unu görmüfltük.
Demek ki sol taraf da ,#’a ›raksar. «

Kaynakça:
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