
Not: Kan›tlayamad›¤›n›z bir soruyu sonraki
sorularda kullanabilirsiniz.

Tan›mlar. X   2, düzlemin bir altkümesi ol-
sun. E¤er her A, B ! X için, AB do¤ru parças› X ’in
bir altkümesiyse, X ’e 
��������denir.

P = (p1, p2) ve Q = (q1, q2) düzlemin iki nok-
tas›ysa, P + Q ve P " Q noktalar›n›n,

P # Q = (p1 # q1, p2 # q2)
olarak tan›mland›¤›n› biliyoruz. E¤er r !  ise

rP = (rp1, rp2)
olsun. 

E¤er X ve Y düzlemin iki altkümesiyse, X + Y
ve X " Y kümeleri

X # Y = {P # Q : P ! X, Q ! Y}
olarak tan›mlans›n. rX ve "X gibi kümelerin tan›-
m› bariz olmal›.

Soru 1. A ve B düzlemde iki nokta olsun. 
AB = {tA + (1 " t)B : t ! [0, 1]}

eflitli¤ini kan›tlay›n. (Burada AB, A ile B noktalar›

taraf›ndan belirlenen do¤ru parças› anlam›na gel-

mektir.)

Yan›t: E¤er a ≤ p ≤ b ise,

tan›m›n› yapal›m. O zaman t ! [0, 1] ve kolay bir
hesapla görülece¤i üzere,

p = ta + (1 " t)b
olur. fiimdi yukar›daki flekle bakarak, i = 1, 2 için,

tan›m›n› yapal›m. Demek ki,
pi = tiai + (1 " ti)bi

olur. Ama Tales Teoremi’nden dolay› 
t1 = t2

eflitli¤i geçerlidir. E¤er t = t1 = t2 tan›m›n› yapar-
sak,

P = tA + (1 " t)B
olur. Demek ki

AB  {tA + (1 " t)B : t !  }
olur. Ters içindeli¤i kan›tlamak da kolay.

Soru 2. Herhangi (sonlu ya da sonsuz say›da)
d›flbükey kümenin arakesitinin d›flbükey oldu¤unu

kan›tlay›n›z.

Kan›t: i ! I için Xi d›flbükey bir küme olsun. A
ve B noktalar› $i!I Xi arakesitinde olsun. O za-
man her i ! I için A ve B noktalar› Xi kümesinde
olur. Ama Xi kümesi d›flbükey oldu¤undan, bun-
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dan AB do¤ru parças›n›n Xi kümesinin bir altkü-
mesi oldu¤u ç›kar. Bu dedi¤imiz her i ! I için do¤-
ru oldu¤undan, AB do¤ru parças› $i!I Xi arakesi-
tinin bir altkümesidir. Dolay›s›yla $i!I Xi arakesi-
ti d›flbükeydir.

Soru 3. E¤er X ve Y d›flbükeyse ve r !  ise, 
X + Y, rX ve X " Y

kümelerinin d›flbükey olduklar›n› kan›tlay›n.
Kan›t: A, B ! X + Y olsun. A1, B1 ! X ve A2,

B2 ! Y için, A = A1 + A2 ve B = B1 + B2 olsun. E¤er
t ! [0, 1] ise,

tA + (1 " t)B = t(A1 + A2) + (1 " t)(B1 + B2)
= (tA1 + (1 " t)B1) + (tA2 + (1 " t)B2)
! X + Y

olur. Birinci soruya göre X + Y d›flbükeydir.
rX ’in d›flbükey oldu¤unu göstermek de kolay.
X " Y = X + ("1)Y oldu¤undan, X " Y ’nin d›fl-

bükeyli¤i ilk iki sorudan ç›kar.

Soru 4. U   2 düzlemin herhangi bir altkü-

mesi olsun. U ’yu içeren en küçük d›flbükey küme-

nin oldu¤unu kan›tlay›n. Yani öyle bir X   2 ol-

du¤unu kan›tlay›n ki,
a) U  X ve X d›flbükeydir,
b) E¤er Y yukardaki iki özelli¤i sa¤l›yorsa, o

zaman X  Y olur.
U ’yu içeren en küçük d›flbükey kümeye U ’nun

d›flbükey zarf› ad› verilir.
Birinci Kan›t:  2, U ’yu (altküme olarak) içe-

ren d›flbükey bir kümedir. Demek ki U ’yu içeren
en az bir d›flbükey küme vard›r. U ’yu içeren tüm
d›flbükey altkümelerin arakesitine X diyelim. El-
bette U  X olur. Birinci soruya göre X d›flbükey-
dir. Demek ki U ’yu içeren tüm d›flbükey altküme-
lerin arakesiti gene U ’yu içeren d›flbükey bir altkü-
medir, dolay›s›yla U ’yu içeren tüm d›flbükey altkü-
melerin en küçü¤üdür.

‹kinci Kan›t: X0 = U olsun. n ! ! için Xn kü-
mesini tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Xn’nin tan›m-
land›¤›n› varsay›p Xn+1’i tan›mlayal›m. Xn+1 kü-
mesi, A, B ! Xn için, AB do¤ru parçalar›n›n bilefli-
mi olsun:

Xn+1 = %A, B !&Xn
AB

olsun. Elbette Xn  Xn+1 ve, dolay›s›yla, e¤er m ≤ n
ise Xm  Xn olur. fiimdi 

X = %n !&! Xn

olsun. X ’in istedi¤imiz küme oldu¤unu kan›tlamak
istiyoruz. X elbette Y ’yi içerir, çünkü X0 = U.

Önce X ’in d›flbükey oldu¤unu kan›tlayal›m. A,
B ! X olsun. O zaman, X ’in tan›m›na göre, belli
n, m ! ! göstergeçleri için, A ! Xn ve B ! Xm

olur. Diyelim m ≤ n, yani Xm  Xn. Demek ki hem
A hem de B noktas› Xn’de. Dolay›s›yla AB do¤ru
parças› Xn+1’de. Demek ki AB do¤ru parças› X ’te.

fiimdi Y, U ’yu altküme olarak içeren herhangi
bir d›flbükey küme olsun. n üzerine tümevar›mla
Xn  Y içindeli¤ini kan›tlayaca¤›z ve böylece 

X = %n !&! Xn  Y

olacak ve kan›t›m›z bitecek. n = 0 için bu içindelik
bariz: Xn = U  Y. fiimdi Xn  Y içindeli¤ini varsa-
y›p Xn+1  Y içindeli¤ini kan›tlayal›m. P !Xn+1 ol-
sun. Xn+1 kümesinin tan›m›ndan dolay›, öyle A, B
! Xn vard›r ki, P ! AB olur. Ama A, B ! Xn  Y

oldu¤undan ve Y d›flbükey oldu¤undan, AB  Y

olur. Demek ki P ! AB  Y. Böylece Xn+1  Y için-
deli¤i kan›tlanm›fl oldu.

Soru 5. n ≥ 3 için, düzlemde verilmifl

X1, X2, ..., Xn

d›flbükey kümelerinin her üçünün arakesiti bofl de-

¤ilse hepsinin arakesitinin de bofl olmad›¤›n› göste-

riniz.
Kan›t: n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.

E¤er n = 3 ise yap›lacak bir fley yok. Bundan
böyle n ≥ 4 olsun. E¤er n = 4 ise, V kümesi Xi

kümelerinin bileflimi olarak, e¤er n > 4 ise,
V = X5 $ X6 $ ... $ Xn

olarak tan›mlans›n.
v1 ! X2 $ X3 $ X4 $ V,
v2 ! X1 $ X3 $ X4 $ V,
v3 ! X1 $ X2 $ X4 $ V,
v4 ! X1 $ X2 $ X3 $ V

olsun. (Tümevar›m varsay›m›na göre bu kesiflimler
boflküme de¤ildirler.) v1, v2 ve v3 noktalar›ndan
her biri X4 kümesinin eleman›d›r. X4 kümesi d›fl-
bükey oldu¤undan bu noktalar›n oluflturdu¤u üç-
gen de bu kümenin altkümesidir. Dolay›s›yla e¤er
v4, di¤er üç noktan›n oluflturdu¤u üçgenin içindey-
se v4 ! X4, yani 

v4 ! X1 $ X2 $ X3 $ X4
olur ve istedi¤imiz kan›tlanm›fl olur. Bundan böyle
bu dört noktan›n d›flbükey bir dörtgen belirledi¤ini
varsayal›m. Diyelim [v1 v3] ve [v2 v4] do¤ru parça-
lar› d›flbükey dörtgenimizin iki köflegeni. z noktas›
bu köflegenlerin kesiflti¤i nokta olsun.

z ! [v1 v3]  X2 $ X4 $ V,
ve 
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z ! [v2 v4]  X1 $ X3 $ V

oldu¤undan, z ! X1 $ X2 $ X3 $ X4 $ V olur ve
istedi¤imiz kan›tlanm›fl olur.

Soru 6. Düzlemde kenarlar› eksenlere paralel

olan n tane X1, X2, ..., Xn dikdörtgeni verilmifl ol-

sun. E¤er bunlardan herhangi ikisi kesifliyorsa hep-

sinin kesiflti¤ini gösteriniz.
Kan›t: Bu soruda hem beflinci soruyu, hem de

onun özel bir halini kullanaca¤›z. Beflinci sorudan
dolay› her üç dikdörtgenin kesiflti¤ini göstermek
yeterlidir. Beflinci sorunun bir boyutlu halinden ya-
rarlanaca¤›z. Ayn› yöntemle beflinci sorunun bir
boyutlu halini de kan›tlayabiliriz:  ’de sonlu say›-
da kapal› aral›klar›n her ikisi kesifliyorsa, hepsi en
az bir noktada kesiflirler. fiimdi bizim dikdörtgen-
lerin x eksenindeki izdüflümlerini 

A1, A2, ..., An

ile gösterelim. Verilen koflullardan biliyoruz ki bu
kümelerden herhangi ikisi kesiflmektedir. Demek ki 

x ! A1 $ A2 $ ... $ An

olacak flekilde bir x bulabiliyoruz. Ayn› flekilde bu
dikdörtgenlerin y eksenine izdüflümlerini 

B1, B2, ..., Bn

ile gösterirsek, 
y ! B1 $ B2 $ ... $ Bn

olacak flekilde bir y de bulabiliriz. fiimdi aç›kça gö-
rülür ki (x, y)! X1 $ X2 $ ... $ Xn dir.

Soru 7. Gene düzlemde X1, X2, ..., Xn ve A d›fl-

bükey kümeleri verilmifl olsun. X1, X2, ..., Xn küme-

lerinin herhangi üçünün A’n›n bir öteleniflini kesti¤i-

ni kabul edelim. Yani her i, j, k ! {1, 2, ..., n} için, 
Xi $ (u + A) ' (, 
Xj $ (u + A) ' (, 
Xk $ (u + A) ' (

koflullar›n› sa¤layan bir u !  2 noktas›n›n oldu¤u-

nu varsayal›m. Burada varl›¤› söylenen u eleman› i,

j ve k göstergeçlerine göre de¤iflir elbette. u + A kü-

mesinin her Xi kümesini kesti¤i bir u !  2 noktas›-

n›n oldu¤unu kan›tlay›n.
Kan›t: Her i ! {1, 2, ..., n} için 

Bi = Xi "&A := {x " a : x ! Xi , a ! A} 
kümelerini düflünelim. Üçüncü soruya göre, Bi kü-
meleri d›flbükey kümelerdir. Elbette 

u ! Bi ) (u + A) $ Xi ' (. 
Verilen koflullardan bu d›flbükey kümelerin her üçü-
nün kesiflti¤ini de biliyoruz. Beflinci soruya göre ke-
siflimde bir u noktas› vard›r:

Bu u noktas› için,
(u + A) $ Xi ' (

olur.

Soru 8. x1, x2, ..., xn düzlemde verilmifl n tane

nokta olsun. E¤er bunlardan hangi üçünü al›rsak

alal›m bunlar› içine alacak R yar›çapl› bir daire bu-

labiliyorsak bu noktalar›n hepsini içine alacak R

yar›çapl› bir disk oldu¤unu gösteriniz.
Kan›t: Önce x1, x2, x3 noktalar›n› düflünelim.

Soruda verilenlerden biliyoruz ki, düzlemde öyle
bir p noktas› var ki, p merkezli ve R yar›çapl› da-
ire bu üç noktay› da içeriyor. Yani bu p noktas›n›n
x1, x2, x3 noktalar›na uzakl›klar› R’den büyük de-
¤ildir. Baflka bir deyiflle, p noktas› x1, x2, x3 mer-
kezli ve R yar›çapl› disklerin arakesitinde bulun-
maktad›r. 

fiimdi daha genel düflünelim: E¤er 
D1, D2, ..., Dn,

merkezleri s›ras›yla 
x1, x2, ..., xn

ve yar›çaplar› R olan daireleri gösteriyorlarsa bun-
lar›n her üçünun bofl olmayan bir arakesiti var de-
mektir. Daireler d›flbükey oldu¤undan, beflinci so-
ruya göre bunlar›n hepsinin arakesitinde olan bir a
noktas› vard›r. Tan›m gere¤i bu a noktas›n›n her
bir xi’ye uzakl›¤› R’den küçükeflittir. Dolay›s›yla
bu noktalar merkezi a olan ve yar›çap› R olan disk
içerisinde yer almaktad›rlar.

Soru 9. E¤er düzlemde al›nan A, B, C noktala-

r›n›n birbirlerine olan uzakl›klar› ≤ 1 ise o zaman

A, B, C noktalar›n›n yar›çap› 1/√3 olan bir daire-

nin içinde yer ald›¤›n› kan›tlay›n.
Kan›t: E¤er ABC üçgeni genifl

aç›l› veya dik bir üçgen ise, yanda-
ki resimdeki gibi, uzun kenar› çap
olarak kabul eden daire bu üç
noktay› da içerir (neden?). Bu
çemberin yar›çap› 1/2’den, dolay›s›yla 1/√3’ten de
küçük olmak zorundad›r.

fiimdi ABC üçgeninin
dar aç›l› bir üçgen oldu¤-
unu varsayal›m. Bu üçge-
nin aç›lar›ndan birisi, di-
yelim ki A aç›s›, 60°’den
küçük de¤ildir. Bu üçge-
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nin çevrel çemberinin yar›çap› r ise, |BC | ≥ r√3 flar-
t›n› sa¤lamak zorundad›r. (Çünkü BC kenar›n› ki-
rifl olarak gören merkez aç›,

120 ≤ 2m(A) ≤ 180
eflitsizliklerini sa¤lamaktad›r.) Demek ki 1 ≥ r√3
oluyor. Bu da bize 

r ≤ 1/√3 
oldu¤unu gösteriyor.

Soru 10. Düzlemde n tane nokta veriliyor.
Bunlar›n herhangi ikisinin aras›ndaki uzakl›¤›n 1
birimden büyük olmad›¤›n› kabul edelim. Bütün

bu noktalar› içine alacak 1/√3 yar›çapl› bir diskin

oldu¤unu gösteriniz.
Kan›t: Soru 8 ve 9’dan ç›k›yor.

Soru 11. A, düzlemde verilmifl d›flbükey bir kü-

me olsun. B = "A/2 kümesinin de d›flbükey bir kü-

me oldu¤unu biliyoruz. B kümesinin bir ötelenifli-

nin A kümesinin içinde yer ald›¤›n› kan›tlay›n. Ya-

ni u + B  A koflulunu sa¤layan bir u noktas›n›n

varl›¤›n› kan›tlay›n.

Kan›t: A verilen d›flbükey küme olsun.
E¤er x ! A ise,

Kx = {u !  2 : "x/2 + u ! A}
tan›m›n› yapal›m. Elbette

Kx = A + x/2 = A + (1/2){x}
olur. Dolay›s›yla Kx d›flbükeydir (Soru 3). fiimdi
elimizde d›flbükey kümelerden oluflan {Kx : x ! A}
ailesi var. Bunlar›n hepsinin içinde bulunan bir u
noktas› buldu¤umuzu varsayal›m. O zaman, her
x ! A için,

"x/2 + u ! A

olacakt›r. Yani, 
"A/2 + u  A

koflulunu sa¤layan bir nokta bulmufl olaca¤›z. O
halde sadece böyle bir noktann varl›¤›n› kan›tla-
mak yeterlidir. 

x, y ve z noktalar› A’dan seçilmifl üç nokta ol-
sun.

noktas› da xyz üçgeninin a¤›rl›k
merkezi olsun. (Yani kenarortaylar›-
n›n ortak noktas› olsun.) fiimdi 3t/2
noktas›n› düflünelim. Bu nokta Kt

kümesinin bir eleman›d›r çünkü
-t/2 + 3t/2 = t ! A.

Bu noktay› üç de¤iflik flekilde yazabiliriz:

Birinci gösterimden
3t/2 ! Kz , 

ikincisinden 
3t/2 ! Ky , 

sonuncusundan da 
3t/2 ! Kx

sonucu ç›kar. Bu demek oluyor ki {Kx : x ! A} kü-
melerinden her üçünün ortak bir noktas› var. O
halde beflinci soruyu kullanarak hepsinin arakesi-
tinde arad›¤›m›z gibi bir u noktas› oldu¤unu gös-
termifl oluruz.

Soru 12*. Bir çokgenin uzunlu¤u kenarlar›n›n

uzunluklar›n›n toplam› olarak tan›mlan›yor.
Uzunlu¤u L olan bir çokgenin yar›çap› L/4 olan

bir dairenin içine girece¤ini gösteriniz.
Kan›t: Çokgen üzerinde, çokgenin uzunlu¤unu

tam ortadan ikiye bölen a ve b noktalar› alal›m;
yani çokgen üzerinde dolaflarak gidilen ab ve ba

yollar›n›n uzunlu¤u L/2 olsun. p, bu iki noktan›n
orta noktas› olsun. x çokgenin üzerinde herhangi
bir nokta olsun. [xp] do¤ru parças›n› p’ye do¤ru
xp mesafesi kadar uzatarak elde edilen axby para-
lelkenar›ndan 2px ≤ yb + bx = ax + bx elde ederiz.
Ama elbette ax + bx uzunlu¤u çokgenin kenarlar›
izlenerek gidilen ab yolundan, yani L/2’den daha
uzun olamaz. Demek ki,

Dolay›s›yla çokgenimiz, p merkezli, L/4 yar›-
çapl› dairenin içindedir. ª
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