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Not: Kanitlayamadiginiz bir soruyu sonraki
sorularda kullanabilirsiniz.

Tammlar. X ¢ R2, diizlemin bir altkiimesi ol-
sun. Eger her A, B € X i¢in, AB dogru parcasi X’in
bir altkiimesiyse, X’e digbiikey denir.

Disbiikey bir kiime Disbiikey olmayan bir kiime,

¢linkii 6rnegin A ile B arasindaki
dogru parcasinin bir kismu
kiimeden ¢ikiyor.

P = (pq, P2) ve O = (g4, q,) diizlemin iki nok-

tastysa, P + Q ve P — Q noktalarinin,
P+ Q=(p1£4q1,P2% )
olarak tanimlandigini biliyoruz. Eger r € R ise
7P = (rpq, 1p3)

olsun.

Eger X ve Y diizlemin iki altkimesiyse, X + Y
ve X — Y kumeleri

X+tY={P£Q:PeX,0e€Y]}

olarak tanimlansin. X ve —X gibi kiimelerin tani-
mi bariz olmal.

Soru 1. A ve B diizlemde iki nokta olsun.
AB={tA+(1-1B:te|0,1]}
esitligini kamitlaym. (Burada AB, A ile B noktalar:
tarafindan belirlenen dogru parcasi anlanuna gel-

mektir.)
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Yanit: Eger a < p < b ise,
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tanimini yapalim. O zaman ¢ € [0, 1] ve kolay bir
hesapla goriilecegi uzere,
p=ta+(1-1tb

olur. Simdi yukaridaki sekle bakarak, i = 1, 2 icin,

bi - a;
tanimini yapalim. Demek ki,

p;=tia; + (1 —¢,)b;

olur. Ama Tales Teoremi’nden dolay1

L

=1t
esitligi gegerlidir. Eger ¢ = #; = ¢, tanimini yapar-
sak,
P=tA+(1-1B
olur. Demek ki
ABc (tA+(1-1)B:t e R)
olur. Ters igindeligi kanitlamak da kolay.

Soru 2. Herhangi (sonlu ya da sonsuz sayida)
disbiikey kiimenin arakesitinin disbiikey oldugunu
kanitlayimiz.

Kanut: i € [ igin X; digbiikey bir kiime olsun. A
ve B noktalar1 M), ; X; arakesitinde olsun. O za-

man her i € I icin A ve B noktalar1 X; kiimesinde
olur. Ama X; kiimesi digbiikey oldugundan, bun-
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dan AB dogru parcasinin X; kiimesinin bir altkii-
mesi oldugu ¢ikar. Bu dedigimiz her 7 € [ i¢in dog-
ru oldugundan, AB dogru pargast (M), ; X; arakesi-
tinin bir altkiimesidir. Dolayisiyla M. X; arakesi-
ti digbiikeydir.

Soru 3. Eger X ve Y disbiikeyse ve r € R ise,
X+Y,rXveX-Y
kiimelerinin disbiikey olduklarim kanitlaym.
Kanit: A, B € X + Yolsun. A, B; € X ve A,,
B, e Yicin,A=A | + A, ve B=B{ + B; olsun. Eger
t €0, 1] ise,
tA+(1-t)B=tA +A,) + (1 -1)(By + By)
= (tAy + (1 - )By) + (tAs + (1 - 1)By)
eX+Y
olur. Birinci soruya gore X + Y digbiikeydir.
rX’in digbiikey oldugunu gostermek de kolay.
X -Y=X+(-1)Y oldugundan, X — Y’nin dis-
biikeyligi ilk iki sorudan ¢ikar.

Soru 4. U < R2 diizlemin herbangi bir altkii-
mesi olsun. U’yu iceren en kiiciik disbiikey kiime-
nin oldugunu kamtlayn. Yani éyle bir X < R2 ol-
dugunu kamitlaym ki,

a) U c X ve X disbiikeydir,

b) Eger Y yukardaki iki 6zelligi saglryorsa, o
zaman X c Y olur.

U’yu iceren en kiiciik disbiikey kiimeye U’nun
digbiikey zarfi adi verilir.

Birinci Kamit: R2, U’yu (altkiime olarak) ice-
ren disbuikey bir kiimedir. Demek ki U’yu iceren
en az bir digbiikey kiime vardir. U’yu iceren tiim
digsbiikey altkiimelerin arakesitine X diyelim. El-
bette U < X olur. Birinci soruya gore X digbiikey-
dir. Demek ki U’yu igeren tim digbiikey altkiime-
lerin arakesiti gene U’yu iceren digbiikey bir altkii-
medir, dolayisiyla U’yu igeren tiim disbukey altkii-
melerin en kiictigudiir.

Ikinci Kanit: X = U olsun. # € N icin X, kii-
mesini timevarimla kanitlayacagiz. X, nin tanim-
landigini varsayip X,,,{’i tanimlayalim. X, ki-
mesi, A, B € X,, i¢cin, AB dogru pargalarinin bilesi-
mi olsun:

X1 =\Ya, B ex, AB
olsun. Elbette X,  X,,.{ ve, dolayisiyla, eger m <n
ise X,  X,, olur. Simdi
X=U,enX,
olsun. X’in istedigimiz kiime oldugunu kanitlamak
istiyoruz. X elbette Y’yi igerir, ¢iinkii X = U.

Once X’in disbiikey oldugunu kanitlayalim. A,
B € X olsun. O zaman, X’in tamimina gore, belli
n, m € N gostergegleri icin, A € X,, ve B € X,,
olur. Diyelim m < n, yani X,, c X,,. Demek ki hem
A hem de B noktast X, ’de. Dolayisiyla AB dogru
pargast X,,, ’de. Demek ki AB dogru parcas: X te.

Simdi Y, U’yu altkiime olarak iceren herhangi
bir digbiikey kiime olsun. # iizerine tiimevarimla
X, < Y icindeligini kanitlayacagiz ve boylece

X=U, nX,cY

olacak ve kanitimiz bitecek. 7 = 0 i¢in bu i¢indelik
bariz: X,, = Uc Y. Simdi X,, ¢ Y i¢indeligini varsa-
yip X,,.1 < Y icindeligini kanitlayalim. P € X,,,{ ol-
sun. X,,,1 kiimesinin tanimindan dolay1, 6yle A, B
€ X,, vardir ki, P € AB olur. Ama A,B e X,,c Y
oldugundan ve Y digsbiikey oldugundan, AB < Y
olur. Demek ki P € AB c Y. Boylece X,,,1 < Y icin-
deligi kanitlanmis oldu.

Soru 5. n > 3 icin, diizlemde verilmis
X1, Xoy o X,
disbiikey kiimelerinin ber iiciiniin arakesiti bos de-
gilse bepsinin arakesitinin de bos olmadigim goste-
rinig.

Kanit: 7 lizerine timevarimla kanitlayacagiz.
Eger n = 3 ise yapilacak bir sey yok. Bundan
boyle n > 4 olsun. Eger n = 4 ise, V kimesi X;
kiimelerinin bilesimi olarak, eger # > 4 ise,

V=XsnXgn..NnX,
olarak tanimlansin.

v1eXonNXznXyn'V,

reXinXsnXynV,

vzeXinNXynXynV,

vpeXinXonNnXsnV
olsun. (Timevarim varsayimina gore bu kesisimler
boskiime degildirler.) vy, v, ve v3 noktalarindan
her biri X4 kiimesinin elemanidir. X4 kiimesi dig-
bitkey oldugundan bu noktalarin olusturdugu tg-
gen de bu kiimenin altkuimesidir. Dolayisiyla eger
vy, diger ti¢ noktanin olugturdugu ti¢genin igindey-
se vy € Xy, yani

v e XinNnXynX3n Xy
olur ve istedigimiz kanitlanmis olur. Bundan boyle
bu dort noktanin digbiikey bir dortgen belirledigini
varsayalim. Diyelim [vq v3] ve [v, v4] dogru parca-
lart digbtikey dortgenimizin iki kosegeni. z noktasi
bu kosegenlerin kesistigi nokta olsun.

zelnyuslcXon Xy NV,

ve
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zelnyvlcXinX3nV
oldugundan, z € X1 N X, N X35 N X4 N Volur ve
istedigimiz kanitlanmus olur.

Soru 6. Diizlemde kenarlari eksenlere paralel
olan n tane X4, Xy, ..., X,, dikdiortgeni verilmis ol-
sun. Eger bunlardan herbangi ikisi kesisiyorsa hep-
sinin Resistigini gosteriniz.

Kanit: Bu soruda hem besinci soruyu, hem de
onun ozel bir halini kullanacagiz. Beginci sorudan
dolayr her t¢ dikdortgenin kesistigini gostermek
yeterlidir. Beginci sorunun bir boyutlu halinden ya-
rarlanacagiz. Ayni yontemle beginci sorunun bir
boyutlu halini de kanitlayabiliriz: R’de sonlu say-
da kapali araliklarin her ikisi kesisiyorsa, hepsi en
az bir noktada kesisirler. Simdi bizim dikdortgen-
lerin x eksenindeki izdiigtimlerini

Ay Ay, o A,
ile gosterelim. Verilen kosullardan biliyoruz ki bu
kiimelerden herhangi ikisi kesismektedir. Demek ki
xeAiNAynNn..NA,
olacak sekilde bir x bulabiliyoruz. Ayni sekilde bu
dikdortgenlerin y eksenine izdiisimlerini
By, By, ..., B,
ile gosterirsek,
yeBinB,n..nB,
olacak sekilde bir y de bulabiliriz. Simdi acik¢a go-
rilir ki (x, y)e X4 n Xp N .o n X, dir.

Soru 7. Gene diizlemde X1, X5, ..., X,, ve A dis-
biikey kiimeleri verilmis olsun. X1, X, ..., X,, kiime-
lerinin herbangi iiciiniin A’mun bir Otelenisini kestigi-
ni kabul edelim. Yani ber i, j, k € {1, 2, ..., n} icin,

X, (u+A) =,

X; N (v +A) =3,

XpN(u+A) =D
kosullarin saglayan bir u € R2 noktasimin oldugu-
nu varsayalim. Burada varligi séylenen u eleman i,
j ve k gostergeclerine gore degisir elbette. u + A kii-
mesinin her X; kiimesini kestigi bir u € R2 noktasi-
min oldugunu kamitlaym.

Kamit: Her 7 € {1, 2, ..., n} icin
B;=X;-A:={x-a:xeX;,ach
kiimelerini diisiinelim. Ugiincii soruya gére, B; kii-

meleri digbiikey kiimelerdir. Elbette

ueB o u+A)nX;#0.
Verilen kosullardan bu digbiikey kiimelerin her ticii-
niin kesistigini de biliyoruz. Besinci soruya gore ke-
sisimde bir # noktasi vardir:

n
uel |. B
i=1
Bu u noktasi igin,
M+ AN X;#0

olur.

Soru 8. x1, Xy, ..., x,, diizlemde verilmis n tane
nokta olsun. Eger bunlardan hangi iiciinii alirsak
alalim bunlari icine alacak R yaricapli bir daire bu-
labiliyorsak bu noktalarm bepsini icine alacak R
yaricapl bir disk oldugunu gosteriniz.

Kamit: Once xq, x5, x3 noktalarini diisiinelim.
Soruda verilenlerden biliyoruz ki, dizlemde oyle
bir p noktasi var ki, p merkezli ve R yaricaph da-
ire bu ti¢c noktayi da igeriyor. Yani bu p noktasinin
X1, X7, x3 noktalarina uzakliklar1 R’den buiyiik de-
gildir. Bagka bir deyisle, p noktast x, x,, x3 mer-
kezli ve R yaricapl disklerin arakesitinde bulun-
maktadir.

Simdi daha genel dusiinelim: Eger

Dy, Dy, .., D,,
merkezleri sirasiyla
X1y Xy eey Xy

ve yarigaplari R olan daireleri gosteriyorlarsa bun-
larin her ticiinun bog olmayan bir arakesiti var de-
mektir. Daireler digbiikey oldugundan, besinci so-
ruya gore bunlarin hepsinin arakesitinde olan bir a
noktasi vardir. Tanim geregi bu a noktasinin her
bir x;ye uzakligr R’den kitikesittir. Dolayisiyla
bu noktalar merkezi a olan ve yaricapi R olan disk
icerisinde yer almaktadirlar.

Soru 9. Eger diizlemde aliman A, B, C noktala-
romin birbirlerine olan uzakliklar: < 1 ise o zaman
A, B, C noktalarmun yaricapr 1N3 olan bir daire-
nin icinde yer aldigunu kanitlaym.

Kanit: Eger ABC tiggeni genis
acili veya dik bir ticgen ise, yanda-
ki resimdeki gibi, uzun kenari ¢cap
olarak kabul eden daire bu ¢
noktayr da igerir (neden?). Bu
cemberin yarigap1 1/2’den, dolayisiyla 1/4/3’ten de
kiicitk olmak zorundadir. A

Simdi ABC uggeninin
dar agili bir ticgen oldug-
unu varsayalim. Bu licge-
nin acilarindan birisi, di-
yelim ki A acisi, 60°°den B C
kiiciik degildir. Bu ticge-
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nin cevrel cemberinin yaricap 7 ise, IBC| > 3 sar-
tin1 saglamak zorundadir. (Ciinkti BC kenarini ki-
ris olarak goren merkez aci,

120 < 2m(A) < 180
esitsizliklerini saglamaktadir.) Demek ki 1 > /3
oluyor. Bu da bize

r<1Nn3

oldugunu gosteriyor.

Soru 10. Diizlemde n tane nokta veriliyor.
Bunlarm herbangi ikisinin arasimdaki uzakligm 1
birimden biiyiik olmadigim kabul edelim. Biitiin
bu noktalar: icine alacak 1N3 yaricapli bir diskin
oldugunu gésteriniz.

Kanit: Soru 8 ve 9°dan ¢ikiyor.

Soru 11. A, diizlemde verilmis disbiikey bir kii-
me olsun. B = —A/2 kiimesinin de disbiikey bir kii-
me oldugunu biliyoruz. B kiimesinin bir Otelenisi-
nin A kiimesinin icinde yer aldigimi kamitlaym. Ya-
ni u + B c A kosulunu saglayan bir u noktasmun
varligmu kanitlaym.

-A/2

Kanit: A verilen disbiikey kiime olsun.
Eger x € A ise,
Ky={ueR::—x/2+ueA
tanimini yapalim. Elbette
K.=A+x2=A+(12)x)
olur. Dolayisiyla K, digbitkeydir (Soru 3). Simdi
elimizde digbiikey kiimelerden olusan {K, : x € A}
ailesi var. Bunlarin hepsinin i¢inde bulunan bir «
noktast buldugumuzu varsayalim. O zaman, her
x € A i¢in,
X2 +uecA
olacaktir. Yani,
A2 +uc A
kosulunu saglayan bir nokta bulmus olacagiz. O
halde sadece boyle bir noktann varligini kanitla-
mak yeterlidir.

x, y ve z noktalar1 A’dan secilmis ti¢ nokta ol-
sun.

_X+y+z
3

noktast da xyz ugcgeninin agirhk
merkezi olsun. (Yani kenarortaylari-
nin ortak noktas: olsun.) Simdi 3#/2
noktasmnt distinelim. Bu nokta K,

kiimesinin bir elemanidir ¢iinkt
12 + 3t/2 =t € A.
Bu noktay1 ti¢ degisik sekilde yazabiliriz:

3 x+y z x+z y y+tz X
27 2 2T 2T Ty
Birinci gosterimden
3112 € K.,
ikincisinden
312 e K,,

sonuncusundan da

312 € K,
sonucu ¢ikar. Bu demek oluyor ki {K, : x € A} kii-
melerinden her tglinuin ortak bir noktasi var. O
halde beginci soruyu kullanarak hepsinin arakesi-
tinde aradigimiz gibi bir # noktasi oldugunu gos-
termis oluruz.

Soru 12%. Bir cokgenin uzunlugu kenarlarnun
uzunluklarmin  toplami olarak tammlaniyor.
Uzunlugu L olan bir cokgenin yaricapt LI4 olan
bir dairenin icine girecegini gosteriniz.

Kanit: Cokgen tizerinde, cokgenin uzunlugunu
tam ortadan ikiye bolen a ve b noktalar1 alalim;
yani ¢cokgen uzerinde dolasarak gidilen ab ve ba
yollarinin uzunlugu L/2 olsun. p, bu iki noktanin
orta noktasi olsun. x ¢okgenin tzerinde herhangi
bir nokta olsun. [xp] dogru parcasini p’ye dogru
xp mesafesi kadar uzatarak elde edilen axby para-
lelkenarindan 2px < yb + bx = ax + bx elde ederiz.
Ama elbette ax + bx uzunlugu ¢okgenin kenarlari
izlenerek gidilen ab yolundan, yani L/2’den daha
uzun olamaz. Demek ki,

ax +bx
2

xp <

Dolayisiyla ¢cokgenimiz, p merkezli, /4 yari-
¢apli dairenin i¢indedir. ¥
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