Matematik Diinyasi, 2005 Kis

roblemler ve Coziimleri

Bu, bir yil stirecek bir yarigmadir. Grup halinde,
okul ya da bireysel olarak katilabilirsiniz.

Dergimize alistirma problemlerinin ¢oztimlerini
degil, yalnizca yarisma problemlerinin ¢oziimlerini
yollaymiz. Ayrica liitfen su noktalara dikkat ediniz:

Her sorunun ¢oziimiinii ayri bir kagida oku-
nakli ve anlagilir bir bicimde yaziniz.

Kagidin sag ust kosesine adinizi, soyadinizi, ad-
resinizi, 6grenciyseniz okulunuzu ve sinifinizi ya-
ZIn1z.

Coziimleri, [zmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Boliimii, Giilbahge Koyii, Urla Izmir ad-
resine 30.06.2006 tarihine kadar adima gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A331. x ve y pozitif tamsayilar olmak tizere
x2 + xy + y2 sayisinin birler basamag sifirdir. Bu
sayinin onlar basamaginin da sifir oldugunu kanit-
layiniz.

A332. A agisi dar aci olmak tizere ABC tigge-
ninde AE agiortay1
ve BH yiiksekligi ¢i-
zilmigtir. m(AEB)
45° ise, m(EHC)yi
bulunuz.

A333. Tahtaya 1’den 2005’e kadar olan pozi-
tif tamsayilar yazilmigtir. Bunlardan herhangi # ta-

nesi silindiginde, geriye kalan 2005 — » say1 arasin-
da toplami da tahta tizerinde olan en az iki say1 bu-
lunur. 7 en fazla kag olabilir?

A334. a ve b pozitif gercel sayilari

ad+bt<a?+ b3

esitsizligini saglar. a3 + b3 < 2 esitsizligini kanitla-
yiniz.

A335. 2006 tane pozitif tamsaymin toplam
carpimindan biiyiiktur. Bu sayilaridan en fazla ka-
¢1 I’den farkli olabilir?
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YARISMA PROBLEMLERI
Y331. x ve y pozitif tamsayilar olmak tizere
x* + x2y2 + y* sayis1 11’e boliiniir. Bu saymnin
14641’e de bolundugiini kanitlayiniz.
Y332. ABC tiggeninin O merkezli icteget cem-
beri, tiggenin [AB], [BC] ve [AC] kenarlarina sira-
siyla F, D ve E noktalarinda degmektedir. BO ve

Bé o C

CO dogrular1 FE dogrusunu sirasiyla K ve N nok-
talarinda keser. OKN ii¢geninin gevrel cemberinin
merkezinin, O ve D noktalarinin dogrusal oldugu-
nu kanitlayiniz.

Y333. Tahtaya 1°’den 2005’e kadar olan pozi-
tif tamsayilar yazilmigtir. Bunlardan herhangi # ta-
nesi silindiginde, geriye kalan 2005 — # say1 arasin-
da toplami da tahta tizerinde olan 10 tane say1 bu-
lunur. # en fazla kag olabilir?

Y334. Her n pozitif tamsayisi igin,

(/1) — (2} + {3} — .. + (=1)2+ Ynln)| < \(2n)
esitsizliginin dogru oldugunu kanitlayiniz. (Burada
{a} = a — [a], a sayisinin kesir degeridir.)

Y335. Ali daire seklinde bir havuzun tam orta-
sinda yuizerken disarda istahla onu izleyen bir
aslan farkeder. Aslan yiizme bilmiyor ve havuz di-
sinda Ali’den daha yavas kosuyor. (Yani Ali ha-
vuzdan ¢iktigi anda yakalanmazsa kurtulacak).
Ali’nin yuzme hizi aslanin kogma hizinin, a) tgte
birine, b) dortte birine esitse, Ali kurtulur mu?
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ESKi SORULARA COZUMLER (2005-11)
ALISTIRMA PROBLEMLERI

A321. x* - 2y2 = 1 denklemini saglayan tiim
(x, y) tam say: ciftlerini bulunuz.

Coziim: (x, y) cifti ¢coztimse, (+x, +y) de ¢oziim-
diir, dolayisiyla negatif olmayan ¢oziimleri bulma-
muz yeterlidir. x elbette tek say1 olmak zorunda, ya-
ni x = 2m + 1 seklinde yazilabilir. O halde,

2y2=x%—1=(x-1)(x + 1)(x2 + 1)
=2m(2m + 2)(4m? + 4m + 2).

Demek ki y ¢ift. y = 27 olsun. Denklem,

n2=m(m+ 1) 2m(m + 1) + 1]
sekline donusiir. m, m + 1 ve 2m(m + 1) + 1 arala-
rinda asal oldugundan bunlarin herbiri tamkare ol-
malidir. Tamkare olan ardigik sayilar sadece 0 ve 1
oldugundan, # = 0’dir. Bu durumda x =1, n =0
ve y = 0 elde edilir. Cozumler: (1, 0) ve (-1, 0).

A322. ABCD dssbiikey diortgeninde BC ve CD

kenarlarmuin  orta

N noktalart sirasryla E
ve F’dir. AE, AF ve
EF dogrulari, dort-
geni, alanlari dort
ardisik pozitif tam-
sayrya esit olan dort iicgene boler. ABD iicgeninin
alani en fazla kag olabilir?

Coziim: Sorudaki ticgenlerin alanlari 7, 7 + 1,
n+2,n+ 3 olsun. A(BCD) = 4A(CEF) = 4n oldu-
gundan,

A(ABD) = A(ABCD) — A(BCD) < 4n + 6 — 4n=6

esitsizligi elde edilir
ve sadece A(CEF) =
n durumunda esitlik
elde edilir. Tabanlari
|AD| =6, |BC| =4 ve
yuksekligi 2 olan

B C

E

D

B C

E

ABCD yamugu, ABD uggeninin alaninin gercekten
6 olabilecegini gosterir.

A323. Satranc tahtasuun iki hanesinde bir be-
yaz ve bir siyab dama bulunur. Her adimda dama-
lardan biri komsu hanelerden (ortak kenari bulu-
nan hanelere komsu haneler denir) birine gotiiriile-
bilir. Damalardan ikisi de ayni anda aym hanede
bulunamaz. Bu adunlarla damalarm biitiin yerles-
me durumlari, ber biri birer kez olmak iizere elde
edilebilir mi?

Coziim: Damalarin ayni renkli hanelerde bulun-
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dugu durumlara uyumlu, farkli renkli hanelerde bu-
lundugu durumlara uyumsuz durumlar diyelim. Her
adim sonucu damalar uyumlu durumdaysa uyum-
suz duruma, uyumsuz durumdaysa uyumlu duruma
geger. Dolayisiyla tiim durumlar birer kez elde edi-
lebilseydi uyumsuz durum sayisiyla uyumlu durum
sayist arasindaki fark en fazla 1 olurdu. Ama uyum-
suz durum sayisi 2-322, uyumlu durum sayisi da
2-32-31 oldugundan tim durumlar elde edilemez.

A324. P(x) = x* + ax3 + bx? + cx + d ve Q(x) =
x2 + px + q polinomlart, uzunlugu 2’ den biiyiik
olan bir I araligimn icerisinde negatif, disarisinda da
poxzitif degerler aliyor. P(x() < Q(xq) olacak sekilde
bir x gergel sayisimn bulundugunu kamitlaymiz.

Coziim: I = [xq, x,] olsun.

P(x1) = P(x3) = O(x1) = O(x3) =0

olacagi aciktir. O halde

P(x) = (x — x1)(x — x)(x2 + Ax + B)
ve

O(x) = (x — xq)(x — x)’dir.

Tum x’ler igin P(x) > Q(x), yani

(x —xq)(x —x7)(x2+ Ax + B-1)>0
oldugunu varsayalim. Bu durumda x2 + Ax +B -1
= (x — x1)(x — x,) olmak zorunda. Buradan

A=—(x1+x)ve B=xxy + 1

elde edilir. Dolayisiyla x2 + Ax + B polinomunun

diskriminanti
A=A2 - 4B =x12+ 2x1x) + %2 — 4x1xy — 4
= (xl — .X'Z)Z — 4

tir ve pozitiftir (x; — xq > 2 oldugunu haurlaya-
lim). O halde P(x)’in x3, x4 gibi iki kokii daha var-
dir. Bu koklerin biri x4, digeri de x, ile ¢akigsaydi
P(x), higbir x icin negatif olamazdi; dolayisiyla
bunlardan en az biri (diyelim x3) hem x, hem de
x5 den farklidir. x3 € I ise, P(x) polinomu I’ nin
igerisinde, x3 ¢ I ise, P(x), I’nin disginda hem pozi-
tif hem de negatif degerler alacak. Celigki! Boylece
P(x() < O(xq) olacak sekilde bir x( bulunur.

A325. Ali tabtaya 5 basamakli bir A pozitif
tamsayist yaziyor ve bir n pozitif tamsayist soylii-
yor. Yildiz’la Zeynep sirayla su sekilde yeni sayilar
olusturuyorlar: Yildiz son yazilan sayiya saymmn ra-
kamlarmdan birini ekliyor, Zeynep de bu sayidan
saymun rakamlarmdan birini cikariyor. n hamleden
sonra tabtadaki n sayidan en az 2005’1 birbirine
esitse Yildiz’la Zeynep kazanmiyor, yoksa kaybedi-
yorlar. Herkes en iyi sekilde oynarsa kim kazanr?
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Cozim: Ali’nin yazdigi A sayist 99.990°dan k-
ciikse yazilan sayilar hep 100.000° den kuigiik kalir.
Gergekten de, saymin 100.000’i gegmesi igin Yil-
diz’in 99.990 sayisin1 gecmesi gerekir. Ama Yildiz
99.991 ile 99.999 arasinda bir 99.994 sayisi elde et-
tiginde Zeynep’in ¢ikaracagl say1 en az a olacagin-
dan bir sonraki say1 99991 °den kiigiik olur ve Yildiz
100.000’i asamaz. O halde Ali 7 = 2004105 + 1
alirsa, tahta Gizerinde sadece 0, 1, 2, ..., 99.999 sa-
yilar1 olusabileceginden en az 2005 kez tekrarlanan
bir say1 bulunacak. Boylece Yildizla Zeynep oyunu
kazanacak.

YARISMA PROBLEMLERI

Y321. p asal sayisi, n ve m negatif olmayan
tam sayiar olmak iizere p2 = 27-3m + 1 esitligini
saglar. p en fazla kag olabilir?

Coziim: (p — 1)(p + 1) = 2.3 esitliginden dola-
yi, n=0ise, p — 1 = 349, p + 1 = 30 seklinde olmal-
dir, demek ki 38 — 39 = 2 ve bu esitlik sadece b =1,
a = 0 icin saglanir. Bu durumda p = 4, asal degil.
Eger n>0ise p — 1 ve p + 1 iki ardigik cift say1 ol-
mak zorunda, dolayisiyla biri 4’e boluntr, digeri bo-
linmez. Ayrica sadece biri 3’e bolunur. O halde bu
sayilar, k > 2 olmak iizere, 2 ve 2k-37 ya da 2.3 ve
2k seklindedir. Birinci durumda p = 3 tiir. Ikinci du-
rumda iki altdurum olabilir,

1)p+1=2k, p—1=2.37m Budurumda k ciftse,

p =2k 1=(2k2 _1)2k2 1 1)
esitliginden dolay: sadece k = 2 durumunda p asal
sayidir, p = 3. Ote yandan, k tekse,

3m=(p-1)2=2k-1-1
= (2k-12 _1)2k-1/2 4 1)
esitliginin sag tarafindaki carpanlar arasindaki fark
2 oldugundan, k = 3, m = 1, p = 7 olmak zorunda.
2)p+1=23mp—1=2k Budurumda
2k 4 1=2.3m_1,
buradan da 2k =1 + 1 = 37 elde edilir. Bizi sadece
p > 7 durumu ilgilendirdigi igin k > 2 alabiliriz. Bu
durumda sol taraf 4’e bolundigiinde 1 kalan ver-
diginden m ¢ift olmalidir. O halde,
2k-1_— (3mI2 — 1)(3m/2 +1)
esitliginden iki ardisik cift sayr olan 372 — 1 ve
3m/2 4 1 sayilar1 2’nin kuvvetleri olmak zorunda.
Bu da sadece 372 — 1 =2, yani m = 2, k = 4, dola-
yisiyla p = 17 durumunda olabilir. Boylece kosulu
saglayan en biiyiik p asal sayis1 17°dir.

Cozenler: Oktay Balkis (Aksaray Anad. Ogr.

L.), Murat Bozan (Bahgelievler, Ank.), Alper Cay
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(Uzman D., Kayseri), Hasan Denker (Feneryolu,
Ist.), Mustafa Dénmez (Turgutlu Halil Kale Fen
L.) ve Yasar Donmez (Turgutlu L.), Ekrem Emre
(Dumlupinar U., Kiit.), Ayhan Giindiiz (Dervis Pa-
sa L., Osmaniye), Zekeriya Giiney (Mugla U.),
Anar Hiiseyin (Anadolu U., Esk.), Fehmi Emre Ka-
dan (Izm. Fen L.). Umut Varolgiines (Izm. Fen L.),
Ismail Yilmaz (DPT, Ank.).

Y322. Bir disbiikey dortgenin karsi kenarlari-
mn uzantilart K ve L noktalarmda kesisiyorlar.
Dortgenin  kise-
genlerinin O kesi-
sim  noktasindan
gecen ve KL’ye pa-
ralel olan dogru-

nun dorigenin ige-

risinde kalan par-
castmin orta noktasimn O oldugunu kanmitlaymiz.
Ekrem Emre’nin Coziimii: Genelligi bozmadan

O’dan gegen ve KL’ye paralel olan dogru parcasi-
nin sekildeki gibi [AB] ve [CD] kenarlarini (U ve T
noktalarinda) kestigini varsayabiliriz. PB||DN|KL
olmak tuzere [AB] tuizerinde N ve [CD] uzerinde P
noktalarini alalm. R, § ve M sekildeki gibi olsun-
lar. CPR ile CKM ve CRB ile CML tiggenlerinin
benzerliginden,

|PR|:|[KM| = |CR|:|CM| = |RB|:|ML|
esitlikleri; DAS ile LAM ve NAS ile KAM ii¢genle-
rinin benzerliginden de,

IDS:ML| = [SAMA]| = |SNJ:|KM|
esitlikleri ¢ikar. Bunlardan da,

IPRI:|BR| = [KM|:|ML| = |SN|:|DS|
elde edilir. Bundan ve BOR ile DOS tiggenlerinin
benzerliginden, |PR|:|SN| = |BR|:|DS| = |RO|:|OS| el-
de edilir. Bu ve m(PRO) = m(NSO) esitliginden
PRO ve NSO uggenlerinin benzerligi ¢ikar. Dolayi-
siyla #2(POR) = m(NOS)’dir, yani P, O ve N nokta-
lart dogrusaldir. Simdi BDP ile ODT, PBO ile
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NDO ve BNP ile UNO iiggenlerinin benzerliginden,
IBPY|OT) = |BDY|OD| = |OB)|OD| + 1
= |OPJ|ON] + 1 = [PNJ/|ON]
— |BP}|OU|
buradan da |OT] = |OU]| elde edilir.
Cozenler: Hasan Denker (Feneryolu, Ist.), Ek-
rem Emre (Dumlupmar U., Kiitahya), Zekeriya
Giiney (Mugla U.), Ismail Yilmaz (DPT, Ank.)

Y323. Birinde 51, ikincisinde 49 ve iiciincii-
siinde 5 bilye bulunan iic kiime verilmistir. Her
hamlede birkac kiimedeki bilyeler bir kiimeye bir-
lestirilebilir veya cift sayida bilye bulunan bir kiime
esit sayida bilye iceren iki kiimeye boliinebilir. Bu
islemlerle ber birinde birer bilye bulunan 105 kii-
me elde edilebilir mi?

Coziim: Bir iglemden sonra her kiimedeki bilye
sayis1 bir 7 tek sayisina boliinurse, bundan sonraki
her islem sonucu da her kiimedeki bilye sayisinin
n’ye boliinecegi agiktir. Ilk hamleden sonra ii¢ du-
rum olabilir,

1) 100 ve 5 bilyeden olusan iki kiime (her iki
say1 5’e boluntr.)

2) 56 ve 49 bilyeden olusan iki kiime (ikisi de
7’ye bolunir.)

3) 51 ve 54 bilyeden olusgan iki kume (ikisi de
3’e boliiniir.)

Dolayisiyla hangi islem yapilirsa yapilsin ikin-
ciden baslayarak her hamle sonucu her kiimedeki
bilyelerin sayis1 5, 7 ve 3 sayilarindan birine boli-
necek ve boylece 1 olamaz.

Cozenler: Hasan Denker (Feneryolu, Ist.), Ze-
keriya Giiney (Mugla U.), Levent Mustafa Kogog-
lu (Suleyman Demirel Fen L., Kahramanmaras).

Y324. P(x) = x3 + ax? + bx + ¢ polinomunun
ii¢c gercel kokii bulunur, Q(x) = x2 + 2x + 2005 ol-
mak iizere P(Q(x)) polinomunun gercel kiokleri
yok. P(2005) > 1 oldugunu kanitlaymz.
Coziim: P(x)’in kokleri xq, x,, x3 ise,
P(x) = (x — x)(x — x,)(x — x3),
buradan da,

P(O(x)) = (O(x) — x1)(Q(x) - %2)(Q(x) — x3)
elde edilir. O halde Q(x) — x; (i = 1, 2, 3) polino-
munun gergel kokii yok. Dolayisiyla,

A;=4 — 4(2005 — x;) < 0.
Burdan da 2005 — x; > 1 elde edilir. Demek ki
P(2005) = (2005 — x,)(2005 — x,)(2005 — x3) > 1.
Cozenler: Oktay Balkis (Aksaray Anad. Ogr.
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L.), Hasan Bagpmnar (Inoénii U., Malatya), Omer
Boynukalin (Karaman Milli Piyango Fen L.), Ha-
san Denker (Feneryolu, Ist.), Mustafa Dénmez
(Turgutlu Halil Kale Fen L.) ve Yagsar Donmez
(Turgutlu L.), Ugurcan Giimiis (Sentez D., [zm.),
Ayhan Gundiiz (Dervig Paga L., Osmaniye), Zeke-
riya Giiney (Mugla U.), Ismail Yilmaz (DPT, Ank.).

Y325. Ardisik olmayan iki a ve b pozitif tamsa-
yist sirastyla b2 — 1 ve a? — 1 sayilarini bélerse, a ve
b’ye yakin saydar diyelim (6rnegin 3 ve 8 yakin sa-
yilardir). Her n > 4 tamsayist icin [n, 8n — 17| arali-
gmda yakin sayi ciftinin bulundugunu kanitlaymiz.

Coziim: {4, 15} yakin say1 cifti [4, 15] araligin-
dadir. 5 <n<8ise, 87— 17 >23 oldugundan {8, 21}
yakin sayi cifti [, 82 — 17] arahigindadir. 9 <n <21
durumunda da benzer sekilde [, 87 — 17] araligin-
da {21, 55} yakun sayu cifti bulunur. 7z > 21 olsun. a4
=1,ap=3vehera>3igina,=3a,_1—a,_, ola-
rak tanimlanan {a;} dizisini alalim. Bu dizinin 7’den
kigiik olan en biytik terimi @, olsun.

21 =a4<a;,<n
ve

a;,2=8a;,—3a,_1<8a,—3a35<8n-24
oldugundan a, , 1, a,, , € [n, 81 — 17]’dir. O hal-
de her & i¢in ay, ve ay,q sayilarinin yakin oldugunu
gostermemiz yeterli olacaktir. Once tiimevarimla

Afe1® — Apapey =1
oldugunu gosterelim.

Eger k =1 ise, ay2 — ala? =9 — 1-8 = 1’dir.

Simdi ay,12 — agap,» = 1 oldugunu varsayalim.
O halde

ak+22 T Q4193 = a/e+22 — ap,1(3ak,2 — Apyr)

= ak+22 = 3102 T Gl + 1

= a/e+22 +ap(a, = 3ap,) + 1

= ak+22 - ak+22 +1=1,
yani egitlik & + 1 igin de dogrudur. Bu durumda her
kicin ay|(ap, 12 — 1) ve ap® — ap_qay, , 1 = 1 esitligin-
den, ay, , 1l(ax? — 1) elde edilir.

Simdi a, ve ay, , 1 saylariun ardigik olmadiginy,
yani daj,q — a; > 1 oldugunu da tiimevarimla kanit-
layalim. ay — ay =2 > 1’dir. Eger ay,1 — a;, > 1 ise,

Apsd = 1 = 3pst = A~ Ajey
:2ak+1 —ap>ap, — ap > 1
dir. Tumevarim bitti. Boylece a,, ve a;,, yakin sa-
yilardir.

Cozenler: Hasan Denker (Feneryolu, Ist.), Ek-
rem Emre (Dumlupmar U., Kiitahya), Zekeriya
Giiney (Mugla U.), Ismail Yilmaz (DPT, Ank.). %



