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ALIfiTIRMA PROBLEMLER‹

A331. x ve y pozitif tamsay›lar olmak üzere 

x2 + xy + y2 say›s›n›n birler basama¤› s›f›rd›r. Bu

say›n›n onlar basama¤›n›n da s›f›r oldu¤unu kan›t-

lay›n›z.

A332. A aç›s› dar aç› olmak üzere ABC üçge-

ninde AE aç›ortay›

ve BH yüksekli¤i çi-

zilmifltir. m(AEB) =
45° ise, m(EHC)’yi

bulunuz.

A333. Tahtaya 1’den 2005’e kadar olan pozi-

tif tamsay›lar yaz›lm›flt›r. Bunlardan herhangi n ta-

nesi silindi¤inde, geriye kalan 2005 – n say› aras›n-

da toplam› da tahta üzerinde olan en az iki say› bu-

lunur. n en fazla kaç olabilir?

A334. a ve b pozitif gerçel say›lar›

a3 + b4 ≤ a2 + b3

eflitsizli¤ini sa¤lar. a3 + b3 ≤ 2 eflitsizli¤ini kan›tla-

y›n›z.

A335. 2006 tane pozitif tamsay›n›n toplam›

çarp›m›ndan büyüktür. Bu say›lar›dan en fazla ka-

ç› 1’den farkl› olabilir?

YARIfiMA PROBLEMLER‹

Y331. x ve y pozitif tamsay›lar olmak üzere

x4 + x2y2 + y4 say›s› 11’e bölünür. Bu say›n›n

14641’e de bölündü¤ünü kan›tlay›n›z. 

Y332. ABC üçgeninin O merkezli içte¤et çem-

beri, üçgenin [AB], [BC] ve [AC] kenarlar›na s›ra-

s›yla F, D ve E noktalar›nda de¤mektedir. BO ve

CO do¤rular› FE do¤rusunu s›ras›yla K ve N nok-

talar›nda keser. OKN üçgeninin çevrel çemberinin

merkezinin, O ve D noktalar›n›n do¤rusal oldu¤u-

nu kan›tlay›n›z. 

Y333. Tahtaya 1’den 2005’e kadar olan pozi-

tif tamsay›lar yaz›lm›flt›r. Bunlardan herhangi n ta-

nesi silindi¤inde, geriye kalan 2005 − n say› aras›n-

da toplam› da tahta üzerinde olan 10 tane say› bu-

lunur. n en fazla kaç olabilir? 

Y334. Her n pozitif tamsay›s› için, 

|{n/1} − {n/2} + {n/3} − ... + (−1)n + 1{n/n}| < √(2n) 

eflitsizli¤inin do¤ru oldu¤unu kan›tlay›n›z. (Burada

{a} = a − [a], a say›s›n›n kesir de¤eridir.) 

Y335. Ali daire fleklinde bir havuzun tam orta-

s›nda yüzerken d›flarda ifltahla onu izleyen bir

aslan farkeder. Aslan yüzme bilmiyor ve havuz d›-

fl›nda Ali’den daha yavafl kofluyor. (Yani Ali ha-

vuzdan ç›kt›¤› anda yakalanmazsa kurtulacak).

Ali’nin yüzme h›z› aslan›n koflma h›z›n›n, a) üçte

birine, b) dörtte birine eflitse, Ali kurtulur mu?
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ESK‹ SORULARA ÇÖZÜMLER (2005-II)

ALIfiTIRMA PROBLEMLER‹

A321. x4 − 2y2 = 1 denklemini sa¤layan tüm

(x, y) tam say› çiftlerini bulunuz.

Çözüm: (x, y) çifti çözümse, (±x, ±y) de çözüm-

dür, dolay›s›yla negatif olmayan çözümleri bulma-

m›z yeterlidir. x elbette tek say› olmak zorunda, ya-

ni x = 2m + 1 fleklinde yaz›labilir. O halde, 

2y2 = x4 − 1 = (x − 1)(x + 1)(x2 + 1) 

= 2m(2m + 2)(4m2 + 4m + 2).

Demek ki y çift. y = 2n olsun. Denklem, 

n2 = m(m + 1)[2m(m + 1) + 1] 

flekline dönüflür. m, m + 1 ve 2m(m + 1) + 1 arala-

r›nda asal oldu¤undan bunlar›n herbiri tamkare ol-

mal›d›r. Tamkare olan ard›fl›k say›lar sadece 0 ve 1

oldu¤undan, m = 0’d›r. Bu durumda x = 1, n = 0

ve y = 0 elde edilir. Çözümler: (1, 0) ve (−1, 0).

A322. ABCD d›flbükey dörtgeninde BC ve CD

kenarlar›n›n orta

noktalar› s›ras›yla E

ve F ’dir. AE, AF ve

EF do¤rular›, dört-

geni, alanlar› dört

ard›fl›k pozitif tam-

say›ya eflit olan dört üçgene böler. ABD üçgeninin

alan› en fazla kaç olabilir?

Çözüm: Sorudaki üçgenlerin alanlar› n, n + 1,

n + 2, n + 3 olsun. A(BCD) = 4A(CEF) ≥ 4n oldu-

¤undan,

A(ABD) = A(ABCD) − A(BCD) ≤ 4n + 6 − 4n = 6

eflitsizli¤i elde edilir

ve sadece A(CEF) =
n durumunda eflitlik

elde edilir. Tabanlar›

|AD| = 6, |BC| = 4 ve

yüksekli¤i 2 olan

ABCD yamu¤u, ABD üçgeninin alan›n›n gerçekten

6 olabilece¤ini gösterir.

A323. Satranç tahtas›n›n iki hanesinde bir be-

yaz ve bir siyah dama bulunur. Her ad›mda dama-

lardan biri komflu hanelerden (ortak kenar› bulu-

nan hanelere komflu haneler denir) birine götürüle-

bilir. Damalardan ikisi de ayn› anda ayn› hanede

bulunamaz. Bu ad›mlarla damalar›n bütün yerlefl-

me durumlar›, her biri birer kez olmak üzere elde

edilebilir mi?

Çözüm: Damalar›n ayn› renkli hanelerde bulun-

du¤u durumlara uyumlu, farkl› renkli hanelerde bu-

lundu¤u durumlara uyumsuz durumlar diyelim. Her

ad›m sonucu damalar uyumlu durumdaysa uyum-

suz duruma, uyumsuz durumdaysa uyumlu duruma

geçer. Dolay›s›yla tüm durumlar birer kez elde edi-

lebilseydi uyumsuz durum say›s›yla uyumlu durum

say›s› aras›ndaki fark en fazla 1 olurdu. Ama uyum-

suz durum say›s› 2⋅322, uyumlu durum say›s› da

2⋅32⋅31 oldu¤undan tüm durumlar elde edilemez.

A324. P(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d ve Q(x) =
x2 + px + q polinomlar›, uzunlu¤u 2’den büyük

olan bir I aral›¤›n›n içerisinde negatif, d›flar›s›nda da

pozitif de¤erler al›yor. P(x0) < Q(x0) olacak flekilde

bir x0 gerçel say›s›n›n bulundu¤unu kan›tlay›n›z.

Çözüm: I = [x1, x2] olsun. 

P(x1) = P(x2) = Q(x1) = Q(x2) = 0 

olaca¤› aç›kt›r. O halde 

P(x) = (x − x1)(x − x2)(x2 + Ax + B) 

ve 

Q(x) = (x − x1)(x − x2)’dir. 

Tüm x’ler için P(x) ≥ Q(x), yani 

(x − x1)(x − x2)(x2 + Ax + B − 1) ≥ 0

oldu¤unu varsayal›m. Bu durumda x2 + Ax +B −1

= (x − x1)(x − x2) olmak zorunda. Buradan

A = −(x1 + x2) ve B = x1x2 + 1

elde edilir. Dolay›s›yla x2 + Ax + B polinomunun

diskriminant› 

∆ = A2 − 4B = x1
2 + 2x1x2 + x2

2 − 4x1x2 − 4 

= (x1 − x2)2 − 4 

tür ve pozitiftir (x2 − x1 > 2 oldu¤unu hat›rlaya-

l›m). O halde P(x) ’ in x3, x4 gibi iki kökü daha var-

d›r. Bu köklerin biri x1, di¤eri de x2 ile çak›flsayd›

P(x), hiçbir x için negatif olamazd›; dolay›s›yla

bunlardan en az biri (diyelim x3) hem x1, hem de

x2’den farkl›d›r. x3 ∈ I ise, P(x) polinomu I ’n›n

içerisinde, x3 ∉ I ise, P(x), I ’n›n d›fl›nda hem pozi-

tif hem de negatif de¤erler alacak. Çeliflki! Böylece

P(x0) < Q(x0) olacak flekilde bir x0 bulunur.

A325. Ali tahtaya 5 basamakl› bir A pozitif

tamsay›s› yaz›yor ve bir n pozitif tamsay›s› söylü-

yor. Y›ld›z’la Zeynep s›rayla flu flekilde yeni say›lar

oluflturuyorlar: Y›ld›z son yaz›lan say›ya say›n›n ra-

kamlar›ndan birini ekliyor, Zeynep de bu say›dan

say›n›n rakamlar›ndan birini ç›kar›yor. n hamleden

sonra tahtadaki n say›dan en az 2005 ’ i birbirine

eflitse Y›ld›z’la Zeynep kazan›yor, yoksa kaybedi-

yorlar. Herkes en iyi flekilde oynarsa kim kazan›r?

81

Matematik Dünyas›, 2005 K›fl

A

B

F

E

D

C

A

B

F

E

D

C



Çözüm: Ali’nin yazd›¤› A say›s› 99.990’dan kü-

çükse yaz›lan say›lar hep 100.000’den küçük kal›r.

Gerçekten de, say›n›n 100.000’i geçmesi için Y›l-

d›z’›n 99.990 say›s›n› geçmesi gerekir. Ama Y›ld›z

99.991 ile 99.999 aras›nda bir 99.99a say›s› elde et-

ti¤inde Zeynep’in ç›karaca¤› say› en az a olaca¤›n-

dan bir sonraki say› 99991’den küçük olur ve Y›ld›z

100.000’i aflamaz. O halde Ali n = 2004⋅105 + 1

al›rsa, tahta üzerinde sadece 0, 1, 2, ... , 99.999 sa-

y›lar› oluflabilece¤inden en az 2005 kez tekrarlanan

bir say› bulunacak. Böylece Y›ld›zla Zeynep oyunu

kazanacak.

YARIfiMA PROBLEMLER‹

Y321. p asal say›s›, n ve m negatif olmayan

tam say›lar olmak üzere p2 = 2n⋅3m + 1 eflitli¤ini

sa¤lar. p en fazla kaç olabilir?

Çözüm: (p − 1)(p + 1) = 2n⋅3m eflitli¤inden dola-

y›, n = 0 ise, p − 1 = 3a, p + 1 = 3b fleklinde olmal›-

d›r, demek ki 3b − 3a = 2 ve bu eflitlik sadece b = 1,

a = 0 için sa¤lan›r. Bu durumda p = 4, asal de¤il.

E¤er n > 0 ise p − 1 ve p + 1 iki ard›fl›k çift say› ol-

mak zorunda, dolay›s›yla biri 4’e bölünür, di¤eri bö-

lünmez. Ayr›ca sadece biri 3’e bölünür. O halde bu

say›lar, k ≥ 2 olmak üzere, 2 ve 2k⋅3m ya da 2⋅3m ve

2k fleklindedir. Birinci durumda p = 3’tür. ‹kinci du-

rumda iki altdurum olabilir,

1) p + 1 = 2k , p − 1 = 2⋅3m. Bu durumda k çiftse, 

p = 2k − 1 = (2k/2 − 1)(2k/2 + 1) 

eflitli¤inden dolay› sadece k = 2 durumunda p asal

say›d›r, p = 3. Öte yandan, k tekse,

3m = (p − 1)/2 = 2k − 1 − 1

= (2(k − 1)/2 − 1)(2(k − 1)/2 + 1)

eflitli¤inin sa¤ taraf›ndaki çarpanlar aras›ndaki fark

2 oldu¤undan, k = 3, m = 1, p = 7 olmak zorunda.

2) p + 1 = 2⋅3m, p − 1 = 2k. Bu durumda

2k + 1 = 2⋅3m − 1,

buradan da 2k − 1 + 1 = 3m elde edilir. Bizi sadece

p > 7 durumu ilgilendirdi¤i için k > 2 alabiliriz. Bu

durumda sol taraf 4’e bölündü¤ünde 1 kalan ver-

di¤inden m çift olmal›d›r. O halde, 

2k − 1 = (3m/2 − 1)(3m/2 + 1) 

eflitli¤inden iki ard›fl›k çift say› olan 3m/2 − 1 ve

3m/2 + 1 say›lar› 2’nin kuvvetleri olmak zorunda.

Bu da sadece 3m/2 − 1 = 2, yani m = 2, k = 4, dola-

y›s›yla p = 17 durumunda olabilir. Böylece koflulu

sa¤layan en büyük p asal say›s› 17’dir. 

Çözenler: Oktay Balk›fl (Aksaray Anad. Ö¤r.

L.), Murat Bozan (Bahçelievler, Ank.), Alper Çay

(Uzman D., Kayseri), Hasan Denker (Feneryolu,

‹st.), Mustafa Dönmez (Turgutlu Halil Kale Fen

L.) ve Yaflar Dönmez (Turgutlu L.), Ekrem Emre

(Dumlup›nar Ü., Küt.), Ayhan Gündüz (Dervifl Pa-

fla L., Osmaniye), Zekeriya Güney (Mu¤la Ü.),

Anar Hüseyin (Anadolu Ü., Esk.), Fehmi Emre Ka-

dan (‹zm. Fen L.). Umut Varolgünefl (‹zm. Fen L.),

‹smail Y›lmaz (DPT, Ank.). 

Y322. Bir d›flbükey dörtgenin karfl› kenarlar›-

n›n uzant›lar› K ve L noktalar›nda kesifliyorlar.

Dörtgenin köfle-

genlerinin O kesi-

flim noktas›ndan

geçen ve KL’ye pa-

ralel olan do¤ru-

nun dörtgenin içe-

risinde kalan par-

ças›n›n orta noktas›n›n O oldu¤unu kan›tlay›n›z.

Ekrem Emre’nin Çözümü: Genelli¤i bozmadan

O ’dan geçen ve KL’ye paralel olan do¤ru parças›-

n›n flekildeki gibi [AB] ve [CD] kenarlar›n› (U ve T

noktalar›nda) kesti¤ini varsayabiliriz. PB||DN||KL

olmak üzere [AB] üzerinde N ve [CD] üzerinde P

noktalar›n› alal›m. R, S ve M flekildeki gibi olsun-

lar. CPR ile CKM ve CRB ile CML üçgenlerinin

benzerli¤inden, 

|PR|:|KM| = |CR|:|CM| = |RB|:|ML|
eflitlikleri; DAS ile LAM ve NAS ile KAM üçgenle-

rinin benzerli¤inden de,

|DS|:|ML| = |SA|:|MA| = |SN|:|KM|
eflitlikleri ç›kar. Bunlardan da, 

|PR|:|BR| = |KM|:|ML| = |SN|:|DS|
elde edilir. Bundan ve BOR ile DOS üçgenlerinin

benzerli¤inden, |PR|:|SN| = |BR|:|DS| = |RO|:|OS| el-

de edilir. Bu ve m(PRO) = m(NSO) eflitli¤inden

PRO ve NSO üçgenlerinin benzerli¤i ç›kar. Dolay›-

s›yla m(POR) = m(NOS)’dir, yani P, O ve N nokta-

lar› do¤rusald›r. fiimdi BDP ile ODT, PBO ile
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NDO ve BNP ile UNO üçgenlerinin benzerli¤inden, 

|BP|/|OT| = |BD|/|OD| = |OB|/|OD| + 1

= |OP|/|ON| + 1 = |PN|/|ON|
= |BP|/|OU|

buradan da |OT| = |OU| elde edilir.

Çözenler: Hasan Denker (Feneryolu, ‹st.), Ek-

rem Emre (Dumlup›nar Ü., Kütahya), Zekeriya

Güney (Mu¤la Ü.), ‹smail Y›lmaz (DPT, Ank.)

Y323. Birinde 51, ikincisinde 49 ve üçüncü-

sünde 5 bilye bulunan üç küme verilmifltir. Her

hamlede birkaç kümedeki bilyeler bir kümeye bir-

lefltirilebilir veya çift say›da bilye bulunan bir küme

eflit say›da bilye içeren iki kümeye bölünebilir. Bu

ifllemlerle her birinde birer bilye bulunan 105 kü-

me elde edilebilir mi? 

Çözüm: Bir ifllemden sonra her kümedeki bilye

say›s› bir n tek say›s›na bölünürse, bundan sonraki

her ifllem sonucu da her kümedeki bilye say›s›n›n

n ’ye bölünece¤i aç›kt›r. ‹lk hamleden sonra üç du-

rum olabilir,

1) 100 ve 5 bilyeden oluflan iki küme (her iki

say› 5’e bölünür.)

2) 56 ve 49 bilyeden oluflan iki küme (ikisi de

7’ye bölünür.)

3) 51 ve 54 bilyeden oluflan iki küme (ikisi de

3’e bölünür.)

Dolay›s›yla hangi ifllem yap›l›rsa yap›ls›n ikin-

ciden bafllayarak her hamle sonucu her kümedeki

bilyelerin say›s› 5, 7 ve 3 say›lar›ndan birine bölü-

necek ve böylece 1 olamaz. 

Çözenler: Hasan Denker (Feneryolu, ‹st.), Ze-

keriya Güney (Mu¤la Ü.), Levent Mustafa Koço¤-

lu (Süleyman Demirel Fen L., Kahramanmarafl). 

Y324. P(x) = x3 + ax2 + bx + c polinomunun

üç gerçel kökü bulunur, Q(x) = x2 + 2x + 2005 ol-

mak üzere P(Q(x)) polinomunun gerçel kökleri

yok. P(2005) > 1 oldu¤unu kan›tlay›n›z. 

Çözüm: P(x)’in kökleri x1, x2, x3 ise, 

P(x) = (x − x1)(x − x2)(x − x3),

buradan da, 

P(Q(x)) = (Q(x) − x1)(Q(x) − x2)(Q(x) − x3) 

elde edilir. O halde Q(x) − xi (i = 1, 2, 3) polino-

munun gerçel kökü yok. Dolay›s›yla, 

∆i = 4 − 4(2005 − xi) < 0.

Burdan da 2005 − xi > 1 elde edilir. Demek ki

P(2005) = (2005 − x1)(2005 − x2)(2005 − x3) > 1.

Çözenler: Oktay Balk›fl (Aksaray Anad. Ö¤r.

L.), Hasan Baflp›nar (‹nönü Ü., Malatya), Ömer

Boynukal›n (Karaman Milli Piyango Fen L.), Ha-

san Denker (Feneryolu, ‹st.), Mustafa Dönmez

(Turgutlu Halil Kale Fen L.) ve Yaflar Dönmez

(Turgutlu L.), U¤urcan Gümüfl (Sentez D., ‹zm.),

Ayhan Gündüz (Dervifl Pafla L., Osmaniye), Zeke-

riya Güney (Mu¤la Ü.), ‹smail Y›lmaz (DPT, Ank.). 

Y325. Ard›fl›k olmayan iki a ve b pozitif tamsa-

y›s› s›ras›yla b2 − 1 ve a2 − 1 say›lar›n› bölerse, a ve

b’ye yak›n say›lar diyelim (örne¤in 3 ve 8 yak›n sa-

y›lard›r). Her n ≥ 4 tamsay›s› için [n, 8n − 17] aral›-

¤›nda yak›n say› çiftinin bulundu¤unu kan›tlay›n›z. 

Çözüm: {4, 15} yak›n say› çifti [4, 15] aral›¤›n-

dad›r. 5 ≤ n ≤ 8 ise, 8n − 17 ≥ 23 oldu¤undan {8, 21}

yak›n say› çifti [n, 8n − 17] aral›¤›ndad›r. 9 ≤ n ≤ 21

durumunda da benzer flekilde [n, 8n − 17] aral›¤›n-

da {21, 55} yak›n say› çifti bulunur. n > 21 olsun. a1

= 1, a2 = 3 ve her a ≥ 3 için ak = 3ak − 1 − ak − 2 ola-

rak tan›mlanan {ak} dizisini alal›m. Bu dizinin n’den

küçük olan en büyük terimi at olsun. 

21 = a4 ≤ at < n

ve 

at + 2 = 8at − 3at − 1 ≤ 8at − 3a3 < 8n − 24 

oldu¤undan at + 1, at + 2 ∈ [n, 8n − 17]’dir. O hal-

de her k için ak ve ak+1 say›lar›n›n yak›n oldu¤unu

göstermemiz yeterli olacakt›r. Önce tümevar›mla 

ak+1
2 − akak+2 = 1 

oldu¤unu gösterelim.

E¤er k = 1 ise, a2
2 − a1a2 = 9 − 1⋅8 = 1’dir.

fiimdi ak+1
2 − akak+2 = 1 oldu¤unu varsayal›m.

O halde

ak+2
2 − ak+1ak+3 = ak+2

2 − ak+1(3ak+2 − ak+1)

= ak+2
2 − 3ak+1ar+2 + akak+2 + 1

= ak+2
2 + ak+2(ar − 3ak+1) + 1

= ak+2
2 − ak+2

2 + 1 = 1, 

yani eflitlik k + 1 için de do¤rudur. Bu durumda her

k için ak|(ak+1
2 − 1) ve ak

2 − ak−1ak + 1 = 1 eflitli¤in-

den, ak + 1|(ak
2 − 1) elde edilir.

fiimdi ak ve ak + 1 say›lar›n›n ard›fl›k olmad›¤›n›,

yani ak+1 − ak > 1 oldu¤unu da tümevar›mla kan›t-

layal›m. a2 − a1 = 2 > 1’dir. E¤er ak+1 − ak > 1 ise, 

ak+2 − ak+1 = 3ak+1 − ak − ak+1

= 2ak+1 − ak > ak+1 − ak > 1

dir. Tümevar›m bitti. Böylece at+1 ve at+2 yak›n sa-

y›lard›r.

Çözenler: Hasan Denker (Feneryolu, ‹st.), Ek-

rem Emre (Dumlup›nar Ü., Kütahya), Zekeriya

Güney (Mu¤la Ü.), ‹smail Y›lmaz (DPT, Ank.). ♣
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