
Bu yaz›da eski iyis›ralamalardan ye-

nilerini elde etmeyi ö¤renece¤iz. Basitten zora do¤-

ru gidece¤iz.

‹yis›ralaman›n sonuna bir eleman eklemek. Bu

paragrafta, bir iyis›ralaman›n ‘en sonuna’ yeni bir

eleman ekleyece¤iz.

(X, <) bir iyis›ralama olsun. s, X’te olmayan bir

eleman olsun. X’teki s›ralamay› koruyarak ama s’yi

X’in her eleman›ndan büyük yaparak X ∪ {s} kü-

mesini s›ralayabiliriz. X ∪ {s} kümesi üzerine kuru-

lan ve • olarak simgeleyece¤imiz bu yeni s›ralama

biçimsel olarak flöyle tan›mlan›r: x, y ∈ X ∪ {s} için,

x • y ancak ve ancak

1) x, y ∈ X ve x < y ise

ya da

2) x ∈ X ve y = s ise.

Bu s›ralama da bir iyis›ralamad›r. Nitekim A,

X ∪ {s} kümesinin bofl olmayan bir altkümesi ol-

sun. E¤er A ∩ X ≠ ∅ ise, o zaman A ∩ X kümesi-

nin < s›ralamas›na göre en küçük eleman› A’n›n •

s›ralamas›na göre en küçük eleman›d›r. Öte yan-

dan e¤er A ∩ X = ∅ ise o zaman A = {s} olmak zo-

rundad›r ve s elbette bu durumda A’n›n en küçük

eleman›d›r.

‹ki ‹yis›ralamay› Toplamak. Bu paragrafta bir

iyis›ralamay› bir baflka iyis›ralaman›n ‘sonuna’ ek-

leyerek yeni bir iyis›ralama elde edece¤iz.

(X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. fiimdilik

X ve Y kümelerinin ayr›k olduklar›n› (yani kesifl-

mediklerini) varsayal›m. X ∪ Y kümesi üzerine,

X + Y ad›n› verece¤imiz bir s›ralama tan›mlayaca-

¤›z. X ∪ Y kümesini, X ve Y’nin s›ralamalar›n› ko-

ruyarak, ama Y’nin elemanlar›n› X’in elemanlar›n-

dan daha büyük olduklar›na hükmederek s›ralaya-

l›m. Biçimsel tan›m flöyle: u, v ∈ X ∪ Y için, u • v

ancak ve ancak

1) u, v ∈ X ve u < v ise

ya da

2) u, v ∈ Y ve u < v ise

ya da

3) u ∈ X ve v ∈ Y ise.

X + Y s›ralamas›n›n resmi afla¤›da.

Bu da bir iyis›ralamad›r. Nitekim A, X ∪ Y kü-

mesinin bofl olmayan bir altkümesi olsun. E¤er

A’n›n X’le kesiflimi bofl de¤ilse, o zaman A ∩ X alt-

kümesinin X s›ralamas›na göre en küçük eleman›

A’n›n en küçük eleman›d›r. E¤er A’n›n X’le kesifli-

mi boflsa, o zaman A, Y’nin bofl olmayan bir altkü-

mesidir ve A’n›n Y s›ralamas›ndaki en küçük ele-

man› A’n›n X + Y’nin s›ralamas›ndaki en küçük

eleman›d›r.

E¤er X ve Y kümeleri kesifliyorlarsa, o zaman

X yerine X × {0}, Y yerine Y × {1} alal›m ve X ve

Y’nin s›ralamalar›n› s›ras›yla X × {0} ve Y × {1} kü-

melerinin üstüne tafl›yal›m. Sonra yukarda X ve Y

Matematik Dünyas›, 2005 K›fl

Eski ‹yis›ralamalardan

Yeni ‹yis›ralamalar Türetmek

Kapak Konusu: S›ralamalar

eski iyis›ralama

yeni iyis›ralamada eski yenis›ralaman›n
her eleman›ndan daha büyük oldu¤u buyrulan
yeni eleman

yeni iyis›ralama

s

birinci eski iyis›ralama

yeni iyis›ralama

ikinci eski iyis›ralama

X Y

x
1

x
2

y
1

y
2

X + Y s›ralamas›; x
1
 • x

2
 • y

1
 • y

2

X + Y

X Y

A ∩ X ≠ ∅ ise

A

X Y

A ∩ X = ∅ ise

A

A’n›n en küçük eleman›

A
sX

41



ile yapt›¤›m›z› art›k ayr›k olan X × {0} ve Y × {1}

kümeleriyle yapal›m.

Bunu bir örnekle gösterelim. X ve Y bir sonra-

ki flekildeki gibi olsunlar.

Yani

X = {a < b < c < d < e}

ve

Y = {1 < b < 2 < 3 < e < 4}

olsun. Bu iki s›ralamay› flöyle yazal›m:

X × {0}: (a,0) < (b,0) < (c,0) < (d,0) < (e,0),

Y × {1}: (1,1) < (b,1) < (2,1) < (3,1) < (e,1) < (4,1).

Dikkat ederseniz X’ten X × {0}’a geçerken X’in

s›ralamas›n› koruduk. Ayn› özeni Y için de göster-

dik. fiimdi, afla¤›daki flekildeki gibi X × {0}’›n ele-

manlar›ndan hemen sonra Y × {1}’in elemanlar›n›

yazal›m.

Matematikçi günlük kofluflturma aras›nda bu

kadar çok özen göstermez. X ve Y kesiflse bile X ve

Y’nin elemanlar›n› iki kez yazar. Örne¤in, profes-

yonel matematikçi yukardaki örne¤i, 

olarak yazar, ama bilir ki birinci b ile ikinci b fark-

l› elemanlard›r. E¤er çok bafl› s›k›fl›rsa, X + Y’yi

olarak gösterir.

Örne¤in N + N iyis›ralamas›, N iyis›ralamas›-

n›n sonuna ayn› s›ralaman›n bir kopyas› konarak

elde edilir. ‹flte resmi:

Alfabetik S›ralama ya da ‹ki ‹yis›ralamay›

Çarpmak. (X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. Bu

bölümde X × Y kümesini iyis›ralayaca¤›z. X × Y

kümesininin (x, y) elemanlar›n› önce y’ye göre s›ra-

layaca¤›z, yani ikinci koordinat› büyük olan çift

büyük olacak. E¤er ikinci koordinatlar eflitse, o za-

man birinci koordinatlara bakaca¤›z, yani ikinci

koordinatlar› eflit olan çiftleri birinci koordinatlara

göre s›ralayaca¤›z. Tan›m flöyle: (x1, y1) ve (x2, y2)

çiftleri X × Y kümesininin iki eleman› olsun. E¤er

x1 < x2

ise ya da

x1 = x2 ve y1 < y2

ise, (x1, y1)’in (x2, y2)’den daha küçük oldu¤unu

söyleyece¤iz ve bunu

(x1, y1) < (x2, y2)

olarak yazaca¤›z.

Bunun bir s›ralama oldu¤u çok bellidir. Bir iyi-

s›ralama oldu¤unu kan›tlayal›m. U, X × Y kümesi-

ninin bofl olmayan bir altkümesi olsun.

A = {x ∈ X : bir y ∈ Y için (x, y) ∈ U}

olsun. A, boflküme olamaz. Demek ki A’n›n bir en

küçük eleman› vard›r. Bu elemana a diyelim.

B = {y ∈ Y : (a, y) ∈ U} = ({b} × Y) ∩ U

olsun. a ∈ A oldu¤undan, B boflküme olamaz. De-

mek ki B’nin de bir en küçük eleman› vard›r. Bu

elemana b diyelim. b ∈ B oldu¤undan, (a, b) ∈ U.

fiimdi (a, b)’nin U’nun en küçük eleman› oldu-

¤unu savl›yorum ve hemen kan›tl›yorum. 

(x, y), U’nun herhangi bir eleman› olsun. De-

mek ki x ∈ A. Dolay›s›yla x ≥ a. E¤er x > a ise, el-

bette (a, b) < (x, y). E¤er x = a ise, o zaman (a, y)

= (x, y) in U oldu¤undan, y ∈ B. Demek ki y ≥ b.

E¤er y > b ise, o zaman elbette (a, b) = (x, b) < (x,

y). E¤er y = b ise, o zaman (a, b) = (x, y). Kan›t›-

m›z tamamlanm›flt›r. ♣
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