Matematik Diinyasi, 2005 Yaz

Kapak Konusu: Konikler

Bir Noktanin Bir Cembere Giicu

yecegiz. Diizlemde herhangi bir ¢ember ve her-

hangi bir P noktasi alalim. P noktasindan gegen ve
cemberi kesen her-
hangi bir dogru ala-
lim. Cemberle dogru-
nun kesisim noktala-
rina A ve B diyelim.
O zaman PA-PB car-
pimi dogrudan ba-
gimsizdir, yeter ki
dogru P noktasindan
gegsin ve cemberi kes-
sin, her A ve B kesi-
sim noktasi icin gar-
pim hep aymi cikar.
-IPAIPBI  Bu yazida bu olguyu
kanitlayacagiz.

Eger P noktast A
ile B’nin arasindaysa (yani eger P ¢cemberin icindey-
se), o zaman PA-PB ¢arpimini —|PAl:|PBI olarak al-
mak bize baz1 avantajlar saglayacak ve biz de boyle
yapacagiz. Eger A ve B noktalar1 P’nin ayni tarafin-
daysa (yani P noktasi ¢emberin digindaysa) carpim
pozitif, yani [IPAI-IPBI olacak.

Sadece cembere ve P noktasina gore degistigini
kanitlayacagimiz bu sayiya P noktasinin ¢embere
gore giicii denir.

Once olgunun dogru oldugunu varsayip kav-
ramla biraz igli dighi olalim.

Eger P noktasi ¢cemberin iistiindeyse, P’nin bu
¢embere gore giici 0°dir elbette, ¢inkii A ya da B
noktalarindan biri P olmak zorunda ve dolayisiyla
PA-PB =0.

Eger P noktasi r yarigap-
I cemberin merkeziyse, P’nin
cembere gore giicii —r2’ye
esittir elbette. Goruldigi gibi
bu durumda sonug AB kirisi-
ne (yani ¢apmna) gore degis-

~IPAIPBI = 2 mez, merkezden gegen hangi
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kirig alinirsa alinsin
sonug —r2 cikar.
Eger P noktasi

T
———
B P
i
IPAIPBI = IPT

cemberin i¢inde degil-
se, o zaman P’den
cembere iki teget ge-
cer. Bu tegetlerden bi-
ri ¢embere T nokta-
sinda dokunuyorsa, o
zaman P’nin ¢embere gore glicti (madem ki P’den
gecen dogruya gore degismiyor) IPTI2 olur elbette.

Eger P noktasi ¢emberin icindeyse ama ¢embe-
rin merkezi degilse, 0 zaman
P’den PO’ya dik ¢ikalim. (O
cemberin merkezi olsun.
Bkz. yandaki sekil.) Bu dik
dogru ¢cemberi T noktasinda
kessin. O zaman P’nin ¢em-

bere gore giicii (madem ki

B
—IPAIPBI = -IPTI-IPT'|
= -|PTI?

P’den gegen dogruya gore
degismiyor) —IPTI2 olur.

Simdi kanita baglayalim. Yavag yavas kanitla-
yacagiz. Kanitlayacagimiz ilk sonuglari lise sevi-
yesindeki bir okurun gérmiis olmas: gerekir.

A

N

Onsav 1. Yandaki sekil-
de, eger O, cemberin merke-
ziyse, 0 zaman o. = B/2’dir.

Kanit: PO dogrusunu ci-
zerek o ve B agilarini ikinci se-
kildeki gibi ikiye bolelim.
Simdi, teoremdeki esitligin
oy, By ve oy, By agilart icin ge-
cerli oldugunu kanitlamak ye-
terlidir. Bir bagka deyigle, P,
O ve A noktalarinin, bir son-

raki sayfadaki tigiincti gekilde-

A

ki gibi dogrusal olduklarim

varsayabiliriz. Oyle yapalim.
O noktasi ¢emberin merkezi oldugundan, |OBI

= |OPI. Dolayisiyla OBP ikizkenar bir tiggen. De-
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mek ki B agis1 P agisina, yani
o’ya egit. (Bkz. bir sonraki
sayfadaki, simdi bu sayfadaki
sekil.) OBP tiggeninin i¢ acila-
rinin toplami 180 derece oldu-
gundan, POB acis1 180 -
2a’ya esit. Ama POB agist
BOA agisinin da timleyeni
aynt zamanda, yani 180 -
B’ya esit. Demek ki, 180 — 2a
=180 - B, yani 2o = B. O

=

Bunun son derece verimli bir
onsav oldugunu gorecegiz.

Sonug 2. O noktast cem-
berin merkeziyse yandaki se-
kildeki ABP iicgeni P nokta-
sinda diktir.

Kanit: Bir onceki onsav-
dan, m(ABP) = m(AOP)/2 =
180/2 = 90 derece oldugunu
O

P

biliyoruz.

Sonug 3. A ve B bir cem-
berin iistiinde iki nokta ol-
sun. Cemberin iistiindeki
herhangi iki P ve R noktas:
icin m(APB) = m(ARB).

Kanit: Eger O ¢cemberin
merkeziyse, Onsav 1’den

dolay1 her iki ag1 da m(AOB)/2’ye esit. O

Sonug 4. Eger bir dortgen
bir cemberin iistiindeyse, o
zaman dortgenin karsilikls
agilarvun toplani 180 derece-
dir, yani yandaki sekildeki ya-
B+

zhmla, oo + y = 180°
&dur.
Kanit: Onsava gore, eger

O ¢emberin merkeziyse, 8
m(AOC)/2 ve )

m(COA)/2. (Agilar1 saatin
ters yoniinde yaziyoruz.) De-
mek ki B + 8, m(AOC) +
m(COA) agisinin yarisi. Ama
m(AOC) + m(COA) = 360°. Kanit bitmigtir. O
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Simdi aruk giriste sozettigimiz teoremi kanitla-
mak i¢in yeterince donanimliyiz.

Teorem 1. Diizlemde herbangi bir cember ve
herbangi bir P noktast alalim. P’den gecen dogru
ne olursa olsun, eger A ve B noktalart dogruyla
cemberin kesisim noktalariysa, \PAIPBI sayist bir
sabittir.

Kamit: Once P noktasimin ¢emberin iginde ol-
dugunu varsayalim. P’den gegen AB ve CD dogru-
larini ¢izelim. Yandaki ge-
kilden takip edelim. A ve C
agilarinin esit olduklarini

B C

yukardaki sonugtan biliyo- p
ruz. Aynit nedenden B ve D
acilari da egit. Ve son olarak
da ADP ve BCP uggenleri-
nin P agilar1 birbirine egit. Demek ki ADP ve CBP
benzer ti¢genler. Buradan da IPAI/PDI| = |PCI/PBI
cikar, yani IPAIIPB| = I[PCI-IPDI. Bu durumda te-
orem kanitlanmistir.

Simdi de P noktasinin cemberin diginda oldugu-
nu varsayalim. Asagidaki gekilden takip edelim.
IPAIIPBI = IPCIIPDI esitligini gosterecegiz ve boylece
[PAIIPBI sayisinin
BAP dogrusundan
bagimsiz oldugu-

B

nu kanitlamig ola-
ABDC
dortgenine Sonug

D

cagiz.

4t uygulayarak,

m(CDB) = 180° — m(BAC) = m(CAP) esitligini elde
ederiz. Ayni nedenden m(DBA) = m(PCA). Bundan
da PCA ve PBD ticgenlerinin benzer olduklari ¢ikar.
Dolayisiyla IPAI/IPCl = IPDI/IPBI, yani IPAIPBI =
[PCIIPDI. m

Yukardaki teoremde sadece P noktasina ve
cembere gore degistigini kanitladigimiz |PAIIPBI
sayisina, “P noktasinin ¢ ¢emberine gore giicii”
denmez! Bir P noktasinin ¢ cemberine gore giicii,

| PBI-1PAI
P,0) = .
—|PBI-IPAI eger P ¢cemberin disgindaysa

olarak tanimlanan cebirsel ifadedir, noktanin ko-

eger P cemberin icindeyse

numuna gore negatif ya da pozitif olabilir. Burada
A ve B, P’den gegen ve ¢emberi kesen herhangi bir
dogrunun ¢emberi kestigi noktalardir. Yukardaki
teoremden wt(P,0) sayisinin P’den gegen ve cembe-
ri kesen dogrudan bagimsiz oldugunu biliyoruz.



Matematik Diinyasi, 2005 Yaz

S

Cemberin merkezi O, yarigapi 7 ise,
n(P,C) = IPOI? — 12
esitligi gegerlidir, ¢linkii, asagidaki sekilden takip
edilerek goriilecegi tizere, eger P ¢emberin disin-
daysa,
n(P,¢) = IPCIIPDI

= (IPOI + IOCI)(IODI - 1OPI)

= (IPOl + 7)(r — IPOIl) = IPOI2 - 72
bulunur. Eger P ¢cemberin icindeyse de ayni tiirden
bir hesap ayni sonucu verir.

Asagidaki gri karede, verilmig bir P noktasi ve
P’yi icermeyen bir ¢ ¢emberi i¢in n(P, C) = n(P, C')
esitligini veren tim ¢’ ¢emberlerini bulduk. Asagi-
daki gri karede de, P’nin ¢ ¢emberinin i¢inde oldu-

P noktasinin giicii sekilde goriilen tiim ¢emberlere gore
aynidir. Ciinkii IPAl = IPBI ve her cember ya PA ya da
PB dogrusuna A ya da B’den tegettir.

Bir P noktasi ve pozitif bir say1 verilmis olsun. Pozitif sayiy1
p > 0 icin p? olarak yazalim. P’nin € ’ye gére giiciiniin pZ ol-
dugu ¢ ¢cemberleri, yukarda goriildiigii gibi P merkezli ve

p yaricapli cemberin tstiindeki herhangi bir A noktast i¢in,
PA dogrusunun A’da teget oldugu ¢ ¢emberleridir, ¢iinkii
(P, ¢) = IPA2 = p2.
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gu durumda ayni problemi ¢ozdik.

Simdi ¢6ziimii daha ilging bir probleme el ata-
lim. Herhangi iki ¢ ve ¢' ¢emberi alalim ve =(P, C)
= n(P, ¢') esitligini saglayan P noktalarini bulalim.

Teorem 2. Birbirine teget olmayan iki C ve C'

cemberi verilmis olsun. O zaman,
(P: (P, ¢) = (P, C"))

kiimesi, OO' dogru parcasma dik bir dogrudur.

Kanit: Cemberlerin merkezleri O ve O’ ve ya-
rigaplari 7 ve #' olsun. Her iki gembere de teget olan
bir dogru alalim. Bu dogru ¢cemberleri T ve T’ nok-
talarinda kessin. B, TT' dogru pargasinin orta
noktasi olsun.

Flbette,
n(B, ¢) = IBT12 = IBT'12 = n(B, ¢).
B’den OO’ dogrusuna inen | dik dogrunun tstin-
den herhangi bir P noktasi alalim. Yukarda te-
oremden hemen 6nce gordugiimiizii ve ayrica bir
de Pisagor Teoremi’ni kullanarak,

(P, ¢) = IPOI2 — r2 = IPAIZ + |AOI2 — 12
elde ederiz. Ayni nedenden,

(P, C') = IPO'|2 — 2 = IPAI2 + |AO'2 — 2
esitligi dogrudur. Birinciden ikinciyi ¢ikarirsak,

(P, C) — n(P, ") = 1AOI2 —|AO'12 = 12 + 2
elde ederiz. Sag taraf P’den bagimsiz... P, AB dik
dogrusu tizerinde hangi nokta olursa olsun

(P, C) - =(P, (')

hep ayni say1 oluyor. B de AB dik dogrusu tizerin-
de oldugundan,

n(P,¢)-n(P,C") =n(B,C)—-n(B, (") = 0.
Demek ki P’nin iistiindeki her P noktas: n(P, ¢) =
n(P, ¢') esitligini sagliyor.

Simdi tersini kanitlayacagiz. Ama once A nokta-
sinin OO’ dogrusunun, (A, ¢) = n(A, ') esitligini
saglayan tek noktasi oldugunun farkina varalim.
(Bunun kaniti kolaydir ve okura birakilmugtir.)

P, diizlemde, =(P, ) = n(P, ') esitligini sagla-
yan herhangi bir nokta olsun. P’den OO’ dogrusu-
na dik inelim. Bu dik OO’ dogrusunu A’da kessin.
(Birazdan bu A noktasimnin biraz dnceki A noktas:
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P
oldugunu kanitlayacagiz.) Simdi hesaplayalim:
n(P, C) = IPOI2 — 2 = IPAI2 + |AOI2 — 12
= IPAR2 + (A, ).
Ayni nedenden,

n(P, ') = IPAIZ + (A, C').
Dolayisiyla, n(A, C) = n(A, ¢') esitligi gegerli olma-
li. Demek ki A, kamitin birinci kisminda alinan
nokta, dolayisiyla P noktasi I’nin uistiinde. Kaniti-
miz tamamlanmuistir. O

Bu dogruya iki ¢emberin esgtic dogrusu ya da
daha yaygin adiyla kuvvet ekseni ya da radikal
dogrusu adini verelim. Demek ki esgiic dogrusu
cemberlerin merkezlerini birlestiren dogruya dik-
tir. Esmerkezli cemberlerin esgiic dogrusu yoktur.

Eger iki ¢ember kesisi-

yorsa, kesisim noktalarinin

her iki gembere gore gugleri

0°dir. Demek ki bu iki ¢em-

berin esgiic dogrusu bu iki

kesigim noktasindan geger

(eger cemberler tegetse, o zaman esgli¢ dogrusu
cemberlerin ortak tegetidir.)

P

Eger iki gemberin merkezi ayniysa, birinin tistiindeki
her noktanin digerine gore giicii aynidir:
(P, C)=r"?—-7r2

n(P,C") = 2 -2,

Teorem 3. U¢ cemberin esgiic dogrulart ya bir
noktada kesisirler ya birbirlerine paraleldirler ya
da cakisirlar.

7

\

Kamnit: Iki esgii¢ dogrusunun kesistigini varsa-
yalim. Bu kesisim noktasinin ti¢ ¢cembere de giicii
aynidir, dolayisiyla ticiincti esgiic dogrusu da bu
noktada geger. O

bu sekilde elde edilir.

Herhangi bir P noktasi ve negatif bir say1 verilmis olsun. p > 0 icin negatif sayiy1 —p? olarak yazalim. P merkezli
p yarigapli gemberi gizelim. P’den gecen herhangi bir | dogrusu alalim. P’den I’ye dik ¢ikalim.

I’ye dik dogru ¢emberi A’da kessin. Son olarak, I’den herhangi bir O noktasi alalim. P’nin O merkezli

OA yarigapl cembere gore giicii —IPAI? = —p?’dir. Ayrica (P, ¢) = —p? esitligini saglayan tiim ¢ cemberleri

>4
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Dikkat: Yukardaki teoremde cemberlerden iki-
si kesigsmeyebilecegi gibi teget de olabilirler.

Uygulamalar. Simdi yukarda yaptiklarimizin
birkag¢ uygulamasini gorelim. Asagida pergel ve (isa-
retsiz) cetvel kullanarak gesitli ingalar yapacagiz. In-
saatlarimizin hepsi Nazmi Ilker ve NAzim Terziog-
lu’nun Konikler adli kitabindan alinmistir.

Verilen bir ¢ ¢emberine bir A noktasindan te-

get cizmek. A noktasi ¢emberin igindeyse ¢ozum

yoktur. Eger A nokta-
s1 gemberin Ustindey-
se ¢coziim kolaydir ve
okura birakilmistir.
Bundan boyle A’nin
¢emberin disinda ol-

dugunu varsayalim.
Cemberin merkezi O olsun. OA dogru pargasinin
orta noktasi merkezli ve OA yarigapli ¢ember ¢
¢emberini T noktasinda kessin. AT dogrusu ¢’ye
tegettir.

Verilen bir | dogrusuna teget ve verilen A ve B
noktalarindan gegen bir ¢cember ¢izmek. Eger A ve
B noktalari dogrunun ayri taraflarindaysa boyle
bir cember yoktur elbet. Bundan boyle A ve B nok-
talarinin dogrunun ayni tarafinda oldugunu varsa-
yalim. AB dogrusu P’ye paralelse, ¢oziim oldukga
kolaydir ve okura birakilmistir. Bundan boyle bir
de ayrica AB dogrusunun | dogrusunu I noktasin-
da kestigini varsayalim. Bir an igin istedigimiz gibi

I

bir ¢ ¢emberi (resimde noktali) buldugumuzu var-
sayalim. Bu ¢cemberin | dogrusuna degme noktasi-
na T diyelim. Amacimiz iste bu T noktasini bul-
mak. Boylece aradigimiz ¢ ¢emberinin istiinde tig
nokta (A, B ve T) bulmus olacagiz; bundan sonra
¢ cemberini bulmak oldukca kolay. IIT12 = n(I, ¢)
= IIAlIBI olmak zorunda. IITI? uzunlugunu bul-
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mak i¢in A ve B noktalarindan gegen herhangi bir
D cemberi cizelim. I noktasindan 2 ¢emberine teget
2ye S noktasinda dokunsun. O zaman, IISI2 = r(I,
D) = IIANIB| = IIT? esitlikleri dogrudur. Simdi I
merkezli |IS| yarigapl ¢emberin 7 dogrusunu kesti-
gi iki noktadan biri T olsun. Goriildigi gibi prob-
lemin iki degisik ¢oziimii vardir.

Verilen A ve B noktalarindan gegen ve verilen
bir ¢ cemberine teget ¢cember ¢izmek. Eger nokta-
lardan biri ¢gemberin icinde biri digindaysa ¢oziim
yoktur. Bundan boyle her iki noktanin da ¢cembe-
rin ya i¢inde ya da disinda oldugunu varsayalim.
Cemberin merkezine O diyelim. Eger |[OAl = |OBI
ise ¢oziim oldukg¢a kolay ve okura birakilmigtir.
Bundan boyle |OAl = |OBI esitsizligini varsayalim.

Bir an i¢in ¢oziimii buldugumuzu varsayalim.
Cozum ¢emberine £ diyelim. £ ¢emberiyle £ cembe-
rinin degme noktasi T olsun. T’den gegen teget AB
dogrusunu bir noktada kesmek zorunda ciinku
IOAl # |OBI esitsizligini varsayiyoruz. Bu kesisim
noktasina I diyelim. O zaman

n(l, ¢) = ITI? = n(1, £) = IAI-IBI.
Bu bilgiler 1s1¢inda, AB dogrusu ustinde ve
(I, ¢) = IAIIBI

esitligini saglayan bir I noktasi bulalim. Bunun i¢in
A ve B noktalarindan gegen ve ¢ ¢emberini iki nok-
tada kesen herhangi bir 2 ¢emberini ¢izelim. 2’nin
¢ cemberini kestigi noktalara M ve N diyelim. MN
dogrusuyla AB dogrusu paralel olamazlar. (Ne-
den?) MN dogrusuyla AB dogrusunun kesisim
noktasi I olsun. O zaman,

(I, ¢) = IMMIN| = n(I, 2) = IAMIBI.
Istedigimiz gibi bir I noktas: bulduk. Simdi I’den
C’ye bir teget cizelim. Bu tegetin ¢’ye degme nok-
tast T olsun. T, A ve B’den gecen # ¢emberi ¢ ¢em-
berine T de teget olacaktir, ¢ciinkii,

T2 = n(I, ¢) = HAIIBI| = n(I, C). *



