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Bu yaz›da özel bir konik olan

çemberin çok ilginç bir yönünü iflle-

yece¤iz. Düzlemde herhangi bir çember ve her-

hangi bir P noktas› alal›m. P noktas›ndan geçen ve

çemberi kesen her-

hangi bir do¤ru ala-

l›m. Çemberle do¤ru-

nun kesiflim noktala-

r›na A ve B diyelim.

O zaman PA·PB çar-

p›m› do¤rudan ba-

¤›ms›zd›r, yeter ki

do¤ru P noktas›ndan

geçsin ve çemberi kes-

sin, her A ve B kesi-

flim noktas› için çar-

p›m hep ayn› ç›kar.

Bu yaz›da bu olguyu

kan›tlayaca¤›z.

E¤er P noktas› A

ile B’nin aras›ndaysa (yani e¤er P çemberin içindey-

se), o zaman  PA·PB çarp›m›n› −|PA|·|PB| olarak al-

mak bize baz› avantajlar sa¤layacak ve biz de böyle

yapaca¤›z. E¤er A ve B noktalar› P’nin ayn› taraf›n-

daysa (yani P noktas› çemberin d›fl›ndaysa) çarp›m

pozitif, yani |PA|·|PB| olacak.

Sadece çembere ve P noktas›na göre de¤iflti¤ini

kan›tlayaca¤›m›z bu say›ya P noktas›n›n çembere

göre gücü denir.

Önce olgunun do¤ru oldu¤unu varsay›p kav-

ramla biraz içli d›fll› olal›m.

E¤er P noktas› çemberin üstündeyse, P’nin bu

çembere göre gücü 0’d›r elbette, çünkü A ya da B

noktalar›ndan biri P olmak zorunda ve dolay›s›yla

PA·PB = 0.

E¤er P noktas› r yar›çap-

l› çemberin merkeziyse, P’nin

çembere göre gücü −r2’ye

eflittir elbette. Görüldü¤ü gibi

bu durumda sonuç AB kirifli-

ne (yani çap›na) göre de¤ifl-

mez, merkezden geçen hangi

kirifl al›n›rsa al›ns›n

sonuç −r2 ç›kar.

E¤er P noktas›

çemberin içinde de¤il-

se, o zaman P’den

çembere iki te¤et ge-

çer. Bu te¤etlerden bi-

ri çembere T nokta-

s›nda dokunuyorsa, o

zaman P’nin çembere göre gücü (madem ki P’den

geçen do¤ruya göre de¤iflmiyor) |PT|2 olur elbette.

E¤er P noktas› çemberin içindeyse ama çembe-

rin merkezi de¤ilse, o zaman

P’den PO’ya dik ç›kal›m. (O

çemberin merkezi olsun.

Bkz. yandaki flekil.) Bu dik

do¤ru çemberi T noktas›nda

kessin. O zaman P’nin çem-

bere göre gücü (madem ki

P’den geçen do¤ruya göre

de¤iflmiyor) −|PT|2 olur.

fiimdi kan›ta bafllayal›m. Yavafl yavafl kan›tla-

yaca¤›z. Kan›tlayaca¤›m›z ilk sonuçlar› lise sevi-

yesindeki bir okurun görmüfl olmas› gerekir.

Önsav 1. Yandaki flekil-

de, e¤er O, çemberin merke-

ziyse, o zaman α = β/2’dir.

Kan›t: PO do¤rusunu çi-

zerek α ve β aç›lar›n› ikinci fle-

kildeki gibi ikiye bölelim.

fiimdi, teoremdeki eflitli¤in

α1, β1 ve α2, β2 aç›lar› için ge-

çerli oldu¤unu kan›tlamak ye-

terlidir. Bir baflka deyiflle, P,

O ve A noktalar›n›n, bir son-

raki sayfadaki üçüncü flekilde-

ki gibi do¤rusal olduklar›n›

varsayabiliriz. Öyle yapal›m.

O noktas› çemberin merkezi oldu¤undan, |OB|

= |OP|. Dolay›s›yla OBP ikizkenar bir üçgen. De-
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mek ki B aç›s› P aç›s›na, yani

α’ya eflit. (Bkz. bir sonraki

sayfadaki, flimdi bu sayfadaki

flekil.) OBP üçgeninin iç aç›la-

r›n›n toplam› 180 derece oldu-

¤undan, POB aç›s› 180 −
2α’ya eflit. Ama POB aç›s›

BOA aç›s›n›n da tümleyeni

ayn› zamanda, yani 180 −
β’ya eflit. Demek ki, 180 − 2α
= 180 − β, yani 2α = β. ■■

Bunun son derece verimli bir

önsav oldu¤unu görece¤iz.

Sonuç 2. O noktas› çem-

berin merkeziyse yandaki fle-

kildeki ABP üçgeni P nokta-

s›nda diktir.

Kan›t: Bir önceki önsav-

dan, m(ABP) = m(AOP)/2 =

180/2 = 90 derece oldu¤unu

biliyoruz. ■■

Sonuç 3. A ve B bir çem-

berin üstünde iki nokta ol-

sun. Çemberin üstündeki

herhangi iki P ve R noktas›

için m(APB) = m(ARB).

Kan›t: E¤er O çemberin

merkeziyse, Önsav 1’den

dolay› her iki aç› da m(AOB)/2’ye eflit. ■■

Sonuç 4. E¤er bir dörtgen

bir çemberin üstündeyse, o

zaman dörtgenin karfl›l›kl›

aç›lar›n›n toplam› 180 derece-

dir, yani yandaki flekildeki ya-

z›l›mla, α + γ = 180° = β +

δ’d›r.

Kan›t: Önsava göre, e¤er

O çemberin merkeziyse, β =

m(AOC)/2 ve δ =

m(COA)/2. (Aç›lar› saatin

ters yönünde yaz›yoruz.) De-

mek ki β + δ, m(AOC) +

m(COA) aç›s›n›n yar›s›. Ama

m(AOC) + m(COA) = 360°.  Kan›t bitmifltir. ■■

fiimdi art›k giriflte sözetti¤imiz teoremi kan›tla-

mak için yeterince donan›ml›y›z.

Teorem 1. Düzlemde herhangi bir çember ve

herhangi bir P noktas› alal›m. P’den geçen do¤ru

ne olursa olsun, e¤er A ve B noktalar› do¤ruyla

çemberin kesiflim noktalar›ysa, |PA||PB| say›s› bir

sabittir.

Kan›t: Önce P noktas›n›n çemberin içinde ol-

du¤unu varsayal›m. P’den geçen AB ve CD do¤ru-

lar›n› çizelim. Yandaki fle-

kilden takip edelim. A ve C

aç›lar›n›n eflit olduklar›n›

yukardaki sonuçtan biliyo-

ruz. Ayn› nedenden B ve D

aç›lar› da eflit. Ve son olarak

da ADP ve BCP üçgenleri-

nin P aç›lar› birbirine eflit. Demek ki ADP ve CBP

benzer üçgenler. Buradan da |PA|/PD| = |PC|/PB|

ç›kar, yani |PA|·|PB| = |PC|·|PD|. Bu durumda te-

orem kan›tlanm›flt›r. 

fiimdi de P noktas›n›n çemberin d›fl›nda oldu¤u-

nu varsayal›m. Afla¤›daki flekilden takip edelim.

|PA||PB| = |PC||PD| eflitli¤ini gösterece¤iz ve böylece

|PA||PB| say›s›n›n

BAP do¤rusundan

ba¤›ms›z oldu¤u-

nu kan›tlam›fl ola-

ca¤›z. ABDC

dörtgenine Sonuç

4’ü uygulayarak,

m(CDB) = 180° − m(BAC) = m(CAP) eflitli¤ini elde

ederiz. Ayn› nedenden m(DBA) = m(PCA). Bundan

da PCA ve PBD üçgenlerinin benzer olduklar› ç›kar.

Dolay›s›yla |PA|/|PC| = |PD|/|PB|, yani |PA||PB| =

|PC||PD|. ■■

Yukardaki teoremde sadece P noktas›na ve

çembere göre de¤iflti¤ini kan›tlad›¤›m›z |PA||PB|

say›s›na, “P noktas›n›n C çemberine göre gücü”

denmez! Bir P noktas›n›n C çemberine göre gücü,

olarak tan›mlanan cebirsel ifadedir, noktan›n ko-

numuna göre negatif ya da pozitif olabilir. Burada

A ve B, P’den geçen ve çemberi kesen herhangi bir

do¤runun çemberi kesti¤i noktalard›r. Yukardaki

teoremden π(P,C ) say›s›n›n P’den geçen ve çembe-

ri kesen do¤rudan ba¤›ms›z oldu¤unu biliyoruz.

41

Matematik Dünyas›, 2005 Yaz

C

D

B

A

P

C

B

A

P
D

P

A

B

O

α

β

α

π−β

P

A

B

R

C

A

B

D

γ

δ

β

α

C

A

B

D

δ

β

O

2β

P

A

B

O

 
π( , )P

PB PA P

PB PA P
C =

−






| | · | | e¤er  çemberin içindeyse

| | · | | e¤er  çemberin d›fl›ndaysa

P

A

B

O

α

β



Çemberin merkezi O, yar›çap› r ise,

π(P,C ) = |PO|2 − r2

eflitli¤i geçerlidir, çünkü, afla¤›daki flekilden takip

edilerek görülece¤i üzere, e¤er P çemberin d›fl›n-

daysa,

π(P,C ) = |PC||PD|

= (|PO| + |OC|)(|OD| − |OP|)

= (|PO| + r)(r − |PO|) = |PO|2 − r2

bulunur. E¤er P çemberin içindeyse de ayn› türden

bir hesap ayn› sonucu verir.

Afla¤›daki gri karede, verilmifl bir P noktas› ve

P’yi içermeyen bir C çemberi için π(P, C ) = π(P, C ′)
eflitli¤ini veren tüm C ′ çemberlerini bulduk. Afla¤›-

daki gri karede de, P’nin C çemberinin içinde oldu-

¤u durumda ayn› problemi çözdük.

fiimdi çözümü daha ilginç bir probleme el ata-

l›m. Herhangi iki C ve C ′ çemberi alal›m ve π(P, C )

= π(P, C ′) eflitli¤ini sa¤layan P noktalar›n› bulal›m.

Teorem 2. Birbirine te¤et olmayan iki C ve C ′
çemberi verilmifl olsun. O zaman,

{P : π(P, C ) = π(P, C ′)}
kümesi, OO′ do¤ru parças›na dik bir do¤rudur.

Kan›t: Çemberlerin merkezleri O ve O′ ve ya-

r›çaplar› r ve r′ olsun. Her iki çembere de te¤et olan

bir do¤ru alal›m. Bu do¤ru çemberleri T ve T ′ nok-

talar›nda kessin. B, TT ′ do¤ru parças›n›n orta

noktas› olsun.

Elbette,

π(B, C ) = |BT|2 = |BT′|2 = π(B, C ′).
B’den OO ′ do¤rusuna inen l dik do¤runun üstün-

den herhangi bir P noktas› alal›m. Yukarda te-

oremden hemen önce gördü¤ümüzü ve ayr›ca bir

de Pisagor Teoremi’ni kullanarak,

π(P, C ) = |PO|2 − r2 = |PA|2 + |AO|2 − r2

elde ederiz. Ayn› nedenden,

π(P, C ′) = |PO′|2 − r′2 = |PA|2 + |AO′|2 − r′2

eflitli¤i do¤rudur. Birinciden ikinciyi ç›kar›rsak,

π(P, C ) − π(P, C ′) = |AO|2 − |AO′|2 − r2 + r′2

elde ederiz. Sa¤ taraf P’den ba¤›ms›z... P, AB dik

do¤rusu üzerinde hangi nokta olursa olsun

π(P, C ) − π(P, C ′)
hep ayn› say› oluyor. B de AB dik do¤rusu üzerin-

de  oldu¤undan,

π(P, C ) − π(P, C ′)  = π(B, C ) − π(B, C ′) = 0. 

Demek ki l’nin üstündeki her P noktas› π(P, C ) =

π(P, C ′) eflitli¤ini sa¤l›yor.

fiimdi tersini kan›tlayaca¤›z. Ama önce A nokta-

s›n›n OO′ do¤rusunun, π(A, C ) = π(A, C ′) eflitli¤ini

sa¤layan tek noktas› oldu¤unun fark›na varal›m.

(Bunun kan›t› kolayd›r ve okura b›rak›lm›flt›r.)

P, düzlemde, π(P, C ) = π(P, C ′) eflitli¤ini sa¤la-

yan herhangi bir nokta olsun. P’den OO′ do¤rusu-

na dik inelim. Bu dik OO′ do¤rusunu A’da kessin.

(Birazdan bu A noktas›n›n biraz önceki A noktas›
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oldu¤unu kan›tlayaca¤›z.) fiimdi hesaplayal›m:

π(P, C ) = |PO|2 − r2 = |PA|2 + |AO|2 − r2

= |PA|2 + π(A, C ).

Ayn› nedenden,

π(P, C ′) = |PA|2 + π(A, C ′).
Dolay›s›yla,  π(A, C ) = π(A, C ′) eflitli¤i geçerli olma-

l›. Demek ki A, kan›t›n birinci k›sm›nda al›nan

nokta, dolay›s›yla P noktas› l’nin üstünde. Kan›t›-

m›z tamamlanm›flt›r. ■■

Bu do¤ruya iki çemberin eflgüç do¤rusu ya da

daha yayg›n ad›yla kuvvet ekseni ya da radikal

do¤rusu ad›n› verelim. Demek ki eflgüç do¤rusu

çemberlerin merkezlerini birlefltiren do¤ruya dik-

tir. Eflmerkezli çemberlerin eflgüç do¤rusu yoktur.

E¤er iki çember kesifli-

yorsa, kesiflim noktalar›n›n

her iki çembere göre güçleri

0’d›r. Demek ki bu iki çem-

berin eflgüç do¤rusu bu iki

kesiflim noktas›ndan geçer

(e¤er çemberler te¤etse, o zaman eflgüç do¤rusu

çemberlerin ortak te¤etidir.)

Teorem 3. Üç çemberin eflgüç do¤rular› ya bir

noktada kesiflirler ya birbirlerine paraleldirler ya

da çak›fl›rlar.

Kan›t: ‹ki eflgüç do¤rusunun kesiflti¤ini varsa-

yal›m. Bu kesiflim noktas›n›n üç çembere de gücü

ayn›d›r, dolay›s›yla üçüncü eflgüç do¤rusu da bu

noktada geçer. ■■
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Dikkat: Yukardaki teoremde çemberlerden iki-

si kesiflmeyebilece¤i gibi te¤et de olabilirler.

Uygulamalar. fiimdi yukarda yapt›klar›m›z›n

birkaç uygulamas›n› görelim. Afla¤›da pergel ve (ifla-

retsiz) cetvel kullanarak çeflitli inflalar yapaca¤›z. ‹n-

flaatlar›m›z›n hepsi Nazmi ‹lker ve Nâz›m Terzio¤-

lu’nun Konikler adl› kitab›ndan al›nm›flt›r.

Verilen bir C çemberine bir A noktas›ndan te-

¤et çizmek. A noktas› çemberin içindeyse çözüm

yoktur. E¤er A nokta-

s› çemberin üstündey-

se çözüm kolayd›r ve

okura b›rak›lm›flt›r.

Bundan böyle A’n›n

çemberin d›fl›nda ol-

du¤unu varsayal›m.

Çemberin merkezi O olsun. OA do¤ru parças›n›n

orta noktas› merkezli ve OA yar›çapl› çember C

çemberini T noktas›nda kessin. AT do¤rusu C ’ye

te¤ettir.

Verilen bir l do¤rusuna te¤et ve verilen A ve B

noktalar›ndan geçen bir çember çizmek. E¤er A ve

B noktalar› do¤runun ayr› taraflar›ndaysa böyle

bir çember yoktur elbet. Bundan böyle A ve B nok-

talar›n›n do¤runun ayn› taraf›nda oldu¤unu varsa-

yal›m. AB do¤rusu l’ye paralelse, çözüm oldukça

kolayd›r ve okura b›rak›lm›flt›r. Bundan böyle bir

de ayr›ca AB do¤rusunun l do¤rusunu I noktas›n-

da kesti¤ini varsayal›m. Bir an için istedi¤imiz gibi

bir C çemberi (resimde noktal›) buldu¤umuzu var-

sayal›m. Bu çemberin l do¤rusuna de¤me noktas›-

na T diyelim. Amac›m›z iflte bu T noktas›n› bul-

mak. Böylece arad›¤›m›z C çemberinin üstünde üç

nokta (A, B ve T) bulmufl olaca¤›z; bundan sonra

C çemberini bulmak oldukça kolay. |IT |2 = π(I, C )

= |IA||IB| olmak zorunda. |IT |2 uzunlu¤unu bul-

mak için A ve B noktalar›ndan geçen herhangi bir

D çemberi çizelim. I noktas›ndan D çemberine te¤et

D’ye S noktas›nda dokunsun. O zaman, |IS|2 = π(I,

D) = |IA||IB| = |IT |2 eflitlikleri do¤rudur. fiimdi I

merkezli |IS| yar›çapl› çemberin l do¤rusunu kesti-

¤i iki noktadan biri T olsun. Görüldü¤ü gibi prob-

lemin iki de¤iflik çözümü vard›r.

Verilen A ve B noktalar›ndan geçen ve verilen

bir C çemberine te¤et çember çizmek. E¤er nokta-

lardan biri çemberin içinde biri d›fl›ndaysa çözüm

yoktur. Bundan böyle her iki noktan›n da çembe-

rin ya içinde ya da d›fl›nda oldu¤unu varsayal›m.

Çemberin merkezine O diyelim. E¤er |OA| = |OB|

ise çözüm oldukça kolay ve okura b›rak›lm›flt›r.

Bundan böyle |OA| ≠ |OB| eflitsizli¤ini varsayal›m. 

Bir an için çözümü buldu¤umuzu varsayal›m.

Çözüm çemberine E diyelim. E çemberiyle C çembe-

rinin de¤me noktas› T olsun. T ’den geçen te¤et AB

do¤rusunu bir noktada kesmek zorunda çünkü

|OA| ≠ |OB| eflitsizli¤ini varsay›yoruz. Bu kesiflim

noktas›na I diyelim. O zaman

π(I, C ) = |IT |2 = π(I, E ) = |IA|·|IB|.

Bu bilgiler ›fl›¤›nda, AB do¤rusu üstünde ve

π(I, C ) = |IA|·|IB|

eflitli¤ini sa¤layan bir I noktas› bulal›m. Bunun için

A ve B noktalar›ndan geçen ve C çemberini iki nok-

tada kesen herhangi bir D çemberini çizelim. D ’nin

C çemberini kesti¤i noktalara M ve N diyelim. MN

do¤rusuyla AB do¤rusu paralel olamazlar. (Ne-

den?) MN do¤rusuyla AB do¤rusunun kesiflim

noktas› I olsun. O zaman,

π(I, C ) = |IM|·|IN | = π(I, D) = |IA|·|IB |.

‹stedi¤imiz gibi bir I noktas› bulduk. fiimdi I ’den

C ’ye bir te¤et çizelim. Bu te¤etin C ’ye de¤me nok-

tas› T olsun. T, A ve B’den geçen E çemberi C çem-

berine T ’de te¤et olacakt›r, çünkü,

|IT |2 = π(I, C ) = |IA|·|IB | = π(I, C ).  ♥
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