Matematik Diinyasi, 2005 Yaz

Kapak Konusu: Konikler

Koniklerin Geometrik Tanimi

Onceki iki yazida, dejenere
diye adlandirdigimiz ve pek ilgi ¢eki-

ci olmayan birka¢ sik digsinda, koniklerin elips,
parabol ve hiperbol adli egriler olduklarini gordiik
ve bu egrileri, lise diizeyinde cizilebildigi kadar ger-
cekgi bir bigimde ¢izdik. Bu iki yazida yaklagimi-
miuz cebirseldi. Birinci yazida, iki degiskenli ve ikin-
ci dereceden bir polinomun kokleriyle (bir konikle)
ise bagladik ve bu koklerden olusan kiimeyi diiz-
lemde evirip cevirerek polinomu basitlestirdik (bir-
cok katsay1 0 oldu.) Ikinci yazida da bu basitlesti-
rilmis denklemleri saglayan noktalar kiimesini (eg-
rileri) diizlemde ¢izdik.

Bu Gglincti yazida ise koniklere geometrik bir
bakis acisiyla yaklasacagiz.

Diizlemde, adlarina sirasiyla dogrultman ve
odak noktas: diyecegimiz bir 1 dogrusu ve bir F
noktasi verilmis olsun. Bu dogru ve noktaya olan
uzakhklarinin orani sabit olan noktalar kiimesini
ele alalim.

Dogrultmana I, odak noktasina F dedik. Oran

da e olsun. Bir P noktasmin | dogrultmanina ve F

sirasiyla

d(1, P) ve d(F, P) olarak gosterelim. Dedigimiz gibi,
d(F, P) = e:d(l, P)

esitligini saglayan P noktalarinin olusturdugu ki-

odak noktasina olan uzakliklarim

meyle ilgileniyoruz. Bu, nasil bir kimedir? Ge-
ometrik olarak neye benzer? Bu yazida iste bu so-
rulari yanitlayacagiz.

Kiimenin sekli elbette e oranina gore degisir.
Her seyden once eger e < 0 ise, kime bostur, iste-
digimiz kosulu saglayan bir P noktasi yoktur. Ay-
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rica, eger e = 0 ise, 0 zaman da sadece odak nokta-
s verilen kogulu saglar. Bundan boyle e’nin pozitif
bir say1 oldugunu varsayalim.

Alistirma. Eger odak noktasi dogrultmanin {is-
tindeyse elde edilen kiime, e < 1 ise boskiimedir,
e = 1 ise bir dogrudur ve e > 1 ise iki dogrunun bir-
lesimidir.

Yukardaki alisgtirmay: gozoniinde tutarak,
bundan boyle odak noktasinin dogrultmanin is-
tinde olmadigini, yani F ¢ | kosulunu varsayalim.

Kimenin daha ¢ok geometrik ozellikleriyle il-
gilendigimizden, | dogrultmanini ve F odak nokta-
sin1 (ayn1 anda) dondiiriip oteleyebiliriz. Bu donu-
stimler kiimenin geometrik 6zelliklerini bozmaz.

Dogrultmani F etrafinda dondiirerek dogrult-
manin dikey bir dogru oldugunu varsayabiliriz. Bir
de ayrica hem dogrultmani

Ly
hem de odak noktasni ay- | JPl )
ni dogrultuda oteleyerek P

---------------- ol
dogrultmanin y ekseni ol- P ‘.“‘leF(a, 0 x
dugunu ve odak noktasinin M "
x ekseni iistiinde oldugunu |- A
varsayabiliriz. Ayrica, gere- [ of

kirse F noktasinin y ekseni-
ne (yani dogrultmana) gore simetrisini alarak, F'nin
y ekseninin saginda oldugunu varsayabiliriz.

Fnin koordinatlarina (a, 0) diyelim. Burada a >
0 olmal, ¢iinkii F noktasi dogrultmanin saginda. O
zaman, bir P(x, y) noktasinin kiimede olmasi igin,

Vx—aP +y? =d(E,P)=ed(,P)=e| x|

kosulunun saglanmasi lazim. Her iki tarafin da ka-
resini alirsak,

(x —a)? + y2 = e2x2 (1)
esitligi saglanmali. Bu, iki degiskenli ve ikinci dere-
ceden bir denklem, demek ki aradigimiz kiime bir
konik.

Bundan boyle analizimize 0 < e < 1, e =1 ve
e > 1 durumlarina gore devam edecegiz. Ancak

e’nin her zaman pozitif oldugunu unutmayalim.
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Eger e = 1 ise. O zaman (x — a)? + y2 = e2x2 =
x2 denklemindeki x2’ler sadelesir ve geriye
x =y22a +al2
kalir. Bu denklemin, x eksenine gore simetrik bir
parabolun denklem oldugu belli. Cizimi asagida.

A

b

a/Z\ a ¢

Eger e # 1 ise. Gene (x — a)? + y2 = e2x2 denk-

lemiyle oynayalim:

(x—zz)2+yz=e2x2

o (1-)x* —2ax+a> +y* =0

<:>x2— 2a x+ y2 + az =0
1-¢2 1-¢2 1-¢

<3[x— 2 j2+ yz + a - a =0
1-¢2) 1-¢* 1-¢ (1-€*?

<:>£x— a ]2+ yz = e’a’
1-¢*) 1-¢* (1-é&2

Sonuncu denkleme bakalim. Eger diizlemi ya-
tay olarak yeterince otelersek, denklemimiz,
yZ 82 aZ
1-¢ (1-¢27
denklemine doniisiir. Bu denklem, 1 — ¢2’nin pozitif

X2+

>0

ya da negatif olmasina gore, ya bir elips ya da bir hi-
perbol verir. Eger e < 1 ise elips, eger e > 1 ise hiper-
bol elde ederiz. Her iki durumu ayr1 ayri irdeleyelim.

Eger 0 < e < 1 ise. Bu durumda bir elipsle kar-

s1 karstya oldugumuzu biliyoruz. Denklemimiz,
a y?

2
1-¢? 1-¢® (1—62)2

bigiminde. Elips ¢ok bariz bicimde x eksenine gore

a’

simetrik, ctinkii (x, y) noktas: elipsin tstiindeyse,
(x, —y) noktasi da elipsin tstiinde. Bir 6nceki yazi-
dan dolayi, diger simetri dogrusu bu yatay simetri
dogrusuna dik olmali, yani dikey olmal. Ikinci si-
metri dogrusunu daha sonra bulacagiz. Once elip-
sin x eksenini kestigi noktalari bulalim. Bunun igin
yukardaki denklemde y = 0 almaliyiz:
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a a

- ea_ _a :alie: 1_e>1+e
1-e2 1-¢* 1-e L>£
1+e 2

Elipsin merkezi bu iki noktanin tam ortasinda-

dir, yani x ekseni ustiinde ve birinci koordinati
a a

l+e 1-e _
2 1-é?

olan noktadir. Dikey simetri dogrusu da bu mer-

a

>a

kez noktasindan gecer. Bunu, elipsin denklemine
bakarak dogrudan da anlayabilirdik. Elipsin bu di-
key simetri dogrusunu kestigi noktalari bulmak
icin, elipsin denkleminde

a
X =
1-¢2
almak yeterlidir. Sonug,
_,_ca

y=+
V1-¢?
olarak bulunur. Buradan, elipsin yiiksekliginin bo-
yundan daha kiigtuk oldugu kolaylikla ¢ikar.
Tum bu bulduklarimizla elipsin sekli olduk¢a
kolay bi¢imde bulunur:

AY

parabol”

. Vi-e?
Simetriden dolayt elipsin bir baska dogrultma-
n1 ve bir bagka odak noktasi daha vardir: Dikey si-
metri eksenine gore eskilerinin simetrigini alirsak

ty

T

a

1-e

yenilerini buluruz. Yani elipsin bir bagska odak nok-
tasi ve bir bagka dogrultmani vardir:

F{a

Bu yeni odak noktasi ve dogrultman yukardaki re-

2

1+e
5 ,0 [ noktasi ve x =

1-e

a
5 dogrusu.
1-e

simde gosterilmistir. (e, soldan 1’e yakinsadiginda
bu yeni odak noktasi ve dogrultman “arti” sonsuza
giderler ve elips parabole donusiir.) Ayrica yeni
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odak noktasi ve dogrultmana gore oran da degis-
mez, yani elips tizerinde alinmig herhangi bir P nok-
tast i¢in,

d(F', P) = e-d(l', P)
esitligi saglanir. Tim bunlarin kaniti ¢ok kolaydir.
(Yukardaki sekil kanitin ipucunu vermektedir: Si-
metriyi kullanin.)

Bu arada e orami 0’a yakinsadiginda, ikinci
odak noktasinin birincisine yakinsadigini, elipsin
gitgide cembere benzedigini ve limitte bir noktaya
buzustigunii gormek zor degil. Elipslerin ancak
e = 0 oldugunda bir ¢cember olduklarini (o da tek
noktasi olan bir ¢gember) gozlemleyelim. Ote yan-
dan e, 1’e yakinsadiginda, ikinci odak noktasi son-
suza gider ve elips gitgide parabollegir.

Eger e > 1 ise. Bu sefer bir hiperbolle kars: kar-
stya oldugumuzu biliyoruz. (1) denklemini
2 2 22
[x+aJ_y=ea 2
A1) -1 (2-1?
bigiminde yazalim. e2 — 1 sayisinin pozitif oldugu-

nu unutmayalim.

Hiperbol x eksenine gore simetrik, ¢tinkii (x, y)
noktas elipsin tistiindeyse, (x, —y) noktasi da elipsin
ustinde. Bir onceki yazidan dolay: diger simetri
dogrusu bu simetri dogrusuna dik olmali, yani dikey
olmals. Ikinci simetri dogrusunu daha sonra bulaca-
g1z. Once hiperboliin x eksenini kestigi noktalar:
bulalim. Bunun i¢in denklemde y = 0 almaliyiz:

a —a
ea a te—1 e+l |e-1
X=t oy ma, T
e -1 e -1 e” -1 —a
e-1

(Elipsle ayni yanit1 buldugumuza dikkat ¢ekerim.)
Hiperboliin dikey simetri dogrusu bu iki nok-
tanin ortasindan geger, yani
-a

B e -1
denklemiyle verilen dogrudur.

Geriye bilmedigimiz pek bir sey kalmadi. Bir
de asimptotlar1 bulalim. Asimptotun tanimini
anmimsayalim: x ¢ok biiyidiigunde hiperboliin ¢ok
yakin oldugu dogruya (eger varsa oyle bir dogru)
asimptot denir. Fransiz kulttiriiyle yetismisler
asemptot derler.

Hiperboliin (2) denklemini x2’ye béliip, x’i
sonsuza gotirelim. O zaman esitligin sag tarafi 0’a
gider, en soldaki terim 1’e gider ve

2
e f—
olur. Dolayisiyla, x cok buiyukken,

v/ x~+" e -1
olur. Bir bagka deyisle asimptotlarin egimi

[ 2
Ve -1
dir. Ayrica asimptotlar hiperboliin merkezi olan

-a
,0
[ez -1 ]

noktasindan ge¢mek zorunda olduklarindan,

asimptotlarin denklemleri,

y=i\s‘“‘e2 —1[x+ a J
-1

dir. Artik hiperbolumiizii ¢izebiliriz.

Aynen elipste oldugu gibi, hiperbolde de, dikey
simetriden dolayi ikinci bir odak noktasi (yukarda-
ki resimde F’) ve dogrultman (yukardaki resimde
noktal ¢izilen dikey dogru) vardir.

e, sagdan 1’e (yani 1*’ya) yakinsadigi zaman,
ikinci odak noktasi ve dogrultman “eksi sonsuz”a
dogru giderler ve hiperbol gitgide parabollesir. Ote
yandan e ¢ok buyudigiinde hiperbol y eksenine
yaklagmaya caligir; ayrica asimptotlar diklesir ve x
ve y eksenleriyle kesisim noktalari diizlemin mer-
kezine, yani O noktasina yakinsarlar.

Ayrintilara girmeden bulduklarimizi bir te-
oremde Ozetleyelim:
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by

e sonsuza dogru biiyiiyor hiperbol; e > 1

parabol; e = 1

elips; e < 1

e kugiilerek sSryra yaklasiyd

Burada, a’y1 sabit tutarak ama e’yi 0°dan sonsuza dogru degistirerek, elipsleri (0 < e < 1), parabolii (e

ayni graflgm iistiinde ¢izdik.

Teorem 1. Diizlemde bir | dogrusu ve bu dog-
runun distiinde olmayan bir F noktast verilmis olsun.
Avyrica pozitif bir e sayist verilmis olsun. O zaman,

(P: d(P, F) = e-d(P, 1))
bir koniktir. Eger 0 < e < 1 ise bir elipstir, e = 1 ise
bir paraboldiir ve e > 1 ise bir hiperboldiir.

Bir Bagka Geometrik Yaklagim

Elipsle hiperboliin parabole gore bir ayricalig
var: Elips ve hiperbolde iki degisik odak noktasi ve
dogrultman cifti vardir (ustelik ayni e orami igin),
ama parabolde bir tane odak noktasi ve dogrultman
cifti vardir. (Bu son soyledigimizi kanitlayabilir mi-
siniz?) Elipsle hiperboliin bu 6zelligi onlarin geomet-
rik olarak bagka tiirlii taninmasina izin verir.

Elips. Once elipsi ele alalim. Asagida bir elips
ve bu elipsin (F, 1) ve (F’, I') odak noktas: ve dog-
rultman ciftlerini ¢izdik. Elipsin tstiinde herhangi
bir P noktast alahm. P’nin | ve I’ dogrultmanlar
tstiine olan izdiigimiine A ve A’ diyelim. | ve I'

| I’
A A’

AL

S

) ve hiperbolleri (1 < ¢)

arasindaki mesafeye de 2a diyelim: d(A, A’) = 2a.
Elipsin tanimindan dolay,

d(F, P) =ed(A,P)
ve

d(F', P) = e:d(A', P)
esitlikleri saglanir. Bunlar toplarsak

d(F, P) + d(F', P) = e(d(A, P) + d(A’, P))

yani

= 2ae,

d(F, P) + d(F', P)

buluruz, yani elipsin tstiinde alinan P noktasi ne

= 2ae

olursa olsun, P’nin odak noktalarina olan uzaklik-
larinin toplamu bir sabittir.

Bunun tersi de dogrudur, yani diizlemde her-
hangi iki F ve F' noktalar1 verilmig olsun. Ayrica,
2a, d(F, F') mesafesinden biiyiik bir say1 olsun. O
zaman,

{P:d(P, F) +d(P, F') = 2a}
kiimesi bir elipstir. Bunu kanitlayalim: Genelligi
bozmadan F ve F' noktalarinin koordinatlarinin,
bir 0 < ¢ < a i¢in, (c, 0) ve (—c, 0) olduklarin1 var-
sayabiliriz. Kiimeden bir P(x, y) noktas: alalim. O

zaman, d(P, F) + d(P, F') = 2a kosulu bize

\/(x+c)2 +y2 +\s“‘(x—c)2 +y2

=2a
verir. Bunu
\s“‘(x+c)2 +y2 =2a- (x—c)2 +y2
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olarak yazip (yaptugimiz yapacagimiz tek zeki sey
bu olacak) her iki tarafin da karesini alalim. Basit

bir iki sadelestirmeden sonra,

cx—a* = —a\f(x —c)2 + y2
buluruz. Bunun da karesini alip sadelestirmeleri

yaptigimizda,

denklemine variriz, ki bu da elbette, a > ¢ oldugun-
dan, bir elipsin denklemidir.

Daha sonra bu elipsin odak noktalarinin F ve
F' olduklarini kanitlayacagiz.

Bulduklarimizi bir teoremde toparlayalim.

Teorem 2. Bir elipsin noktalarimin ber iki odak
noktasma olan mesafelerinin toplamu bir sabittir.
Eger elips x%/a? + y2/b? = 1 denklemiyle verilmisse
bu sabit 2a’dur.

Bunun tersi de dogrudur: Eger diizlemde her-
hangi iki F ve F' noktast ve 2a > d(F, F') sayist ve-
rilmisse, o zaman, {P : d(P, F) + d(P, F') = 2a} kii-
mesi bir elipstir.

Hiperbol. Yukarda elips i¢in yaptigimizi bu
kez hiperbol i¢in yapalim. Asagida bir hiperbol ve
bu hiperboliin (F, 1) ve (F’, I') odak noktasi ve
dogrultman ciftlerini ¢izdik. Hiperboliin sag dalin-
I’ |

[ 2

dan herhangi bir P noktasi alalim. P’nin | ve I’
dogrultmanlari tstiine olan izdiigimlerine sirasiyla
A ve A’ diyelim. I ve I' dogrultmanlar1 arasindaki
mesafeye de d diyelim: d(A, A’) = d. Hiperboliin ta-
nmimindan dolay,

d(F, P) = e-d(A, P)
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ve
d(F', P) = e-d(A', P)
esitlikleri saglanir. Birinciyi ikinciden ¢ikarirsak,
d(F', P) - d(F, P) = e(d(A’, P) — d(A, P)) = ed,

yani

d(F', P)—d(F, P) = ed
buluruz. Eger, hiperboliin sol dalindan bir nokta
segseydik,

d(F,P)—d(F',P) =ed
bulacaktik. Demek ki her iki durumda da,

|d(F, P) — d(F', P)| = ed,
yani hiperboliin iistiinden alinan P noktasi ne olur-
sa olsun, P’nin odak noktalarina olan uzakliklari-
nin farkinin mutlak degeri bir sabittir.

Bunun tersi de dogrudur: Diizlemde herhangi
iki F ve F' noktalar verilmis olsun. Ayrica, 2a >
d(F, F') herhangi bir say1 olsun. O zaman,

{P:1d(P, F) — d(P, F')| = 24}
kuimesi bir hiperboldir. Bunu kanitlayalim: Genel-
ligi bozmadan F ve F' noktalarinin koordinatlari-
nin, bir 0 < ¢ < a icin, (¢, 0) ve (—c, 0) olduklarin
varsayabiliriz. Kiimeden bir P(x, y) noktasi alalim.
O zaman, |d(P, F) — d(P, F')| = 2a kosulu bize

\/(x+c)2 + y2 —\:“‘(x—c)2 +y2 ==+2a
verir. Bunu

\fs(x-i—c)z +y2 =i2a+\/(x—c)2 +y2
olarak yazip her iki tarafin da karesini alalim. Ba-
sit bir iki sadelestirmeden sonra,

x—a=i\/(x—c)2 +y2
buluruz. Bunun da karesini alip sadelestirmeleri

yaptigimizda,

xl

a2 612 —C

denklemine variriz, ki bu da, a > ¢ oldugundan, bir

2
Y

=1
2

hiperbolin denklemidir.
Daha sonra bu hiperboliin odak noktalarinin F
ve F' olduklarini kanitlayacagz.

Bulduklarimizi bir teoremde toparlayalim.

Teorem 3. Bir hiperboliin noktalarimn her iki
odak noktasina olan mesafelerinin farkuvun mut-
lak degeri bir sabittir. Bunun tersi de dogrudur:
Eger diizlemde berbangi iki F ve F' noktasi ve 2a
> d(F, F') sayist verilmisse, o zaman,

(P :1d(P, F) - d(P, F')| = 2a)
kiimesi bir hiperboldiir. v



