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Önceki iki yaz›da, dejenere

diye adland›rd›¤›m›z ve pek ilgi çeki-

ci olmayan birkaç fl›k d›fl›nda, koniklerin elips,

parabol ve hiperbol adl› e¤riler olduklar›n› gördük

ve bu e¤rileri, lise düzeyinde çizilebildi¤i kadar ger-

çekçi bir biçimde çizdik. Bu iki yaz›da yaklafl›m›-

m›z cebirseldi. Birinci yaz›da, iki de¤iflkenli ve ikin-

ci dereceden bir polinomun kökleriyle (bir konikle)

ifle bafllad›k ve bu köklerden oluflan kümeyi düz-

lemde evirip çevirerek polinomu basitlefltirdik (bir-

çok katsay› 0 oldu.) ‹kinci yaz›da da bu basitleflti-

rilmifl denklemleri sa¤layan noktalar kümesini (e¤-

rileri) düzlemde çizdik.

Bu üçüncü yaz›da ise koniklere geometrik bir

bak›fl aç›s›yla yaklaflaca¤›z.

Düzlemde, adlar›na s›ras›yla do¤rultman ve

odak noktas› diyece¤imiz bir l do¤rusu ve bir F

noktas› verilmifl olsun. Bu do¤ru ve noktaya olan

uzakl›klar›n›n oran› sabit olan noktalar kümesini

ele alal›m.

Do¤rultmana l, odak noktas›na F dedik. Oran

da e olsun. Bir P noktas›n›n l do¤rultman›na ve F

odak noktas›na olan uzakl›klar›n› s›ras›yla

d(l, P) ve d(F, P) olarak gösterelim. Dedi¤imiz gibi,

d(F, P) = e·d(l, P)

eflitli¤ini sa¤layan P noktalar›n›n oluflturdu¤u kü-

meyle ilgileniyoruz. Bu, nas›l bir kümedir? Ge-

ometrik olarak neye benzer? Bu yaz›da iflte bu so-

rular› yan›tlayaca¤›z.

Kümenin flekli elbette e oran›na göre de¤iflir.

Her fleyden önce e¤er e < 0 ise, küme bofltur, iste-

di¤imiz koflulu sa¤layan bir P noktas› yoktur. Ay-

r›ca, e¤er e = 0 ise, o zaman da sadece odak nokta-

s› verilen koflulu sa¤lar. Bundan böyle e’nin pozitif

bir say› oldu¤unu varsayal›m.

Al›flt›rma. E¤er odak noktas› do¤rultman›n üs-

tündeyse elde edilen küme, e < 1 ise boflkümedir, 

e = 1 ise bir do¤rudur ve e > 1 ise iki do¤runun bir-

leflimidir.

Yukardaki al›flt›rmay› gözönünde tutarak,

bundan böyle odak noktas›n›n do¤rultman›n üs-

tünde olmad›¤›n›, yani F ∉ l koflulunu varsayal›m.

Kümenin daha çok geometrik özellikleriyle il-

gilendi¤imizden, l do¤rultman›n› ve F odak nokta-

s›n› (ayn› anda) döndürüp öteleyebiliriz. Bu dönü-

flümler kümenin geometrik özelliklerini bozmaz.

Do¤rultman› F etraf›nda döndürerek do¤rult-

man›n dikey bir do¤ru oldu¤unu varsayabiliriz. Bir

de ayr›ca hem do¤rultman›

hem de odak noktas›n› ay-

n› do¤rultuda öteleyerek

do¤rultman›n y ekseni ol-

du¤unu ve odak noktas›n›n

x ekseni üstünde oldu¤unu

varsayabiliriz. Ayr›ca, gere-

kirse F noktas›n›n y ekseni-

ne (yani do¤rultmana) göre simetrisini alarak, F’nin

y ekseninin sa¤›nda oldu¤unu varsayabiliriz.

F’nin koordinatlar›na (a, 0) diyelim. Burada a >

0 olmal›, çünkü F noktas› do¤rultman›n sa¤›nda. O

zaman, bir P(x, y) noktas›n›n kümede olmas› için,

koflulunun sa¤lanmas› laz›m. Her iki taraf›n da ka-

resini al›rsak,

(x − a)2 + y2 = e2x2 (1)

eflitli¤i sa¤lanmal›. Bu, iki de¤iflkenli ve ikinci dere-

ceden bir denklem, demek ki arad›¤›m›z küme bir

konik.

Bundan böyle analizimize 0 < e < 1, e = 1 ve

e > 1 durumlar›na göre devam edece¤iz. Ancak

e’nin her zaman pozitif oldu¤unu unutmayal›m. 
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E¤er e = 1 ise. O zaman (x − a)2 + y2 = e2x2 =

x2 denklemindeki x2’ler sadeleflir ve geriye

x = y2/2a + a/2

kal›r. Bu denklemin, x eksenine göre simetrik bir

parabolün denklem oldu¤u belli. Çizimi afla¤›da.

E¤er e ≠ 1 ise. Gene (x − a)2 + y2 = e2x2 denk-

lemiyle oynayal›m:

Sonuncu denkleme bakal›m. E¤er düzlemi ya-

tay olarak yeterince ötelersek, denklemimiz,

denklemine dönüflür. Bu denklem, 1 − e2’nin pozitif

ya da negatif olmas›na göre, ya bir elips ya da bir hi-

perbol verir. E¤er e < 1 ise elips, e¤er e > 1 ise hiper-

bol elde ederiz. Her iki durumu ayr› ayr› irdeleyelim.

E¤er 0 < e < 1 ise. Bu durumda bir elipsle kar-

fl› karfl›ya oldu¤umuzu biliyoruz. Denklemimiz,

biçiminde. Elips çok bariz biçimde x eksenine göre

simetrik, çünkü (x, y) noktas› elipsin üstündeyse,

(x, −y) noktas› da elipsin üstünde. Bir önceki yaz›-

dan dolay›, di¤er simetri do¤rusu bu yatay simetri

do¤rusuna dik olmal›, yani dikey olmal›. ‹kinci si-

metri do¤rusunu daha sonra bulaca¤›z. Önce elip-

sin x eksenini kesti¤i noktalar› bulal›m. Bunun için

yukardaki denklemde y = 0 almal›y›z:

Elipsin merkezi bu iki noktan›n tam ortas›nda-

d›r, yani x ekseni üstünde ve birinci koordinat›

olan noktad›r. Dikey simetri do¤rusu da bu mer-

kez noktas›ndan geçer. Bunu, elipsin denklemine

bakarak do¤rudan da anlayabilirdik. Elipsin bu di-

key simetri do¤rusunu kesti¤i noktalar› bulmak

için, elipsin denkleminde

almak yeterlidir. Sonuç,

olarak bulunur. Buradan, elipsin yüksekli¤inin bo-

yundan daha küçük oldu¤u kolayl›kla ç›kar.

Tüm bu bulduklar›m›zla elipsin flekli oldukça

kolay biçimde bulunur:

Simetriden dolay› elipsin bir baflka do¤rultma-

n› ve bir baflka odak noktas› daha vard›r: Dikey si-

metri eksenine göre eskilerinin simetri¤ini al›rsak

yenilerini buluruz. Yani elipsin bir baflka odak nok-

tas› ve bir baflka do¤rultman› vard›r:

Bu yeni odak noktas› ve do¤rultman yukardaki re-

simde gösterilmifltir. (e, soldan 1’e yak›nsad›¤›nda

bu yeni odak noktas› ve do¤rultman “art›” sonsuza

giderler ve elips parabole dönüflür.) Ayr›ca yeni

30

Matematik Dünyas›, 2005 Yaz

 

( )

( )

( )

x a y e x

e x ax a y

x
a

e
x

y

e

a

e

x
a

e

y

e

a

e

a

e

x
a

e

− + =

⇔ − − + + =

⇔ −
−

+
−

+
−

=

⇔ −
−









 +

−
+

−
−

−
=

⇔ −
−











2 2 2 2

2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

2

2 2

2

2

2

2

2 2

2

2

1 2 0

2

1 1 1
0

1 1 1 1
0

1
++

−
=

−

y

e

e a

e

2

2

2 2

2 21 1( )

 
X

y

e

e a

e

2
2

2

2 2

2 21 1
0+

−
=

−
>

( )

   
x

a

e

y

e

e a

e
−

−









 +

−
=

−1 1 12

2 2

2

2 2

2 2( )

 

x
ea

e

a

e
a

e

e

a

e

a

e

a

e

a
= ±

−
+

−
=

±

−
= −

>
+

+
>










1 1

1

1

1 1

1 2

2 2 2

 

a

e

a

e a

e
a1 1

2 1 2

+
+

− =
−

>

   
x

a

e
=

−1 2

 

′
+

−













=
−

F a
e

e
x

a

e

1

1
0

2

1

2

2 2
,  noktas› ve   do¤rusu.

 
y

ea

e

= ±
−1 2

x

y

aa/2

F

P

P

P

l

x

y

a

F

P

a
1+e

a
1−e

a
1−e2

O

l

ea

1− e2

−ea

a/2

parabol

elips

1− e2

y

a

F

P

a
1+e

a
1−e

a
1−e2

O

l l′

2a
1−e2

F′

a
1−e2
1+e2

P′



odak noktas› ve do¤rultmana göre oran da de¤ifl-

mez, yani elips üzerinde al›nm›fl herhangi bir P nok-

tas› için,

d(F ′, P) = e·d(l′, P)

eflitli¤i sa¤lan›r. Tüm bunlar›n kan›t› çok kolayd›r.

(Yukardaki flekil kan›t›n ipucunu vermektedir: Si-

metriyi kullan›n.)

Bu arada e oran› 0’a yak›nsad›¤›nda, ikinci

odak noktas›n›n birincisine yak›nsad›¤›n›, elipsin

gitgide çembere benzedi¤ini ve limitte bir noktaya

büzüfltü¤ünü görmek zor de¤il. Elipslerin ancak

e = 0 oldu¤unda bir çember olduklar›n› (o da tek

noktas› olan bir çember) gözlemleyelim. Öte yan-

dan e, 1’e yak›nsad›¤›nda, ikinci odak noktas› son-

suza gider ve elips gitgide parabolleflir.

E¤er e > 1 ise. Bu sefer bir hiperbolle karfl› kar-

fl›ya oldu¤umuzu biliyoruz. (1) denklemini

biçiminde yazal›m. e2 − 1 say›s›n›n pozitif oldu¤u-

nu unutmayal›m. 

Hiperbol x eksenine göre simetrik, çünkü (x, y)

noktas› elipsin üstündeyse, (x, −y) noktas› da elipsin

üstünde. Bir önceki yaz›dan dolay› di¤er simetri

do¤rusu bu simetri do¤rusuna dik olmal›, yani dikey

olmal›. ‹kinci simetri do¤rusunu daha sonra bulaca-

¤›z. Önce hiperbolün x eksenini kesti¤i noktalar›

bulal›m. Bunun için denklemde y = 0 almal›y›z:

(Elipsle ayn› yan›t› buldu¤umuza dikkat çekerim.)

Hiperbolün dikey simetri do¤rusu bu iki nok-

tan›n ortas›ndan geçer, yani

denklemiyle verilen do¤rudur.

Geriye bilmedi¤imiz pek bir fley kalmad›. Bir

de asimptotlar› bulal›m. Asimptotun tan›m›n›

an›msayal›m: x çok büyüdü¤ünde hiperbolün çok

yak›n oldu¤u do¤ruya (e¤er varsa öyle bir do¤ru)

asimptot denir. Frans›z kültürüyle yetiflmifller

asemptot derler.

Hiperbolün (2) denklemini x2’ye bölüp, x’i

sonsuza götürelim. O zaman eflitli¤in sa¤ taraf› 0’a

gider, en soldaki terim 1’e gider ve

olur. Dolay›s›yla, x çok büyükken,

olur. Bir baflka deyiflle asimptotlar›n e¤imi

dir. Ayr›ca asimptotlar hiperbolün merkezi olan

noktas›ndan geçmek zorunda olduklar›ndan,

asimptotlar›n denklemleri,

dir. Art›k hiperbolümüzü çizebiliriz.

Aynen elipste oldu¤u gibi, hiperbolde de, dikey

simetriden dolay› ikinci bir odak noktas› (yukarda-

ki resimde F ′) ve do¤rultman (yukardaki resimde

noktal› çizilen dikey do¤ru) vard›r.

e, sa¤dan 1’e (yani 1+’ya) yak›nsad›¤› zaman,

ikinci odak noktas› ve do¤rultman “eksi sonsuz”a

do¤ru giderler ve hiperbol gitgide parabolleflir. Öte

yandan e çok büyüdü¤ünde hiperbol y eksenine

yaklaflmaya çal›fl›r; ayr›ca asimptotlar dikleflir ve x

ve y eksenleriyle kesiflim noktalar› düzlemin mer-

kezine, yani O noktas›na yak›nsarlar.

Ayr›nt›lara girmeden bulduklar›m›z› bir te-

oremde özetleyelim:
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Teorem 1. Düzlemde bir l do¤rusu ve bu do¤-

runun üstünde olmayan bir F noktas› verilmifl olsun.

Ayr›ca pozitif bir e say›s› verilmifl olsun. O zaman,

{P : d(P, F) = e·d(P, l)}

bir koniktir. E¤er 0 < e < 1 ise bir elipstir, e = 1 ise

bir paraboldür ve e > 1 ise bir hiperboldür.

Bir Baflka Geometrik Yaklafl›m

Elipsle hiperbolün parabole göre bir ayr›cal›¤›

var: Elips ve hiperbolde iki de¤iflik odak noktas› ve

do¤rultman çifti vard›r (üstelik ayn› e oran› için),

ama parabolde bir tane odak noktas› ve do¤rultman

çifti vard›r. (Bu son söyledi¤imizi kan›tlayabilir mi-

siniz?) Elipsle hiperbolün bu özelli¤i onlar›n geomet-

rik olarak baflka türlü tan›nmas›na izin verir.

Elips. Önce elipsi ele alal›m. Afla¤›da bir elips

ve bu elipsin (F, l) ve (F ′, l′) odak noktas› ve do¤-

rultman çiftlerini çizdik. Elipsin üstünde herhangi

bir P noktas› alal›m. P’nin l ve l′ do¤rultmanlar›

üstüne olan izdüflümüne A ve A′ diyelim. l ve l′

aras›ndaki mesafeye de 2a diyelim: d(A, A′) = 2a.

Elipsin tan›m›ndan dolay›,

d(F, P) = e·d(A, P)

ve

d(F ′, P) = e·d(A′, P)

eflitlikleri sa¤lan›r. Bunlar› toplarsak

d(F, P) + d(F ′, P) = e(d(A, P) + d(A′, P)) = 2ae,

yani

d(F, P) + d(F ′, P) = 2ae

buluruz, yani elipsin üstünde al›nan P noktas› ne

olursa olsun, P’nin odak noktalar›na olan uzakl›k-

lar›n›n toplam› bir sabittir.

Bunun tersi de do¤rudur, yani düzlemde her-

hangi iki F ve F ′ noktalar› verilmifl olsun. Ayr›ca,

2a, d(F, F ′) mesafesinden büyük bir say› olsun. O

zaman,

{P : d(P, F) + d(P, F ′) = 2a}

kümesi bir elipstir. Bunu kan›tlayal›m: Genelli¤i

bozmadan F ve F ′ noktalar›n›n koordinatlar›n›n,

bir 0 < c < a için, (c, 0) ve (−c, 0) olduklar›n› var-

sayabiliriz. Kümeden bir P(x, y) noktas› alal›m. O

zaman, d(P, F) + d(P, F ′) = 2a koflulu bize

verir. Bunu
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olarak yaz›p (yapt›¤›m›z yapaca¤›m›z tek zeki fley

bu olacak) her iki taraf›n da karesini alal›m. Basit

bir iki sadelefltirmeden sonra,

buluruz. Bunun da karesini al›p sadelefltirmeleri

yapt›¤›m›zda,

denklemine var›r›z, ki bu da elbette, a > c oldu¤un-

dan, bir elipsin denklemidir.

Daha sonra bu elipsin odak noktalar›n›n F ve

F′ olduklar›n› kan›tlayaca¤›z.

Bulduklar›m›z› bir teoremde toparlayal›m.

Teorem 2. Bir elipsin noktalar›n›n her iki odak

noktas›na olan mesafelerinin toplam› bir sabittir.

E¤er elips x2/a2 + y2/b2 = 1 denklemiyle verilmiflse

bu sabit 2a ’d›r.

Bunun tersi de do¤rudur: E¤er düzlemde her-

hangi iki F ve F ′ noktas› ve 2a > d(F, F ′) say›s› ve-

rilmiflse, o zaman, {P : d(P, F) + d(P, F ′) = 2a} kü-

mesi bir elipstir. 

Hiperbol. Yukarda elips için yapt›¤›m›z› bu

kez hiperbol için yapal›m. Afla¤›da bir hiperbol ve

bu hiperbolün (F, l) ve (F ′, l′) odak noktas› ve

do¤rultman çiftlerini çizdik. Hiperbolün sa¤ dal›n-

dan herhangi bir P noktas› alal›m. P’nin l ve l′
do¤rultmanlar› üstüne olan izdüflümlerine s›ras›yla

A ve A′ diyelim. l ve l′ do¤rultmanlar› aras›ndaki

mesafeye de d diyelim: d(A, A′) = d. Hiperbolün ta-

n›m›ndan dolay›,

d(F, P) = e·d(A, P)

ve

d(F ′, P) = e·d(A′, P)

eflitlikleri sa¤lan›r. Birinciyi ikinciden ç›kar›rsak,

d(F ′, P) − d(F , P) = e(d(A′, P) − d(A, P)) = ed,

yani

d(F ′, P) − d(F , P) = ed

buluruz. E¤er, hiperbolün sol dal›ndan bir nokta

seçseydik,

d(F , P) − d(F ′, P) = ed

bulacakt›k. Demek ki her iki durumda da,

|d(F , P) − d(F ′, P)| = ed,

yani hiperbolün üstünden al›nan P noktas› ne olur-

sa olsun, P’nin odak noktalar›na olan uzakl›klar›-

n›n fark›n›n mutlak de¤eri bir sabittir. 

Bunun tersi de do¤rudur: Düzlemde herhangi

iki F ve F ′ noktalar› verilmifl olsun. Ayr›ca, 2a >

d(F, F ′) herhangi bir say› olsun. O zaman,

{P : |d(P, F) − d(P, F ′)| = 2a}

kümesi bir hiperboldür. Bunu kan›tlayal›m: Genel-

li¤i bozmadan F ve F ′ noktalar›n›n koordinatlar›-

n›n, bir 0 < c < a için, (c, 0) ve (−c, 0) olduklar›n›

varsayabiliriz. Kümeden bir P(x, y) noktas› alal›m.

O zaman, |d(P, F) − d(P, F ′)| = 2a koflulu bize

verir. Bunu

olarak yaz›p her iki taraf›n da karesini alal›m. Ba-

sit bir iki sadelefltirmeden sonra,

buluruz. Bunun da karesini al›p sadelefltirmeleri

yapt›¤›m›zda,

denklemine var›r›z, ki bu da, a > c oldu¤undan, bir

hiperbolün denklemidir.

Daha sonra bu hiperbolün odak noktalar›n›n F

ve F′ olduklar›n› kan›tlayaca¤›z.

Bulduklar›m›z› bir teoremde toparlayal›m.

Teorem 3. Bir hiperbolün noktalar›n›n her iki

odak noktas›na olan mesafelerinin fark›n›n mut-

lak de¤eri bir sabittir. Bunun tersi de do¤rudur:

E¤er düzlemde herhangi iki F ve F ′ noktas› ve 2a

> d(F, F ′) say›s› verilmiflse, o zaman,

{P : |d(P, F) − d(P, F ′)| = 2a}

kümesi bir hiperboldür. ♥
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