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Kapak Konusu: Poncelet Teoremleri

Koninin Duzlemlerle Kesisimi

Selguk Demir* / sdemir@bilgi.edu.tr

Koni. Uzayda birbirini 0
< a < 90° derecede kesen iki degisik a

ve ? dogrusu alalim. Dogrulardan birini digerinin
etrafinda, diyelim @’y1 ?’nin etrafinda olusturdukla-
r1 & agisint bozmadan dondiirelim. Boylece elde edi-
len yiizeye dik koni ya da dondiirii konisi ad1 veri-
lir, kolaylik olsun diye biz sadece “koni” diyecegiz.

:
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Sekilde, a dogrusu ? dogrusu etrafinda dondurilerek
elde edilen dik koni goriiliiyor.

a ?

-

[ki dogrunun kesisim noktasina koninin mer-
kezi, sabit ? dogrusuna koninin ekseni, koninin
yuzeyindeki dogrulara koninin yiizey dogrular: ya
da koniyi geren dogrular denir. Koniyi geren dog-
rular eksen etrafinda donerek gercekten koniyi ge-
rerler. Yizey dogrulari koninin ? ekseniyle hep ay-
ni derecede agida (resimde a) kesisirler; bu aciya
koninin acgist denir.

Koninin eksenine dik olan her diizlem koniyi
bir gemberde keser elbet. Bu cemberlerin yarigapla-
r1 ustiinde bulunduklari diizlemin O noktasindan
uzakligina gore 0°dan sonsuza kadar degisir.

Bu yazida bir koninin herthangi bir diizlemle
kesisimnin ne tiir egriler olduklarini bulacagiz.

* [stanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.

Geometrik Yer Olarak Koni. Koninin merkezi-
ne O diyelim. Koninin ytizeyinden herhangi bir P
noktasi alalim. P’nin koninin ? eksenine olan izdii-
siumune Pj diyelim. Tales Teoremi’'nden dolayi, ko-

ninin ylizeyinden alinan P noktasi ne olursa olsun,
elde edilen tim OPP;j ti¢genleri birbirine benzer ti¢-
genlerdir, dolayisiyla IPPil/lOP| orani her zaman bir
sabittir, yani koninin ytzeyinden alinan P noktasin-
dan bagimsizdir. IPPjl sayisinin P’nin ? dogrusuna
olan mesafesi ve |OPI sayisinin P’nin O noktasina
olan mesafesi oldugunu diistiniirsek, koninin, bir
dogruya (?’ye) ve bu dogru ustiindeki bir noktaya
(O’ya) olan uzakliklarinin oranimin sabit oldugu
noktalar kiimesi oldugunu goriiriiz.

Koninin Geometrik Tanimi

=3 uzayinda bir ? dogrusu ve bu Y
dogru tistiinde bir O noktasi veril-
mis olsun. Eger P T =3ise, d(P, ?), P
noktasiyla ? dogrusu arasindaki en
kisa mesafe olsun. d(P, O) da, P ile
O arasindaki mesafe olsun. Ayrica O
bir s > 0 sayist verilmig olsun.

(P T =3:4(P,?) =sd(P, O)}
kiimesi bir konidir ve tiim koniler bu tiirden bir
kiimedir.

Sadece IPPil/IOP| orani degil, IPPil/lOPjl orani
da sabittir. Bu pozitif sabite 7 dersek,
[PPil = rIOPjl
denklemini buluruz. Bu formilii koninin geomet-
rik denklemi olarak algilayabiliriz.
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Koninin Cebirsel Denklemi. Koninin cebirsel
bir denklemi yukarda buldugumuz IPPil = rIOP;l
denklemininden hareketle elde edilebilir. Bu denk-
lemin karesini alalim:

IPPil2 = ¥2|OPjI2.
Simdi koninin ekseninin uzayin z ekseni ve merke-
zinin de (0, 0, 0) noktasi oldugunu varsayalim.
Herhangi bir koni, bir 6teleme ve bir dondurtyle
bu konuma getirilebilir. O zaman, sekilden de go-

Vx? + y? = Izl tan a ya da bir 7 sayst icin x2 + y2 = 1222,

rillecegi tizere, eger P noktasinin koordinatlari (x,
y, 2) ise, Pj noktasinin koordinatlar1 (0, 0, z)’dir ve
dolayisiyla,

IPPil? = x2 + y2,

|OPjl2 = 22
dir. Bundan da,

x2 4+ y2 = 1222
denklemi bulunur. Iste bu, (0, 0, 0) merkezli ve ek-
seni z ekseni olan konilerin cebirsel denklemleridir.

Koniyle Diizlemlerin Kesigimi. Bir koniyle uzay-
daki diizlemleri kesistirelim ve bu kesisimle elde et-
tigimiz egrileri anlamaya ¢aligalim.

Koniyi sabitleyelim ve koniyle kesistirecegimiz
diizleme p adini verelim. p degistikge sabitlenen ko-
niyle kesisimin nasil bir egri oldugunu bulacagz.

Bu kesisim egrisi p duzlemine gore degisir el-
bette ama higbir zaman boskiime olmaz, ciinkii
koninin yizeyi “her iki tarafa dogru” sonsuza ka-
dar genisleyerek gider.

Once p diizleminin O noktasini icerdigi durum-
lara bakalim, bunlarin ¢6ziimlemesi oldukca kolay:

1. Eger p diizlemi, O noktasiyla birlikte koninin
yatay dogrularindan birini igeriyorsa, o zaman kesi-
sim, asagidaki sekillerde goruldugu gibi bir ya da iki
yuzey dogrusudur; eger diizlem koninin yiiziine te-
getse kesisim tek bir dogrudur, yoksa iki dogrudur.

2. Eger p dizlemi O noktasini igeriyorsa ama
koninin bir yliizey dogrusunu icermiyorsa, o zaman
kesisimde sadece O noktasi vardir. Solda bu du-
rum resmedilmistir.
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Bundan boyle p diizleminin koninin merkezi
olan O noktasint igermedigini varsayalim. Bu du-
rumda p dizleminin koninin eksenini kestigi aginin
buyiiklugiine gore asagida teker teker ele alacagimiz
ug gik belirir. Bir sonraki sekilde durum 6zetleniyor.

Sekilde, tic boyutlu uzaydaki nesnelerin sayfanin bu-
lundugu diizlemle kesisimi gosterilmistir:

hiperbol .
[ 2 Py b<a, hiperbol
/ p, parabol
alb
Py 0> 2a, elips
Y
Pgge sember
AN
a

Koninin “tam cepheden” kesitleri. p, py, P,, Py Py
diizlemleri koninin ? eksenini sirasiyla 0 <b <a <g< 90
derecelik agilarda kesiyor. p,, ve p, diizlemlerinin koniyle
kesitleri birer hiperbol. p,’nin kesiti bir parabol, pg’nln
kesiti bir elips, py,'in kesiti ise bir tiir elips olan gember.

3. Diizlem, koninin ? eksenini, koninin a acisin-
dan daha biiyiik bir acida keser. Diizlemin koninin
? eksenine dik oldugu durum bu sikkin 6zel bir ha-
lidir; bu 6zel durumda kesisimin bir cember oldugu-
nu biliyoruz, yazinin birinci sayfasinda gormiistiik
bunu. Diizelmin, koninin ? eksenini, koninin a agi-
sindan daha biiyiik bir agida kestigi durumda kesi-
sim, daha sonra kanitlayacagimiz iizere elipstir.

4. Diizlem, koninin ? eksenini koninin a aci-
sindan daha kiiciik bir acida keser. Diizlemin ?’ye
paralel oldugu durum (0 derecelik aci) bu sikkin
ozel bir halidir. Bu durumda kesigim bir hiperbol-
diir. Kesisimin hiperbol olmast i¢in diizlemin koni-
nin her iki “tarafin1” da kesmesi gerekir.

5. Diizlem koninin bir yiizey dogrusuna para-
leldir. Yani diizlem ? eksenini koninin a agisina esit
acida keser. Bu durumda kesisim bir paraboldir.
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Simdi yukarda resmettigimiz bu ti¢ durumu te-
ker teker ele alalim.

3. Diizlem, koninin ? eksenini, koninin a agi-
sindan daha biiyiik bir agida kesiyorsa. Diizleme p
adint verelim. Koninin igine tam sigan (yani koni-
nin icinde ve koniye bir cemberde teget) ve ayrica
bir de p duzlemine teget, biri diizlemin bir tarafin-
da, digeri diger tarafinda olmak tizere tam iki tane
kure vardir. Bu kiirelere K ve Kj adini verelim. Asa-
gidaki sekilde bu kiirelerin bir kesiti gosterilmistir.

?

K;j

K ve Kj kurelerinin koniye teget olduklari cember-
lere sirasiyla C ve Cj adini verelim. (Bkz. yan siitu-
nun tepesindeki gekil.) Koninin herhangi bir yiizey
dogrusunu alalim ve bu dogrunun C ve Cj ¢ember-
lerini (dolayisiyla K ve Kj kiirelerini de) kestikleri
noktalara sirasiyla T ve T diyelim. ITT;l = 7 olsun.

Bu 7 uzunlugu secilen TT ylizey dogrusundan
bagimsizdir, sadece p dizlemine ve koniye gore de-
gisir. Nitekim 7 sayisi C ve Cj ¢emberlerinin birbi-
rine en yakin iki noktasi arasindaki mesafedir.

Son olarak, K ve Kj kiirelerinin p diizlemine te-
get oldugu noktalara sirasiyla F ve Fj adini verelim.
Bu noktalara F ve Fj adini vermis olmamiz niyeti-
miz konusunda okura ipucu vermeli.
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Koniyle p diizleminin kesigsiminin tam olarak
{P T p:IPF| + |PFjl = v}
kiimesi oldugunu, yani odak noktalari F ve Fj ve
asal uzunlugu 7 olan bir elips oldugunu savlayip
hemen kanita gegiyoruz. Eger F = Fj ise, F merkez-
li bir cember elde ederiz elbette, bu da ancak p duz-
lemi yataysa miimkiindiir.

Kanitimiza baglayalim.

P, p dizlemiyle koninin kesigiminden alinan
herhangi bir nokta olsun. Asagidaki sekilden izle-
yelim. Koninin OP yuzey dogrusunu cizelim. Bu
dogru C ve Cj gemberlerini (dolayisiyla K ve Kj kii-
relerini de) sirasiyla S ve Sj noktalarinda kessin.
Hem PS hem de PF dogrusu K kiiresine tegettir
(cinkii PF dogru parcasi, K kiiresine teget olan p
diizlemindedir.) Demek ki

IPSI = IPFI.
Benzer bicimde,
IPSil = IPFjl.
Bu iki esitligi altalta toplarsak,
IPF| + IPFil = IPSI + IPSjl = IPT| + IPTil = ITTjl = »
buluruz.




Matematik Diinyasi, 2005 Giiz

Bunun tersi de dogrudur: Eger P T p,
IPF| + |PFil = = ITTil
esitligini sagliyorsa, o zaman P noktasinin koninin
tstiinde oldugunu kanitlayalim. S noktasi, C cembe-

rinin P’ye en yakin noktasi olsun. Sj noktasi da Cij
¢emberinin tistiinde ayni gorevi gorsiin. O zaman,
IPF| + IPFil= r = ITTjl < 1SSl < IPS| + IPSil
< IPF| + IPFjl.

(IPSI < IPFI, ¢iinkii P’den gecen bir dogrunun kii-
reyi kestigi iki noktadan P’ye en yakin olanmin
P’ye olan uzakligi, P’den gecen ve kiireye teget
olan dogrunun kiireye degim noktasinin P’ye olan
uzakligindan daha kuguktir; sezgisel olarak da
dogrulugu ¢ok bariz olan bu olgu, bir noktanin bir
¢embere gore glicti [MD-2005-11, sayfa 40-44] kul-
lanilarak kolaylikla kanitlanabilir.) Dolayisiyla
ISSil = IPS| + IPSjl = ITTjl. Demek ki ISSil iki ¢em-
ber arasindaki en kisa mesafedir. Ayrica, bu esitlik-
lerden, P noktasinin SSj dogru pargasinin ustiinde,
SSi dogru parcasinin da koninin tstiinde oldugu
¢ikar. Demek ki P noktasi da koninin ustiinde. Ka-
nitimiz bitmistir.

Burada bir de odak noktalarinin nasil bulunaca-
g gosterdik: Kiirelerle diizlemin teget noktalari.
Bu sonuca Dandelin ve Quételet Teoremi ad1 verilir.

4. Diizlem, koninin ? eksenini a’dan daha kii-
ciik bir acida kesiyorsa. Kanitimiz aynen yukarda-
ki gibi olacak, bir 6nceki sikla ayni ingaati yapaca-
giz. Sag sutundaki sekillerden takip edin. Koniye
cuk oturan, yani koniye bir cemberde teget olan kii-
relerden ikisi ayrica diizleme de tegettir. Bir onceki
sikkin tersine bu iki kiire bu sefer diizlemin ayni ta-
rafinda yer alirlar. Bu kiirelere K ve Kj diyelim. Ki-
relerin koniyle kesisimi olan cemberlere de sirasiyla
C ve Cj diyelim. (Bkz. sag siitundaki ikinci sekil.) F
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ve Fj noktalari, bir onceki sikta oldugu gibi gene K
ve K| kiirelerinin diizlemle kesisim noktalar1 olsun,
bu sirayla elbet. C ve Cj ¢emberleri arasindaki
“capraz mesafe” (yani O’dan gecen en kisa yolun
uzunlugu) r olsun. Demek ki, C ¢cemberinde alinan
herhangi bir S noktasi icin, Sj, OS dogrusuyla Cj
cemberinin kesisim noktasiysa, r = ISSjI’dir.

Simdi P, diizlemle koninin kesisiminden alin-
mug herhangi bir nokta olsun. PF ve PFj dogrulari,
diizlemde olduklarindan, kiireye F ve Fj noktala-
rinda tegettirler. PO dogrusunu cizelim. Bu dogru
koninin bir yatay dogrusudur ve C ve Cj ¢ember-
lerini keser, bu kesisim noktalarina sirasiyla S ve S
diyelim. PS ve PSj dogrulari da K ve Kj kurelerine
S ve Sj noktalarinda tegetler. Demek ki IPS| = |PF|
ve IPSil = IPFjl. Dolayisiyla,

p diizlemiyle koninin kesisimi olan egriyi
(hiperbolu) ¢izemedik, ¢cok zor geldi.
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IIPF| - IPFill = lIPS| - IPSjll = ISSil = ITTjl = 7.

Boylece koniyle diizlemin kesisiminin,

{P T p:IIPFI - IPFjll = 7}
kiimesinin bir altkiimesi oldugunu gostermis ol-
duk. Bu kiimeye H diyelim:

H={P I p:IlIPFl - |PEjl = 7}.

Demek ki K £p T H. Tersini, yani H T K £ p ilis-
kisini gostermek kaldi. Tuhaf bir bicimde H T K &
p iliskisinin kanitina kaynaklarda rastlayamadik.
Elips gikkinda da kamitin bu kismi gordigiimiiz
kadariyla atlanmus.

Bu arada H kiimesinin p dizlemi tstiinde bir
hiperbol olduguna dikkatinizi ¢cekerim.

P T H olsun. Demek ki P T p. P’nin koninin
stiinde oldugunu gosterecegiz. p dizlemi tstiinde
koninin bir yiizey dogrusuna paralel sadece iki
dogru olabilir, ¢inkti p diizlemini 6teleyerek P’yi
O’ya getirirsek, kaydirilmig p diizlemi koniyi sade-
ce bu iki dogruda keser. p dizlemi ustiinde ve
P’den gegen ama bu iki dogrudan birine esit olma-
yan bir ? dogrusu alalim. ? dogrusu koniyi iki de-
gisik noktada keser. Bu noktalara A ve B diyelim.
A ve B noktalar1 hem p diizleminde hem de koni-
nin ustinde, dolayisiyla, yukarda yaptigimizdan,
hiperboliin tstiindeler. Demek ki A, B ve P nokta-
lart PF dogrusuyla hiperboliin kesisiminde. Ama
bir dogruyla bir hiperbol en fazla iki noktada kesi-
sirler. Demek ki P noktasi ya A’ya ya da B’ye esit,
yani koninin ustiinde.

4. Diizlem, koninin ? eksenini a agistyla kesi-
yorsa. Bu durumda kesigim bir parabole esit.
Kaniti okura aligtirma olarak birakiyoruz. ¢
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Cemberlerle dogrularin kesisimlerini birlestirerek parabol elde edebiliriz. Yukardaki parabollerin odak noktasi ¢emberlerin
ortak merkezidir. Dikey dogrular parabollerin dogrultaylaridir. Bir paraboliin P noktalari odaga ve dogrultaya esit uzaklikta
oldugundan yukardaki parabollerin dogrultaylarini bulabilirsiniz.
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