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Kapak Konusu: Poncelet Teoremleri

Hiperbolde Yolculuk

(ve Poncelet Teoremleri)

Bu yazida hiperbolleri ele
alacagiz. Tek bagmna... Yazimizdaki

her sey A. Nazmi llker’le Nazim Terzioglu’nun
yazdig1 Konikler [Sirketi Miirettibiye Basimevi, Is-
tanbul, tgiincii baski, 1960] adli kitabinda mev-
cuttur ve hatta o kitaptan kendi dilimize ve aklimi-
za cevrilerek aktarilmigtir.

Gegen sayimizi okuyan okur [MD-2005-I1,
sayfa 45-53] ayni teoremlerin elipsler i¢in de geger-
li oldugunu (herhalde sagirarak) gorecektir. Ancak
bu yazimiz, ¢cogu zaman oldugu gibi, diger tim ya-
zilardan bagimsizdir.

Merakli okurun, bu yazida hiperbol, gecen sa-
yida elips i¢in kanitlanan bu teoremlerin benzerle-
rini parabol i¢in bulup kanitlayacagini umuyoruz.

y

Geometrik tanimdan yola ¢ikiyoruz: Bir diiz-
lemde, verilen sabit iki noktaya olan uzakliklarinin
farki sabit olan noktalar kiimesine hiperbol denir.
Daha acik olmak gerekirse, diizlemde iki degisik F
ve Fj noktalar1 verilmis olsun. IIPFl - IPFjll = 2a
esitligini saglayan P noktalari kiimesine hiperbol
denir. F ve Finoktalarina hiperboliin odak nokta-
lar adi verilir.

Hiperbolleri gecen sayimizda cizmistik. Eger
noktalari x eksenine O’ya gore simetrik olacak bi-
cimde yerlestirirsek, hiperbol yukardaki gibidir.

Goruldigi gibi hiperbolin iki kolu vardir. Yu-
kardaki sekilde sol kolun P noktalari

IPFl - IPFil = 2a
esitligini saglarlar, sag kolun noktalar ise
IPFil - IPFl = 2a

esitligini.

IFFil uzaklhigina odak uzakhg adi verilir. Eger
|FFjl = 2¢ yazarsak, PFFj uggeninin varligi ¢ > a
esitsizligini gerektirir.

Teorem. Verilmis bir cembere teget olan ve bu
cember dismda verilmis bir noktadan gecen cem-
berlerin merkezlerinin geometrik yeri bir hiperbol-
diir. Ayrica her hiperbol boyle elde edilir.

Kanit: Verilen ¢embere ¢, noktaya F adlarin
verelim. ¢’nin merkezi Fj ve yarigapi 2a olsun. P,
cemberin diginda herhangi bir nokta olsun. P mer-
kezli ve F’den gecen bir cember ele alalim. Agagi-
daki sekilden de goriilecegi tizere bu ¢ember ¢’ye
iki degisik bicimde teget olabilir: P’nin Fi noktasi-
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na F’den daha yakin olup olmamasina gore ¢ ¢em-
berin i¢inde ya da disinda kalir. Bu iki ¢emberin
teget olabilmeleri igin gerek ve yeter kosul, duruma
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gore

IPFil - IPF| = 2a,
ya da

IPF| - IPFjl = 2a
kosuludur. Demek ki aradigimiz geometrik yer, F
ve Fj odak noktali ve asal uzunlugu 24 olan hiper-
bolmiis.

Eger bir hiperbol verilmigse, bu hiperbolin

odak merkezlerinden birinde (diyelim Fj) merkez-
lenmis ve yarigapt hiperboliin 2a sabiti olan ¢cem-

berle diger odak merkezinin (F) bu 6zelligi vardir
elbette: F’den gecen ve sozkonusu cembere teget
her ¢emberin merkezi hiperboliin tstiindedir. O

Merkezi odaklardan biri, yarigapt hiperboliin
2a sabiti olan ¢embere dogrultmman cemberi denir.

Odaklar1 ve Odak Uzunlugu Belli Olan Bir Hi-
perbolle Bir Dogrunun Kesigimini Bulmak. Odak-
lara her zaman oldugu gibi F ve Fj diyelim. Dogru-
ya d diyelim. Fj merkezli ¢ dogrultman ¢emberini
cizelim. Hiperbolle d dogrusunun kesigim noktala-
r1, biraz once gordugimuz gibi, F’den gecen ve ¢
¢emberine teget cemberlerin merkezleridir. Demek
ki merkezi d dogrusu ustiinde olan, F’den gegen ve
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¢ cemberine teget bir cember bulmaliyiz. Boyle bir
cember F’nin d’ye gore simetrigi olan A noktasin-
dan da gecer. Demek ki A ve F noktalarindan ge-
cen ve ¢ gemberine teget bir cember bulmaliyiz. Bu-
nu gegen sayimizda (sayfa 44) yapmustik.

Asimptotlart Cizmek. Hiperboliin iki asimpto-
tu oldugunu gecen sayimizda gormustik. Bu
asimptotlari gizebiliriz. Cizelim. Savimiz su:

Teorem. Merkezi odak noktalarindan biri olan
dogrultman cembere diger odak noktasindan ¢eki-
len tegete hiperboliin merkezinden gecen dik dog-
ru hiperboliin asimptotlarimdan biridir.

Kanit: Hiperboliin odak noktalarina F ve Fj
diyelim. Fj merkezli dogrultman g¢emberi ¢ olsun.
Hiperbolin merkezine, yani F ve Fi noktalarinin
orta noktasina O diyelim. F’den ¢ ¢emberine ¢izi-
len teget ¢ cemberini T noktasinda kessin. O’dan
FTye cizilen dik dogruya da D adini verelim. D’nin
hiperboliin bir asimptotu oldugunu gosterecegiz.

D’nin FT dogrusunu kestigi noktaya b diyelim.
Hem F;iT hem de D dogrular1 FT"yi dik kestiklerin-
den birbirlerine paraleldirler. Dolayisiyla, b nokta-
st FT’nin orta noktasidir.

Hiperboliin tstiinde herhangi bir M noktasi
alalim. M merkezli ve MF yarigaph ¢cembere 2 di-
yelim. 2’nin @’ye teget oldugunu biliyoruz. 2 ¢em-
berinin FT dogrusunu kestigi diger noktaya K di-
yelim. M’nin TF ve D dogrulari tstiindeki izdi-
stumlerine sirasiyla 72 ve H diyelim. mb’nin uzunlu-
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gu KT’nin uzunlugunun yarisi kadardir, ¢inki,
KT = FT - FK = 2hF - 2Fm = 2hm.
M noktasi sonsuza dogru gittiginde, F ve T nokta-
lar1 yerlerinde kaldiklarindan, K noktast T’ye (ve 2
cemberi giderek biiyliyerek ve FT civarinda yassi-
lasip FT dogrusuna) yakinsar. Dolayisiyla TK
uzunlugu, dolayisiyla yarisi olan hm uzunlugu da
0’a yakinsarlar. Demek ki D dogrusu hiperboliin
asimptotuymus. O
Gecen sayimizda elips icin kanmitladigimiz bir
Onermenin (sayfa 48, Teorem 2) benzerini hiper-
boller igin kanitlayacagiz.

Teorem. Bir hiperbolde, bir odagin tegetlere
gore (asimptotlar dahil') simetrilerinin geometrik
yeri, diger odaga ait dogrultman cemberidir. Ayri-
ca eger P hiperbol iistiinde bir noktaysa ve PFj
dogrusu Fi merkezli dogrultman cemberini Q nok-
tasinda kesiyorsa, t dogrusu QF dogru parcasimin
orta dikmesidir.

Kanit: Hiperboliin odaklarina F ve Fj, sabitine
de 2a diyelim. ¢, Fi merkezli 2a yaricapli dogrult-
man ¢emberi olsun. P hiperboliin tstiinde bir nok-
ta olsun. PFj dogrusu C ¢emberini Q noktasinda
kessin. ¢, FQ dogru pargasinin ortadikmesi olsun.

FiP - QP = FQ = 2a = FjP - FP oldugundan,
QP = FP. Demek ki QFP bir ikizkenar ticgen. Do-
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layisiyla Q ve F noktalari ¢ dogrusuna gore simet-
riktirler.

Simdi #nin hiperbole teget oldugunu, yani hi-
perbolii sadece P noktasinda kestigini kanitlaya-
lim. ¢ hiperboli bir de ayrica Pj noktasinda kessin.
PiFj dogrusu ¢ ¢cemberini Q j noktasinda kessin. O
zaman aynen P i¢in oldugu gibi, PiQj = PiF olur.
Dolayisiyla, PiQ = PjF = PiQj. Ama P;Qj dogru-
su ¢ ¢emberinin merkezinden gegtigi icin, PiQj
uzunlugu Pj noktasinin ¢ ¢emberine olan mesafe-
dir. Bu ve PjQ = PiQj esitligi O = Qj esitligini ve-
rir. Demek ki P = Pj. O

Teorem. Bir hiperbolde, odaklarin tegetler ve
asimptotlar tizerindeki izdiisiimlerinin geometrik
yeri merkezi hiperboliin merkezi ve yaricap: a olan
cemberdir.

Kanit: Bir onceki teoremdeki sekilden devam
edelim. U, t ile QF ’nin kesigimi olsun. QU = UF ve
FiO = OF esitliklerinden OU ve FiQ dogrularinin
birbirlerine paralel olduklar: ¢ikar. Demek ki OUF

ticgeni F{OF iiggeninin yarisi. Yani OU = FiQ/2 =
2a/2 = a. Demek ki hiperboliin noktalarinin teget-
lere izdiigtimleri merkezi hiperboliin merkezi ve ya-
rigapt a olan ¢emberdir. Kanitin geri kalan kismu

okura birakilmistir. O



Matematik Diinyasi, 2005 Giiz

Teorem. Bir hiperbolde odaklarin tegete (ya da
asimptotlara) olan uzakliklarimin carpim bir sabit-
tir, 2 - a®ye esittir. (2c = odaklarin uzaklig)

Kanit: Bir 6nceki teoremdeki sekilden devam
edelim. Uj, Fj odak noktasinin # tizerine izdtisimu
olsun. U ve Uj noktalarinin O merkezli a yarigaph
D ¢emberinin iistiinde olduklarini biliyoruz. FU’yu
D ¢emberini bir V | U noktasinda kesecek kadar
uzatalim. U;jVU tiggeni U kosesinde dik oldugunu
onceki teoremlerden biliyoruz. Demek ki UiV dog-
rusu O’dan gecer. Bundan da FiUiO {liggeninin
FVO tggenine esit oldugu ¢ikar. Demek ki FiUj =
FV ve FiU; 3 FU = FB 3 FA = Ip(F, 2)| (= F’nin 2
cemberine gore giiciniin mutlak degeri, bkz. MD-
2005-I1, sayfa 40). Simdi p(F, 2) sayisim1 hesaplaya-
lim: p(F, ) = |FAl 3 |FAjl = ¢2 - 42. Sonucumuz ka-
nitlanmugtir. O

Bir Hiperbole Verilen Bir Yonde Teget Ciz-
mek. Verilen yon d dogrusuyla belirlenmis olsun.
Dikkat: Eger d’nin egimi iki asimptotun egimleri
arasindaysa ¢oziim yoktur, boyle bir teget buluna-
maz. Eger d’nin egimi asimptotlarin egimine esitse,
0 zaman “sonsuzda teget”i asimptot olarak algilar-
sak asimptot buluruz. Diger durumlarda iki degi-
sik ¢oziim bulacagiz. F odak noktasindan d’ye bir
dik ¢ikalim. Bu dik Fj merkezli dogrultman ¢embe-
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rini bir Q noktasinda kessin. FQ’niin orta dikmesi
aranan tegettir. Bunun kaniti bu agamada kolaydir
ve okura birakilmigtir.

Okur aligtirma olarak, paralel iki tegetin M ve
M; degme noktalarinin hiperbolin O merkezine
gore simetrik olduklarini kanitlayabilir.

Hizini alamayan okur verilen bir hiperbole ve-
rilen bir noktadan nasil teget cizilebilecegi tizerine
diistinebilir.

Simdi hiperbol i¢cin Poncelet Teoremleri’ne ge-
celim.

Poncelet Teoremleri. Bir hiperboliin disimdan
alinan bir P noktasindan hiperbole PM ve PM te-
Zetlerini cizelim. Tegetlerin degme noktalart M ve
M; olsun.

1) FPM ve Fi{PMi agilar: ya birbirine esittir ya
da birbirlerini biitiinler.

2) Bir odaktan PM ve PM; teget parcalar: esit
veya birbirini biitiinler acilar altinda goriiliir.

Kamt: iki degisik durum zuhur edebilir. P
noktast asimptotlar tarafindan belirlenen 4 bol-
geden hiperbolii igeren ikisinin iginde olup olma-
masina gore, tegetlerin degme noktalar1 hiperbo-
lin ayni ya da iki degisik kolunda olabilir. Bu du-
rumlardan biri yukardaki, digeri asagidaki sekilde
gosterilmigtir.




Matematik Diinyasi, 2005 Giiz

Fi merkezli dogrultman ¢emberine ¢ diyelim.
FiM, ¢’yi K’de kessin. FiM| de ’yi L’de kessin.
PM tegetinin KF dogru pargasimin, PM| tegetinin
de FL dogru parcasinin ortadikmeleri olduklarini
biliyoruz. Dolayisiyla IPK| = IPFl = IPLI. Simdi P
merkezli ve PF yarigaplh 2 ¢emberini ¢izelim. Bu
cember ’yi K ve L noktalarinda keser. FiP dogru-
su 2 ve ¢ cemberlerinin merkezlerinden gecen dog-
ru oldugundan, bu ¢cemberlerin KL ortak kirisine
diktir. Ayrica PM ve KF dogrulari da birbirlerine
dikler. Demek ki FKL ve MPFj agilarinin kenarla-
r1 dik ve dolayisiyla olgiileri ya aynidir ya da bir-
birlerini 180 dereceye biitiinlerler. Ote yandan 2
¢emberi K ve L noktalarindan gectiginden, FPL
acisinin Olgiisti (acilar saatin ters yoniinde gider)
FKL agisinin olgustintin yarisidir. Ama PM; dog-
rusu FPL agisinin agiortayidir. Demek ki FPM;
acisiyla FKL agisimin olgileri aynidir. Bundan,

FPMj ve MPFj agilarinin ya ayni ya da birbirlerini
180 dereceye butunledikleri ¢ikar. Birinci kisim ka-
nitlandu.

Dikkat edilirse, elips icin gecen sayimizda ver-
digimiz kanitla kelimesi kelimesine aymi [MD-
2005-11, sayfa 51], yalmzca sekiller degisik!

ikinci kismin kaniti da aymidir ve okura bira-
kilmigtir. i

Bu tir teoremleri kanitlamada en zor kisim
dogru diizgiin bir sekil ¢izmektir. Bu yiizden sekil
tam cizilmemeli! Konik problemlerinde okurun
konik yerine konigin sadece odak noktalarini ve
belki de bir noktasint ya da bir tegetini ya da 2a
uzunlugunu ¢izmesini salik veririz. Yoksa tegeti te-
get yapmak, dikagilar1 dik tutturmak nerkeyse im-
kansiz oluyor.

Asagidaki teoremlerin de kanit1 elipste oldugu
gibidir.

Teorem. Bir hiperboliin sabit iki tegeti tarafin-
dan degisken bir tegeti iizerinde ayrilan dogru par-
cast her odaktan sabit bir agi altinda goriiliir.

Teorem. Kenarlar: verilmis bir hiperbole teget
olan dik acilarm kégselerinin geometrik yeri merke-
zi hiperboliin merkezinde ve yaricapr (2a% - ¢2)1/2
olan cemberdir. (Dikkat: 2a2 - ¢2 < 0 ise, cember
imgeseldir.) ¢

sisim noktas: dogrusaldir.

Pascal Teoremi

Teorem. Koseleri herhangi bir konigin iistiinde bulunan bir altigenin karsilikli kenarlarimn iic ke-




