
28

Matematik Dünyas›, 2005 Güz

Bu yaz›da hiperbolleri ele
alaca¤›z. Tek bafl›na... Yaz›m›zdaki

her fley A. Nazmi ‹lker’le Nâz›m Terzio¤lu’nun
yazd›¤› Konikler [fiirketi Mürettibiye Bas›mevi, ‹s-
tanbul, üçüncü bask›, 1960] adl› kitab›nda mev-
cuttur ve hatta o kitaptan kendi dilimize ve akl›m›-
za çevrilerek aktar›lm›flt›r.

Geçen say›m›z› okuyan okur [MD-2005-II,
sayfa 45-53] ayn› teoremlerin elipsler için de geçer-
li oldu¤unu (herhalde flafl›rarak) görecektir. Ancak
bu yaz›m›z, ço¤u zaman oldu¤u gibi, di¤er tüm ya-
z›lardan ba¤›ms›zd›r.

Merakl› okurun, bu yaz›da hiperbol, geçen sa-
y›da elips için kan›tlanan bu teoremlerin benzerle-
rini parabol için bulup kan›tlayaca¤›n› umuyoruz.

Geometrik tan›mdan yola ç›k›yoruz: Bir düz-
lemde, verilen sabit iki noktaya olan uzakl›klar›n›n
fark› sabit olan noktalar kümesine hiperbol denir.
Daha aç›k olmak gerekirse, düzlemde iki de¤iflik F
ve F ¡ noktalar› verilmifl olsun. ||PF| - |PF ¡|| = 2a
eflitli¤ini sa¤layan P noktalar› kümesine hiperbol
denir. F ve F ¡noktalar›na hiperbolün odak nokta-
lar› ad› verilir.

Hiperbolleri geçen say›m›zda çizmifltik. E¤er
noktalar› x eksenine O’ya göre simetrik olacak bi-
çimde yerlefltirirsek, hiperbol yukardaki gibidir.

Görüldü¤ü gibi hiperbolün iki kolu vard›r. Yu-
kardaki flekilde sol kolun P noktalar›

|PF| - |PF ¡| = 2a
eflitli¤ini sa¤larlar, sa¤ kolun noktalar› ise 

|PF ¡| - |PF | = 2a
eflitli¤ini.

|FF ¡| uzakl›¤›na odak uzakl›¤› ad› verilir. E¤er
|FF ¡| = 2c yazarsak, PFF ¡ üçgeninin varl›¤› c > a
eflitsizli¤ini gerektirir.

Teorem. Verilmifl bir çembere te¤et olan ve bu
çember d›fl›nda verilmifl bir noktadan geçen çem-
berlerin merkezlerinin geometrik yeri bir hiperbol-
dür. Ayr›ca her hiperbol böyle elde edilir.

Kan›t: Verilen çembere C , noktaya F adlar›n›
verelim. C ’nin merkezi F ¡ ve yar›çap› 2a olsun. P,
çemberin d›fl›nda herhangi bir nokta olsun. P mer-
kezli ve F ’den geçen bir çember ele alal›m. Afla¤›-
daki flekilden de görülece¤i üzere bu çember C ’ye
iki de¤iflik biçimde te¤et olabilir: P’nin F ¡ noktas›-

na F ’den daha yak›n olup olmamas›na göre C çem-
berin içinde ya da d›fl›nda kal›r.  Bu iki çemberin
te¤et olabilmeleri için gerek ve yeter koflul, duruma
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göre
|PF ¡| - |PF | = 2a,

ya da
|PF | - |PF ¡| = 2a

kofluludur. Demek ki arad›¤›m›z geometrik yer, F
ve F ¡ odak noktal› ve asal uzunlu¤u 2a olan hiper-
bolmüfl.

E¤er bir hiperbol verilmiflse, bu hiperbolün
odak merkezlerinden birinde (diyelim F¡) merkez-
lenmifl ve yar›çap› hiperbolün 2a sabiti olan çem-

berle di¤er odak merkezinin (F) bu özelli¤i vard›r
elbette: F ’den geçen ve sözkonusu çembere te¤et
her çemberin merkezi hiperbolün üstündedir. ■

Merkezi odaklardan biri, yar›çap› hiperbolün
2a sabiti olan çembere do¤rultman çemberi denir.

Odaklar› ve Odak Uzunlu¤u Belli Olan Bir Hi-
perbolle Bir Do¤runun Kesiflimini Bulmak. Odak-
lara her zaman oldu¤u gibi F ve F ¡ diyelim. Do¤ru-
ya d diyelim. F¡ merkezli C do¤rultman çemberini
çizelim. Hiperbolle d do¤rusunun kesiflim noktala-
r›, biraz önce gördü¤ümüz gibi, F’den geçen ve C

çemberine te¤et çemberlerin merkezleridir. Demek
ki merkezi d do¤rusu üstünde olan, F’den geçen ve

C çemberine te¤et bir çember bulmal›y›z. Böyle bir
çember F’nin d’ye göre simetri¤i olan A noktas›n-
dan da geçer. Demek ki A ve F noktalar›ndan ge-
çen ve C çemberine te¤et bir çember bulmal›y›z. Bu-
nu geçen say›m›zda (sayfa 44) yapm›flt›k.

Asimptotlar› Çizmek. Hiperbolün iki asimpto-
tu oldu¤unu geçen say›m›zda görmüfltük. Bu
asimptotlar› çizebiliriz. Çizelim. Sav›m›z flu:

Teorem. Merkezi odak noktalar›ndan biri olan
do¤rultman çembere di¤er odak noktas›ndan çeki-
len te¤ete hiperbolün merkezinden geçen dik do¤-
ru hiperbolün asimptotlar›ndan biridir.

Kan›t: Hiperbolün odak noktalar›na F ve F ¡
diyelim. F ¡ merkezli do¤rultman çemberi C olsun.
Hiperbolün merkezine, yani F ve F ¡ noktalar›n›n
orta noktas›na O diyelim. F ’den C çemberine çizi-
len te¤et C çemberini T noktas›nda kessin. O’dan
FT’ye çizilen dik do¤ruya da D ad›n› verelim. D’nin
hiperbolün bir asimptotu oldu¤unu gösterece¤iz.

D’n›n FT do¤rusunu kesti¤i noktaya h diyelim.
Hem F ¡T hem de D do¤rular› FT ’yi dik kestiklerin-
den birbirlerine paraleldirler. Dolay›s›yla, h nokta-
s› FT ’nin orta noktas›d›r.

Hiperbolün üstünde herhangi bir M noktas›
alal›m. M merkezli ve MF yar›çapl› çembere D di-
yelim. D’nin C ’ye te¤et oldu¤unu biliyoruz. D çem-
berinin FT do¤rusunu kesti¤i di¤er noktaya K di-
yelim. M’nin TF ve D do¤rular› üstündeki izdü-
flümlerine s›ras›yla m ve H diyelim. mh’nin uzunlu-
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¤u KT ’nin uzunlu¤unun yar›s› kadard›r, çünkü,
KT = FT - FK = 2hF - 2Fm = 2hm.

M noktas› sonsuza do¤ru gitti¤inde, F ve T nokta-
lar› yerlerinde kald›klar›ndan, K noktas› T’ye (ve D

çemberi giderek büyüyerek ve FT civar›nda yass›-
lafl›p FT do¤rusuna) yak›nsar. Dolay›s›yla TK
uzunlu¤u, dolay›s›yla yar›s› olan hm uzunlu¤u da
0’a yak›nsarlar. Demek ki D do¤rusu hiperbolün
asimptotuymufl. ■

Geçen say›m›zda elips için kan›tlad›¤›m›z bir
önermenin (sayfa 48, Teorem 2) benzerini hiper-
boller için kan›tlayaca¤›z.

Teorem. Bir hiperbolde, bir oda¤›n te¤etlere
göre (asimptotlar dahil!) simetrilerinin geometrik
yeri, di¤er oda¤a ait do¤rultman çemberidir. Ayr›-
ca e¤er P hiperbol üstünde bir noktaysa ve PF ¡
do¤rusu F ¡merkezli do¤rultman çemberini Q nok-
tas›nda kesiyorsa, t do¤rusu QF do¤ru parças›n›n
orta dikmesidir.

Kan›t: Hiperbolün odaklar›na F ve F ¡, sabitine
de 2a diyelim. C, F ¡ merkezli 2a yar›çapl› do¤rult-
man çemberi olsun. P hiperbolün üstünde bir nok-
ta olsun. PF ¡ do¤rusu C çemberini Q noktas›nda
kessin. t, FQ do¤ru parças›n›n ortadikmesi olsun.

F ¡P - QP = FQ = 2a = F ¡P - FP oldu¤undan,
QP = FP . Demek ki QFP bir ikizkenar üçgen. Do-

lay›s›yla Q ve F noktalar› t do¤rusuna göre simet-
riktirler.

fiimdi t’nin hiperbole te¤et oldu¤unu, yani hi-
perbolü sadece P noktas›nda kesti¤ini kan›tlaya-
l›m. t hiperbolü bir de ayr›ca P ¡ noktas›nda kessin.
P ¡F ¡ do¤rusu C çemberini Q ¡ noktas›nda kessin. O
zaman aynen P için oldu¤u gibi, P ¡Q ¡ = P ¡F olur.
Dolay›s›yla, P ¡Q = P ¡F = P ¡Q¡. Ama P ¡Q ¡ do¤ru-
su C çemberinin merkezinden geçti¤i için, P ¡Q ¡
uzunlu¤u P ¡ noktas›n›n C çemberine olan mesafe-
dir. Bu ve P ¡Q = P ¡Q ¡ eflitli¤i Q = Q ¡ eflitli¤ini ve-
rir. Demek ki P = P ¡. ■

Teorem. Bir hiperbolde, odaklar›n te¤etler ve
asimptotlar üzerindeki izdüflümlerinin geometrik
yeri merkezi hiperbolün merkezi ve yar›çap› a olan
çemberdir. 

Kan›t: Bir önceki teoremdeki flekilden devam
edelim. U, t ile QF ’nin kesiflimi olsun. QU = UF ve
F ¡O = OF eflitliklerinden OU ve F ¡Q do¤rular›n›n
birbirlerine paralel olduklar› ç›kar. Demek ki OUF

üçgeni F ¡QF üçgeninin yar›s›. Yani OU = F ¡Q/2 =
2a/2 = a. Demek ki hiperbolün noktalar›n›n te¤et-
lere izdüflümleri merkezi hiperbolün merkezi ve ya-
r›çap› a olan çemberdir. Kan›t›n geri kalan k›sm›
okura b›rak›lm›flt›r. ■
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Teorem. Bir hiperbolde odaklar›n te¤ete (ya da
asimptotlara) olan uzakl›klar›n›n çarp›m› bir sabit-
tir, c2 - a2’ye eflittir. (2c = odaklar›n uzakl›¤›)

Kan›t: Bir önceki teoremdeki flekilden devam
edelim. U ¡, F ¡ odak noktas›n›n t üzerine izdüflümü
olsun. U ve U¡ noktalar›n›n O merkezli a yar›çapl›
D çemberinin üstünde olduklar›n› biliyoruz. FU ’yu
D çemberini bir V ¸ U noktas›nda kesecek kadar
uzatal›m. U ¡VU üçgeni U köflesinde dik oldu¤unu
önceki teoremlerden biliyoruz. Demek ki U ¡V do¤-
rusu O’dan geçer. Bundan da F ¡U ¡O üçgeninin
FVO üçgenine eflit oldu¤u ç›kar. Demek ki F ¡U¡ =
FV ve F ¡U ¡ ³ FU = FB ³ FA = |p(F, D)| (= F ’nin D

çemberine göre gücünün mutlak de¤eri, bkz. MD-
2005-II, sayfa 40). fiimdi p(F, D) say›s›n› hesaplaya-
l›m: p(F, D) = |FA| ³ |FA¡| = c2 - a2. Sonucumuz ka-
n›tlanm›flt›r. ■

Bir Hiperbole Verilen Bir Yönde Te¤et Çiz-
mek. Verilen yön d do¤rusuyla belirlenmifl olsun.
Dikkat: E¤er d’nin e¤imi iki asimptotun e¤imleri
aras›ndaysa çözüm yoktur, böyle bir te¤et buluna-
maz. E¤er d’nin e¤imi asimptotlar›n e¤imine eflitse,
o zaman “sonsuzda te¤et”i asimptot olarak alg›lar-
sak asimptot buluruz. Di¤er durumlarda iki de¤i-
flik çözüm bulaca¤›z. F odak noktas›ndan d’ye bir
dik ç›kal›m. Bu dik F ¡merkezli do¤rultman çembe-

rini bir Q noktas›nda kessin. FQ’nün orta dikmesi
aranan te¤ettir. Bunun kan›t› bu aflamada kolayd›r
ve okura b›rak›lm›flt›r.

Okur al›flt›rma olarak, paralel iki te¤etin M ve
M¡ de¤me noktalar›n›n hiperbolün O merkezine
göre simetrik olduklar›n› kan›tlayabilir.

H›z›n› alamayan okur verilen bir hiperbole ve-
rilen bir noktadan nas›l te¤et çizilebilece¤i üzerine
düflünebilir. 

fiimdi hiperbol için Poncelet Teoremleri’ne ge-
çelim.

Poncelet Teoremleri. Bir hiperbolün d›fl›ndan
al›nan bir P noktas›ndan hiperbole PM ve PM ¡ te-
¤etlerini çizelim. Te¤etlerin de¤me noktalar› M ve
M ¡ olsun.

1) FPM ve F ¡PM ¡ aç›lar› ya birbirine eflittir ya
da birbirlerini bütünler.

2) Bir odaktan PM ve PM ¡ te¤et parçalar› eflit
veya birbirini bütünler aç›lar alt›nda görülür.

Kan›t: ‹ki de¤iflik durum zuhur edebilir. P
noktas› asimptotlar taraf›ndan belirlenen 4 böl-
geden hiperbolü içeren ikisinin içinde olup olma-
mas›na göre, te¤etlerin de¤me noktalar› hiperbo-
lün ayn› ya da iki de¤iflik kolunda olabilir. Bu du-
rumlardan biri yukardaki, di¤eri afla¤›daki flekilde
gösterilmifltir.
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F ¡ merkezli do¤rultman çemberine C diyelim.
F ¡M, C’yi K ’de kessin. F ¡M ¡ de C’yi L’de kessin.
PM te¤etinin KF do¤ru parças›n›n, PM ¡ te¤etinin
de FL do¤ru parças›n›n ortadikmeleri olduklar›n›
biliyoruz. Dolay›s›yla |PK| = |PF| = |PL|. fiimdi P
merkezli ve PF yar›çapl› D çemberini çizelim. Bu
çember C’yi K ve L noktalar›nda keser. F ¡P do¤ru-
su D ve C çemberlerinin merkezlerinden geçen do¤-
ru oldu¤undan, bu çemberlerin KL ortak kirifline
diktir. Ayr›ca PM ve KF do¤rular› da birbirlerine
dikler. Demek ki FKL ve MPF ¡ aç›lar›n›n kenarla-
r› dik ve dolay›s›yla ölçüleri ya ayn›d›r ya da bir-
birlerini 180 dereceye bütünlerler. Öte yandan D

çemberi K ve L noktalar›ndan geçti¤inden, FPL
aç›s›n›n ölçüsü (aç›lar saatin ters yönünde gider)
FKL aç›s›n›n ölçüsünün yar›s›d›r. Ama PM ¡ do¤-
rusu FPL aç›s›n›n aç›ortay›d›r. Demek ki FPM ¡
aç›s›yla FKL aç›s›n›n ölçüleri ayn›d›r. Bundan,

FPM ¡ ve MPF ¡ aç›lar›n›n ya ayn› ya da birbirlerini
180 dereceye bütünledikleri ç›kar. Birinci k›s›m ka-
n›tland›. 

Dikkat edilirse, elips için geçen say›m›zda ver-
di¤imiz kan›tla kelimesi kelimesine ayn› [MD-
2005-II, sayfa 51], yaln›zca flekiller de¤iflik!

‹kinci k›sm›n kan›t› da ayn›d›r ve okura b›ra-
k›lm›flt›r. ■

Bu tür teoremleri kan›tlamada en zor k›s›m
do¤ru düzgün bir flekil çizmektir. Bu yüzden flekil
tam çizilmemeli! Konik problemlerinde okurun
konik yerine koni¤in sadece odak noktalar›n› ve
belki de bir noktas›n› ya da bir te¤etini ya da 2a
uzunlu¤unu çizmesini sal›k veririz. Yoksa te¤eti te-
¤et yapmak, dikaç›lar› dik tutturmak nerkeyse im-
kâns›z oluyor.

Afla¤›daki teoremlerin de kan›t› elipste oldu¤u
gibidir.

Teorem. Bir hiperbolün sabit iki te¤eti taraf›n-
dan de¤iflken bir te¤eti üzerinde ayr›lan do¤ru par-
ças› her odaktan sabit bir aç› alt›nda görülür.

Teorem. Kenarlar› verilmifl bir hiperbole te¤et
olan dik aç›lar›n köflelerinin geometrik yeri merke-
zi hiperbolün merkezinde ve yar›çap› (2a2 - c2)1/2

olan çemberdir. (Dikkat: 2a2 - c2 < 0 ise, çember
imgeseldir.) ♦
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Teorem. Köfleleri herhangi bir koni¤in üstünde bulunan bir alt›genin karfl›l›kl› kenarlar›n›n üç ke-
siflim noktas› do¤rusald›r.
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