
Hareket. ‹nsanl›¤› tarih boyunca çok u¤raflt›-

ran do¤a olaylar› vard›r. Hareket ve zaman bunla-

r›n bafl›nda gelir. Felsefenin, fizi¤in, matemati¤in

ve sanat›n temel u¤rafl alanlar› olmufllard›r.

Mekani¤in amac›, evrendeki nesnelerin hare-

ketini aç›klamak, yani belli bir anda bulunacaklar›

konumu öngörebilmektir. Hareket eden nesneler,

galaksi ve günefl sistemleri gibi devasa, saat sarkaç-

lar› ve futbol topu gibi insan boyutunda ya da

elektron gibi atomik boyutlarda olabilir. Yak›n

çevremizdeki hareketleri Newton mekani¤iyle,

atomalt› parçac›klar›n hareketlerini kuantum me-

kani¤iyle, galaksilerin hareketini de görecelik ku-

ram›yla aç›klamaya çal›fl›yoruz. Tüm bu hareketle-

ri aç›klayan tek bir mekanik kuram› her sayg›n fi-

zikçinin hayalidir.

17’inci yüzy›ldan sonra geliflen modern bilim,

hareketi aç›klama yönünde epeyce yol alm›flt›r,

ama gene de hareketin her yönünü aç›klamaktan

çok uzaktay›z. Biraz geriye bakarak bu yolda al›-

nan mesafeyi görmek, bundan sonra al›nacak yol

için umut ve cesaret verecektir. Henüz emekleme

ça¤›nda olan kaos kuram› bu yolda ça¤›m›zda at›l-

m›fl önemli bir ad›md›r.

Aristo. MÖ 300 y›llar›nda Aristo (MÖ 384-

322), birçok alanda yapt›¤› gibi, hareket için de

gözlemlerine dayal› yasalar koymufltur. Konumuz-

la ilgili olan ikisi flunlard›r:

1. Cisimler a¤›rl›klar›yla do¤ru orant›l› bir iv-

meyle yere düflerler.

2. Bir cismin hareket etmesi için ona sürekli

bir kuvvet etki etmelidir. 

Aristo’nun bu mekanik ya-

salar› - ki yanl›flt›rlar - fizik bil-

meyen herkesin sezgiyle ulafla-

bilece¤i sonuçlard›r. Ortalama

bir insan›n hareketi baflka tür-

lü alg›lamas› zordur. Aris-

to’nun yasalar›, günlük yafla-

ma ve alg›lamalar›m›za o ka-

dar uygundur ki, 1800 y›l boyunca insanl›k bu ya-

salardan kuflku duymam›flt›r.

Ama bilim adamlar›n›n bir ifli de kuflkulan-

mak ve sorgulamakt›r: E¤er bir cismin hareketi için

ona sürekli kuvvet uygulamak gerekiyorsa, gök ci-

simlerini kim itiyor veya çekiyor? Dal›ndan düflen

elmay› yere iten veya çeken fley nedir?

Ptolemy. MS 150’lerde

Claudius Ptolemy’nin (MS

≈85 - ≈150) gök cisimlerinin

hareketi için koydu¤u yasa-

lar Katolik Kilisesi’nin resmi

görüflüyle uyum sa¤lay›nca

yerküremiz evrenin merkezi

olma mertebesine eriflmifltir1.

Kopernik. Günün birinde Nikola Kopernik

(Nicolaus Copernicus, 1473-

1543) adl› bir Polonyal› ç›p-

lak gözle yapt›¤› uzun göz-

lemlerden sonra gerçekle yüz-

yüze gelmemizi sa¤lad›: Yer-

küremiz tafl›makta oldu¤u o

yüce payeyi günefle kapt›rd›:

Art›k, evrenin merkezi dünya

de¤il, güneflti2!
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Ad›na Kaos Kuram› denilebilecek bir kuram

bilimsel anlamda olufltu mu? Bu soruya olumlu

yan›t vermek için zaman henüz erken olabilir.

Ancak böyle bir kuram›n do¤uflu için yeterince

neden ve olgu oldu¤u ve bu amaçla çaba

sarfedildi¤i gözard› edilemez. Bu konuflmada,

bir matematikçi gözüyle determinizmin ve ka-

osun ne oldu¤u aç›klanacakt›r.

* Baflkent Üniversitesi Matematik Bölümü ö¤retim üyesi. Yaz›,

21-24 Eylül 2004’te Assos’ta gerçeklefltirilen Mant›k, Matema-

tik ve Felsefe II.Ulusal Sempozyumu’nda yap›lan konuflmadan

uyarlanm›flt›r.

1 Yermerkezli evren, ‹ngilizcesiyle geocentric universe.

2 Günmerkezli evren, ‹ngilizcesiyle heliocentric universe.



Kepler. Evren kuram›n› Johann Kepler (1571-

1630) geometrik bir modele oturttu:

1. Bir gezegenin yörüngesi, bir oda¤›nda gü-

neflin yer ald›¤› bir elipstir.

2. Günefli gezegene birlefltiren do¤ru eflit za-

man aral›klar›nda eflit alanlar süpürür.

3. Gezegenin periyodunun karesi günefle olan

ortalama uzakl›¤›n›n küpüyle orant›l›d›r. (Dünya

için T2 = R3.)

Kepler’in, bugün bile geçerli¤ini koruyan bu

mükemmel geometrik modeli,

günefl sistemi içindeki geze-

genlerin hareketlerini kusur-

suz aç›kl›yordu ama evrende-

ki bütün hareketleri ve en

önemlisi hareketlerin nedenini

aç›klamaya yetmiyordu.

Galile. Galileo Galilei (1564-1642) bir yandan

teleskopla gök cisimlerini gözle-

yip Kopernik’in günmerkezli

kuram›n› do¤rularken, öte yan-

dan yerçekimiyle ilgili deneyleri

Aristo’nun 2000 y›ll›k impara-

torlu¤unu derinden sars›yordu:

Bütün cisimler ayn› ivmeyle ye-

re düflerler. 

Bu yasa a¤›r cisimlerin de hafif cisimlerle ayn›

ivmeyle yere düfltü¤ünü söylüyor ve Aristo’nun yu-

karda an›lan ilk yasas›n› çürütüyor. Tarih, büyük

imparatorluklar›n derinden sars›l›nca y›k›lmalar›-

n›n kaç›n›lmaz oldu¤unu göstermifltir.

Newton. Galile’nin sarst›¤› Aristo imparator-

lu¤una Isaac Newton (1642-

1727) son darbeyi indirecek-

tir. Newton Hareket Yasalar›

denen afla¤›daki yasalar, Aris-

to imparatorlu¤unu y›kmakla

kalmad›, 200 y›l boyunca fizi-

¤in temeli oldu ve ça¤›m›z›n

teknolojisine yol açt›:

1. Hareketli bir cisim d›flar›dan bir kuvvetle et-

kilenmezse düzgün do¤rusal hareketini ilelebet sür-

dürür.

2. Kütlesi m olan bir cisme uygulanan F kuvve-

tiyle a ivmesi aras›nda F = ma ba¤›nt›s› vard›r. 

3. Her etkiye karfl› ona eflit bir tepki vard›r.

Newton, Kepler’in mükemmel geometrik mo-

delinin ve Galile’nin yerçekimiyle ilgili flafl›rt›c›

gözleminin gerisinde yatan gizemi aramaya baflla-

d›. Gezegenler neden Kepler’in modeliyle hareket

ederler? A¤›r ve hafif cisimler neden ayn› ivmeyle

yere düflerler? Bu sorular›n yan›tlar›n› veren mate-

matiksel bir formül olmal›yd›. Sonunda arad›¤›n›

buldu. Newton’un hareket yasalar›, biraz sonra ele

alaca¤›m›z determinizm kavram›n›n temelidir.

Newton’dan sonra 20’inci yüzy›l bafl›na dek hare-

ketle ilgili her fleyin Newton’un hareket yasalar›n-

dan ç›kt›¤›na inan›lacakt›r.

Diferansiyel Denklemler - Dinamik Sistemler

Fiziksel bir olguyu, örne¤in bir nesnenin hareke-

tini anlamak için, olguyu kâ¤›da hapsetmek, yani

matematiksel bir modelini kurmak gerekir. Bu da

genellikle matematiksel denklemlerle mümkündür.

Fiziksel olguyu matematiksel olarak anlamakla, bu-

lunan denklem sistemini çözmek eflde¤erdir, en az›n-

dan bu yolda at›lm›fl çok önemli bir ad›md›r. Bulu-

nan denklemler genellikle diferansiyel denklem de-

nen bir türdendir. (Bkz. sayfa 64.)

Baz› diferansiyel denklemleri çözmek kolayd›r,

bunlara do¤rusal ya da lineer diferansiyel denklem-

ler denir (bkz. bir sonraki sayfadaki gri karenin so-

nu.) Diferansiyel denklemlerin çözümleri ad›na ana-

litik denilen (bkz. bir sonraki sayfadaki gri kutu), ol-

dukça ele avuca gelen, bir anlamda eli yüzü düzgün

ya da evcil diyebilece¤imiz ve polinomlara oldukça

benzeyen fonksiyonlard›r. Bu diferansiyel denklem-

lerin çözümleri bulunabildi¤inden, temsil ettikleri fi-

ziksel olgunun matematiksel çözümlemesi de yap›la-

bilir, en az›ndan böyle bir kuramsal temel vard›r.

Do¤rusal olmayan diferansiyel denklemlerin

çözümleri ne yaz›k ki bilinen fonksiyonlar cinsin-

den yaz›lamaz genelde. Bu zor denklemler teorik

olarak çözülemedi¤inden yaklafl›k çözümler için

bilgisayarlar kullan›l›r.
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Nerden Nereye? (Matematikten Fizi¤e!)

Kepler, gezegenlerin hareketlerini aç›klayan

geometrik modeli yaratmak için Perge’li Apollo-

nius’un (MÖ 262-190) 1800 y›l önce yazd›¤›

Konikler adl› yap›t›na dayan›yordu. Herhalde,

Apollonius, koniklerin gizlerini tutkuyla araflt›-

r›p ortaya dökerken, on sekiz yüzy›l sonra büyük

bir uygarl›¤a ç›¤›r açaca¤›n› akl›na bile getirmi-

yordu: Apollonius olmasa Kepler, Kepler olmasa

Newton, Newton olmasa Einstein olmazd›!
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H›z
Bir do¤ru üzerinde yol alan bir parçac›k t-inci

saniyede x(t) = t2 metrede olsun. Örne¤in, parça-

c›k, 0’›nc› saniyede x(0) = 02 = 0 metrede, 3’üncü

saniyede x(3) = 32 = 9 metrededir. H›z› gittikçe ar-

tan bu parçac›¤›n tam 3’üncü saniyedeki h›z›n› he-

saplayal›m.

Önce parçac›¤›n 3 ve 4’üncü saniyeler aras›n-

daki ortalama h›z›n› hesaplayal›m. Parçac›k, 3’ün-

cü saniyede x(3) = 32 = 9 metredeyken, 4’üncü sa-

niyede x(4) = 42 = 16 metreye varm›fl, demek ki 1

saniyede 16 − 9 = 7 metre katetmifl. Dolay›s›yla

parçac›¤›n 3 ve 4’üncü saniyeler aras›ndaki orta-

lama h›z› 7 metre/saniye’dir.

fiimdi parçac›¤›n 3 ve 3,1’inci saniyeler aras›n-

daki ortalama h›z›n› hesaplayal›m. Parçac›k, 3’üncü

saniyede x(3) = 32 = 9 metredeyken, 3,1’inci saniye-

de x(3,1) = 3,12 = 9,61 metreye varm›fl, demek ki

0,1 saniyede 9,61 − 9 = 0,61 metre ketetmifl. Dola-

y›s›yla parçac›¤›n 3’üncü ve 3,1’inci saniye aras›n-

daki ortalama h›z› 0,61/0,1 = 6,1 metre/saniye’dir.

fiimdi de, herhangi bir h için, parçac›¤›n 3 ve

3 + h’inci saniyeler aras›ndaki ortalama h›z›n› he-

saplayal›m. Yukarda h = 1 ve 0,1 için 7 ve 6,1 bul-

duk. 

Parçac›k, 3’üncü saniyede 32 = 9 metredey-

ken, 3 + h’inci saniyede (3 + h)2 = 9 + 6h + h2 met-

reye varm›fl, demek ki h saniyelik bir sürede

(9 + 6h + h2) − 9 = 6h + h2

metre katetmifl. Dolay›s›yla parçac›¤›n 3’üncü ve

3+h’inci saniye aras›ndaki ortalama h›z›

(6h + h2)/h = 6 + h

metre/saniye’dir.

Parçac›¤›n 3’üncü ve 3 + h’inci saniyeler ara-

s›ndaki ortalama h›z›n›n 6 + h oldu¤unu bulduk.

Parçac›¤›n tam 3’üncü saniyedeki h›z›n› bulmak

için h = 0 almak gerekir: Parçac›¤›n tam 3’üncü

saniyedeki h›z› 6 + 0 = 6 metre/saniye’dir.

Yukardaki hesaplar› 3 yerine herhangi bir t

zaman› için yapal›m. Parçac›¤›n t ile t + h aras›n-

daki ortalama h›z›,

dir. h = 0 al›rsak, parçac›¤›n t an›ndaki h›z›n›n 2t

oldu¤unu buluruz. Genel formül flöyle:

Diferansiyel Denklemler
Hareket eden bir noktan›n t an›ndaki konu-

munu x = x(t) ile gösterelim. Noktan›n her an bir

de h›z› vard›r. Noktan›n t an›ndaki h›z›n› x′ = x′(t)
ile gösterelim. Örne¤in e¤er x′(t) = 0 ise, nesne o t

an›nda hareket etmiyordur, (ama hemen sonra ya

da hemen önce hareket halinde olabilir, örne¤in

havaya bir tafl att›¤›m›zda, en tepeye vard›¤›nda

tafl›n h›z› 0’d›r, düflmeye bafllad›¤›nda h›z negatif-

tir.) ‹vme ise h›z›n h›z›d›r. Havaya at›lan bir tafl

gittikçe yavafllad›¤›ndan ivmesi bafllang›çta nega-

tiftir; tafl düflmeye bafllad›¤›nda ivmesi pozitif olur.

Noktan›n t an›ndaki ivmesini x″ = x″(t) ile göstere-

lim. ‹vmenin de h›z› hesaplanabilir ve x′′′ ile göste-

rilir. Bunu böylece sonsuza kadar sürdürüp t za-

man›na göre de¤iflen x, x′, x″, ..., x(n), ... fonksi-

yonlar›n› elde edebiliriz.

Hareket eden bir parçac›¤›n t an›ndaki x(t) ko-

numunu belirlemek için, genellikle, önce, x, x′, x″,
x′′′, ... fonksiyonlar› aras›nda bir ba¤lant› kurulur.

Örne¤in, konum h›za eflit olabilir, o zaman ba¤-

lant› x = x′ dir (daha do¤rusu x(t) = x′(t)’dir.) Ya

da xx′ = 2tx″ gibi bir ba¤lant› olabilir. Bu tür ba¤-

lant›lara diferansiyel denklem denir. Diferansiyel

denklem bulunduktan sonra, bu diferansiyel denk-

lemi sa¤layan x = x(t) fonksiyonlar›n›n bulunmas›

gerekir.

De¤iflkeni t olan p0, ..., pn, q fonksiyonlar›

için,

x(n) + pnx(n−1) + ... + p1x′ + p0x = q

biçiminde yaz›lan diferansiyel denklemlere do¤ru-

sal diferansiyel denklemler denir. Do¤rusal dife-

ransiyel denklemleri çözmek di¤erlerine göre daha

kolayd›r.

Sarkac›n Hareketi
Kütlesi m, ipinin uzunlu¤u L olan bir sarkaç

belli bir θ0 aç›s›yla gerilip belli bir h›zla itilirse, sar-

kac›n t an›ndaki aç›s› θ = θ(t), 

Lθ″ + g sin(θ) = 0

diferansiyel denklemini sa¤-

lar. (Buradaki g yerçekiminin

ivmesidir.) Bu denklem lineer

de¤ildir ve çözümü, bilinen

di¤er fonksiyonlar cinsinden

yaz›lamaz, bilgisayar yard›-

m›yla say›sal ve yaklafl›k ola-

rak çözülebilir ancak. Ama

e¤er θ0 ve ilk h›z küçükse, o

zaman θ da küçük olur ve sin(θ) ≈ θ oldu¤undan,

küçük hatalar› umursamayarak denklemi Lθ″ + gθ
= 0 lineer denklemine dönüfltürüp çözebiliriz.
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Basit hareketleri matematiksellefltiren diferan-

siyel denklemler ya da denklem sistemleri genellik-

le do¤rusald›r. Fiziksel sistem karmafl›klaflt›kça, di-

feransiyel denklemlerdeki de¤iflken say›s› artar, sis-

tem çok de¤iflkenli olur. Ayr›ca denklemdeki te-

rimlerin dereceleri büyür ve sistem do¤rusal ol-

maktan ç›kar. Genellikle, bu tip denklemlerin ana-

litik bir çözüm uzay› yoktur. Bu, kaos diye adlan-

d›r›lan olgular› al›fl›lm›fl matematik diliyle aç›kla-

yamay›fl›m›z›n as›l nedenidir.

Dinamik Sistem. Diyelim bir ortamda kufllar

(avc›lar) ve solucanlar (avlar) var. Belli bir t an›n-

daki solucan say›s›na s(t), kufl say›s›na k(t) diye-

lim. Elbette solucan ve kufl say›s› aras›nda bir ilifl-

ki olmal›, örne¤in kufl say›s› artt›kça solucan say›-

s› azalmal›. fiöyle bir model tasarlayal›m (Lotka-

Volterra modeli):

s′(t) = as(t) − bs(t)k(t)

k′(t) = cs(t)k(t) − ek(t).

Burada, a, b, c ve d, ava, avc›ya, co¤rafyaya vs göre

de¤iflen pozitif sabit say›lard›r; s′ ve k′ ise solucan ve

kufl say›s›n›n t an›ndaki art›fl (ya da azal›fl) h›z›d›r.

Birinci denklem flunu der: E¤er ortamda kufl

yoksa, yani k = 0 ise, solucan say›s› s′ = as h›z›yla

artar (yani kufl yoksa belli bir a sabiti için s(t) = aert

olur.) Ama her kufl da solucanlar›n belli bir b yüz-

desini avlamaktad›r, dolay›s›yla kufl say›s› solucan

say›s›n› azaltmaktad›r. (Demek ki b sabiti 0’la 1

aras›nda bir say›d›r.)

‹kinci denkleme göre, avlanacak solucan yoksa

kufl say›s› k′ = − ek h›z›yla de¤iflir, yani azal›r. csk

terimi avlanan solucan say›s›n›n kufllar›n ço¤alma-

s›na neden oldu¤unu gösterir.

‹flte bu, (sürekli) bir dinamik sistemdir. E¤er

bu sistemi çözmek çok zorsa, zaman› sürekli de¤ifl-

tirmek yerine örne¤in saniye bafl› de¤ifltirterek flöy-

le bir sisteme varabiliriz:

sn+1 − sn = asn + bsnkn

kn+1 − kn = csnkn + ekn.

Buradaki sn = s(n) ve kn = k(n), n-inci andaki (ya

da saniyedeki) solucan ve kufl say›s›d›r. E¤er s›f›-

r›nc› saniyedeki solucan ve kufl say›s›n›, yani s0 =

s(0) ve k0 = k(0) say›lar›n› biliyorsak, hesapla

1000’inci saniyedeki solucan ve kufl say›s›n› − en

az›ndan kuramsal olarak − bulabiliriz. Zaman›n

birim birim ilerledi¤i böyle bir sisteme de ayr›k di-

namik sistem denir.

E¤er s(0) ve k(0) biliniyorsa, sürekli ya da ayr›k

olsun, analitik çözümü olan her dinamik sistemin

tek bir çözümü vard›r. s(0) ve k(0) de¤ifltikçe, do¤al

olarak genel çözüm de de¤iflir. Bu de¤erlere dina-

mik sistemin bafllang›ç koflullar› denir.

Örne¤in bir bilardo topunun ›stakayla vurulufl

yönü, gücü ve topun neresine vuruldu¤u bafllang›ç

koflullar›d›r. Verilen bafllang›ç koflullar›yla top her

zaman ayn› yörüngeyi izler.

Bafllang›ç Koflullar›. 1500’lerde, bir do¤a yasa-

s›n› aç›klaman›n tek yolunun onu belirleyecek öl-

çümlerin yap›lmas›yla mümkün olabilece¤i görüflü

ç›kt›. Bunun anlam› aç›kt›: Evrenin yasalar› sözel

ifadeler yerine simge ve say›larla aç›klanmal›yd›.

Bu görüfl 17’inci yüzy›lda geliflmeye bafllayan mo-

dern bilimin temeli olmufltur ve maddeyi ve do¤a

olaylar›n› aç›klamak için bilim matemati¤i as›l araç

olarak kullanm›flt›r. Örne¤in, Newton yasalar› sö-
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Analitik Fonksiyonlar
ƒ(x) = ax2 + bx + c gibi bir polinom taraf›n-

dan verilen fonksiyonlar oldukça kolay anlafl›-

l›rlar. Ama her fonksiyon polinom taraf›ndan

verilmez elbet. ƒ : R → R, belli bir a ∈ R nok-

tas›nda n kez türevlenebilir bir fonksiyon olsun.

Kolayca kan›tlanabilece¤i üzere,

ƒ(a) = pn(a)

ƒ′(a) = pn′(a)

...

ƒ(n)(a) = pn
(n)(a)

eflitliklerini sa¤layan bir ve bir tek n-inci derece-

den pn(x) polinomu vard›r:

pn(x) = Σi=0
n

ƒ(i)(a)(x−a)i/i!

Bu polinomlar›n n büyüdükçe ƒ’ye daha çok

benzediklerini, hatta sonsuzda hem yak›nsak

hem de ƒ’ye eflit olduklar›n›, yani,

ƒ(x) = Σi=0
∞

ƒ(i)(a)(x−a)i/i!

eflitli¤ini ummak gerekir. Ne yaz›k ki bu eflitlik

her zaman do¤ru de¤ildir: 1) Seri yak›nsak ol-

mayabilir, 2) Seri yak›nsak oldu¤unda da ƒ(x)’e

yak›nsamayabilir. Ama e¤er bir ε > 0 ve her x ∈
(a−ε, a+ε) için,

ƒ(x) = Σi=0
∞

ƒ(i)(a)(x−a)i/i!

ise, ƒ’ye a’da analitik denir. Analitik fonksiyon-

lar polinomsal olmasalar da polinomsal fonksi-

yonlara oldukça benzediklerinden el üstünde tu-

tulurlar. exp, sin, cos gibi fonksiyonlar her nok-

tada analitiktirler. 



zel olarak ifade edilseler bile, bir fiziksel sistemin

durumunu aç›klamak için hareket eden parçac›¤›n

belli bir andaki (diyelim 0’›nc› saniyedeki) konu-

munun, h›z›n›n, yönü-

nün ve ona etkiyen kuv-

vetlerin bilinmesi gere-

kir. Bu bilgiler de elbette

say›sald›r ve sistemin

bafllang›ç koflullar›d›r.

Bir dinamik sistemin

bir andaki konumunu,

h›z›n›, yönünü ve ona et-

kiyen kuvvetleri bildi¤i-

mizi varsayarak onun

daha sonraki ya da daha

önceki bir zamandaki

durumunu da bilmek is-

tiyoruz. Fiziksel durumu

matematiksellefltiren di-

feransiyel denklem ya da sistem do¤rusalsa çözü-

mün analitik oldu¤unu söylemifltik. Ama her bafl-

lang›ç koflulu için bir baflka analitik çözüm bulunur.

Determinizm. Felsefi aç›dan, klasik mekani¤in

yani Newton mekani¤inin özü determinizmdir. De-

terminizm, “bir fiziksel sistemin flimdiki durumu,

önceki durumunun sonucudur” der. Dolay›s›yla

her olay ve hareketi önceden belirlemek mümkün-

dür. Bu görüflü, antik ça¤›n maddeci düflünürlerine

kadar geriye götürebiliriz. Hiç de¤ilse, 1500 y›lla-

r›nda ortaya ç›kan nedensellik (neden-sonuç) dü-

flüncesinin a¤›rl›k kazanmas›ndan sonra Isaac New-

ton’un ortaya koydu¤u hareketin üç temel yasas›

modern bilimi bütünüyle determinizme dayal› k›l-

m›flt›r. Bu yasalar, determinizmi yaln›z ileriye de¤il,

geriye do¤ru da çal›flan sa¤lam bir araç olarak gö-

rür. Gerçekten, Newton’un hareket yasalar›na gö-

re, flu andaki fiziksel durum önceki fiziksel durum-

dan ç›kt›¤› gibi, bundan sonra olacak fiziksel du-

rum da flu andaki fiziksel durumun sonucu olacak-

t›r. Klasik fizikçi aç›s›ndan, Halley kuyruklu y›ld›-

z›n›n 2061’de yeniden dünyay› ziyaret edece¤ini ke-

sinlikle öngörebilmek ya da gelecek günefl tutulma-

s›n›n ne zaman olaca¤›n› ve dünyan›n neresinden en

iyi görünece¤ini flimdiden flaflmaz biçimde hesapla-

yabilmek, determinizmin yads›namaz zaferleridir.

Modern bilimin dayana¤› olan ve yüzy›llard›r etki-

sini sürdüren bu görüfl, bugünün bilimini, teknolo-

jisini ve uygarl›¤›n› yaratm›flt›r. 

Determinizmin matematiksel dili çok aç›kt›r.

Bafllang›ç koflullar› bilince, ona uyan biricik anali-

tik çözümü bulabiliriz. Bu çözüme ƒ diyelim. Her-

hangi bir t an›nda sistemin durumunu biliyorsak, ƒ

fonksiyonunu biliyoruz demektir. Art›k her a için

ƒ(t+a) ve ƒ(t−a) de¤erlerini hesaplamak, yani siste-

min a zaman sonra ve a zaman önceki durumlar›-

n› saptamak mümkündür.

Demek ki determinizmin uygulanabilmesi için,

sistemin analitik çözümüne ve iyi belirlenmifl bafl-

lang›ç koflullar›na gereksinim vard›r. Çok kolay-

m›fl gibi görünen bu ifl, gerçekte pek çok sistem için

imkâns›zd›r. Bu imkâns›zl›k kaos diye an›lan feno-

menleri yarat›r.

Tanr› Zar Atar m›? Newton fizi¤i doruktay-

ken, 20’inci yüzy›l içinde Newton fizi¤inin eksi¤ini

tamamlamak için yap›lan çal›flmalarda iki yeni ku-

ram ortaya ç›kt›: kuantum ve görecelik kuramlar›.

Görecelik kuram›, bu yaz›n›n kapsam› d›fl›ndad›r.

Kaosun olas›l›¤a dayal› yan›yla yak›n iliflkisi nede-

niyle kuantum mekani¤ine birkaç sat›r ay›rmakta

yarar vard›r.
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Bir bilardo oyuncusu, asl›n-
da vuraca¤› topa istedi¤i yö-
rüngeyi çizdirtecek bafllan-
g›ç koflullar›n› ar›yordur.

Heisenberg Belirsizlik ‹lkesi’ne göre hareket

halindeki bir parçac›¤›n belli bir andaki momen-

tumuyla (yani kütlesiyle h›z›n›n çarp›m›yla) bu-

lundu¤u konumu, deney

koflullar› mükemmel bile

olsa, kesin olarak belirle-

nemez, mutlaka bir hata

olmal›d›r, çünkü ölçüm

yapmak için sistem mutla-

ka “rahats›z edilmelidir”.

Bu iki hatan›n çarp›m›

quantum sabiti ad› veri-

len ve h olarak simgelenen bir sabitten daha az

olamaz (h = h/2π = 6,6262 × 10−34/2π J×s). Bu

belirsizlik insani boyutlarda önemsiz olsa da ato-

mik boyutlarda görmezden gelinemeyecek bir

hatad›r. E¤er momentum p, konum x ise ve hata-

lar da ∆p ve ∆x ise, ∆p × ∆x > h olmal›d›r. Dola-

y›s›yla konumu tam olarak tespit etmek için (ya-

ni ∆x’in 0 olmas› için), ∆p sonsuz olmal›d›r! Be-

lirsizli¤in hakim oldu¤u bu “quantum dünya-

s›”nda bir parçac›¤›n uzaydaki konumu yüzde-

yüz kesinlikle belirlenemez, parçac›¤›n konumu

sadece %99 gibi belli bir olas›l›kla belirlenebilir.



Atomun yap›s›n› aç›klamak için atomalt› parça-

c›klar›n›n hareketleri belirlenmeli. Bu parçac›klara

determinizm ilkesini uygulayabilmek için bafllang›ç

koflullar›n›n bilinmesi gerekiyor. Ama Heisenberg il-

kesine göre (bkz. bir önceki sayfadaki gri alan) par-

çac›klar›n ayn› anda tam olarak konum ve h›zlar›n›

ölçebilme olana¤› yok; h›z bilindi¤inde konum bilin-

miyor, konum bilindi¤indeyse h›z bilinmiyor.

Buna çare olarak “olas›l›k” kuram› kullan›ld›.

Parçac›klar›n h›zlar› ya da konumlar› belli olas›l›k-

larla belirlendi. Fizikte olas›l›¤›n kullan›l›fl› deter-

minizmden radikal bir sap›flt›r.

Dönemin en renkli kiflilerinden Albert Einstein

bu görüfle karfl› durup “Tanr›’n›n zar att›¤›na ina-

namam!” diyecektir. Ama, ola-

y›n çok inand›r›c› yan› vard›r.

Yap›lan tahmin bir parçac›k için

de¤il, milyonlarcas› içindir. Bir

para at›p tura gelece¤ini tahmin

ederseniz, ya tutturur ya da ya-

n›l›rs›n›z. Ama 1.000.000 tane

para at›p 500.000 tanesinin tura

gelece¤ini söylerseniz gene bü-

yük olas›l›kla yan›l›rs›n›z ama gerçek tura say›s›n›n

da çok uza¤›na düflmezsiniz.

Bütün bunlardan önce, he-

men 20’inci yüzy›l bafllarken

Newton mekani¤ine duyulan gü-

veni sarsan görüfllerin ortaya ç›-

k›fl›n› an›msamal›y›z. 1898’de

Frans›z matematikçisi Jacques

Hadamard bafllang›ç koflulunda

bir hata yap›ld›¤›nda sistemin

uzun dönemde öngörülemez ola-

ca¤›n› belirtti. Ünlü Frans›z Ma-

tematikçisi ve düflünürü Henri

Poincaré 1900’de günefl sistemi-

nin dengesinin sa¤lam olup ol-

mad›¤›n›n kan›tlanamayaca¤›n›

gösterdi. 1908’de Science et

Méthode adl› ünlü yap›t›nda ko-

nuyu ayr›nt›lar›yla ifllemifltir.

Ölçümlemede Belirsizlik. Bafllang›ç koflullar›n›

nas›l belirleyece¤iz? Bunun tek yolu gözlem ve öl-

çümlemedir. Ama gözlemler, deneyler, ölçümler

gerçek say›sal de¤erleri veremez; onlar› ancak belli

bir yaklafl›kl›kla, yani belli bir hatayla bulabiliriz.

Her ölçümlemede kaç›n›lmaz olan alet ve insan ha-

talar›n› bir yana koysak bile, kuramsal olarak hiç-

bir alet her zaman gerçek de¤erleri veremez. Öl-

çümlemede Belirsizlik dedi¤imiz bu olgu, bir fizik-

sel sistemin bafllang›ç koflullar›n›n kesin olarak be-

lirlenemeyece¤i anlam›na gelir. Bu olgunun deter-

minizm ilkesinde yaratt›¤› olumsuzlu¤u saptayan

ilk kifli Henri Poincaré’dir (1854-1912). fiimdi bu-

nun ilginç öyküsüne geçebiliriz.
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Jacques
Hadamard

Albert Einstein

Henri Poincaré

Kaotik Davran›fl

Analitik çözümü olan bir sistemde bafllang›ç

koflullar›ndaki ufak bir de¤ifliklik, afla¤›daki fle-

kilde de görüldü¤ü gibi çözümlerde de ufak de¤i-

flikliklere neden

olur. Oysa analitik

çözümü olmayan bir

sistemde ufak bir de-

¤ifliklik öngörülemez

de¤iflikliklere neden

olabilir. Örne¤in atmosfer olaylar› kaotiktir ve bu

yüzden meteoroloji ancak birkaç gün sonras›n›

tahmin edebilir.

n Cisim Problemi

A¤›rl›klar› olan noktasal n cisim belli bir h›z-

la ve belli bir yörüngeyle bir ortama girdiklerin-

de, cisimler a¤›rl›klar›ndan dolay› birbirlerini çe-

kerler ve yörüngeleri birbirinden etkilenir. Bu n

cismin çizece¤i yörüngeyi bulmak n cisim prob-

lemi olarak an›l›r. Cisimlerden biri ya da birkaç›

sabit varsay›labilir ya da bir ya da birkaç›n›n

a¤›rl›¤› di¤erlerine göre çok küçük al›nabilir. 3

cisim problemine örnek olarak günefl-jüpiter-

dünya ya da günefl-dünya-satelit al›nabilir.

‹ki cisim problemi Newton taraf›ndan çözül-

müfltür ve çözümü analitiktir. Ama ikiden fazla

cisim için problemin genel çözümü kaotiktir.

4

3

2

1

0

–1

–1 0 1

Birbirine çok yak›n
bafllang›ç koflullar›

Birbirinden tamam›yla
de¤iflik ve ba¤›ms›z
sonuçlar. Çözümlerden
birini bilmek di¤eri
hakk›nda bir fikir
vermiyor.

Kaotik davran›fl

t = 0

t = 1

t = 10

t = 10



Kelebek Etkisi. Newton yasalar› iki gök cismi-

nin hareketine mükemmel uyum sa¤lar, ama iki-

den çok (örne¤in üç) cisim oldu¤unda analitik çö-

züm elde edilmez. “Üç Cisim Problemi” diye an›-

lan bu problem yirminci yüzy›la girerken astrono-

mide popüler bir konu oldu.

Norveç Kral› II. Oscar, günefl sisteminin denge-

sinin sa¤lam ya da hassas olup olmad›¤›n› kan›tla-

yana ödül verece¤ini duyurdu. Henri Poincaré

1900’de, günefl sisteminin hareketini belirleyen

denklem sisteminin çözümünün bafllang›ç koflulla-

r›na ba¤›ml› oldu¤unu,

ancak bafllang›ç koflulla-

r›n›n asla do¤ru olarak

saptanamayaca¤›n›, do-

lay›s›yla günefl sistemi-

nin sa¤lam ya da hassas

olup olmad›¤›n›n belirlenemeyece¤ini gösterdi. Bu

öngörülemez durum için “kaos” terimini kullanan

ilk kifli de odur. Böylece, Poincaré, istenen proble-

mi çözmeden ödülün sahibi oldu. (Makale matba-

adayken matematiksel bir hata farkedilir, Poincaré

hatay› zorlanarak da olsa düzeltir ama bu arada al-

d›¤› ödülün daha fazlas›n› hatay› düzeltmek için

harcam›flt›r!) Ama bir problemin çözülemeyece¤ini

kan›tlamak, problemi çözmek kadar de¤erlidir.

fiimdi Poincaré’nin büyük bulgusunun mate-

matiksel aç›dan basit aç›klamas›n› yapabiliriz. Di-

namik sistemin analitik çözümü varsa, belli bir

bafllang›ç de¤eri yak›n›ndaki de¤erler için fonksi-

yon (yörünge) de¤erleri de birbirine yak›nd›r (sü-

reklilik). Determinizm as›l gücünü buradan al›r. Bu

sistemlerde bafllang›ç koflullar› kesinlikle belirlene-

mese bile, gerçek bafllang›ç de¤erlerine yak›n de-

¤erlerin al›nmas› sonuçta önemli farklar yaratmaz. 

Çözüm analitik olmad›¤›nda, birbirine çok ya-

k›n noktalardaki te¤etler birbirinden çok uzakta

olabilirler. Ya da birbirine çok yak›n bafllang›ç ko-

flullar›nda sonuçlar birbirinden çok uzak olabilirler. 

Bu k›sa aç›klamadan sonra, konuyla ilgilenen

fizikçilerin kaos terimine yükledikleri anlam› orta-

ya koyabiliriz: Bafllang›ç koflullar›na hassas ba¤›m-

l›l›k. Fizikçilerin bunu ifade eden güzel bir deyim-

leri var: Çin’de bir kelebek kanat ç›rparsa Tek-

sas’ta kas›rga olabilir. Bu sözde hiçbir politik ima

olmad›¤›n› söylemeye gerek yoktur. Sadece, söy-

lenmek istenen, bafllang›ç koflullar›ndaki çok kü-

çük de¤iflimin sistemin davran›fl›nda çok büyük

fark yaratabildi¤idir.
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Werner Karl Heisenberg
1901’de Almanya’da do¤-

mufltur. Birinci Dünya Savafl› yü-

zünden lise ö¤renimi yar›da b›ra-

k›p Bavarya’da hasata yard›m et-

mek zorunda kal›r. Savafltan

sonra Münih’e gider ve Hitler’in

Bavarya’daki komünist iktidar›

y›kmaya çal›flan “Demokratik Sosyalist” güçle-

rinde yer al›r. Ayr›ca fliiriyle, müzi¤iyle, düflün-

cesiyle yeni bir “Alman yaflam›” kurmaya çal›-

flan “Yeni ‹zciler” gençlik hareketine kat›l›r.

1920’de say›lar kuram›nda matematik dok-

toras› almak için Münih Üniversitesi’ne girer

ama sonradan teorik fizi¤e geçer ve Bohr, Pauli,

Born ve Fermi gibi yüzy›l›n en büyük fizikçile-

riyle tan›fl›r. 1923’te, uygulamal› fizikteki bafla-

r›s›zl›¤› yüzünden “orta” dereceyle doktoras›n›

al›r ama ayn› y›l ünlü Göttingen Üniversitesi’nde

profesör olur. Say›lar yerine matrisler kullanan

bir atom kuram› gelifltirir. Bir y›l sonra Schrö-

dinger’in buldu¤u dalga mekani¤i Heisenberg’in

matris kuram›n› gölgelemifl olsa da Schrödinger

her iki kuram›n eflde¤er olduklar›n› kan›tlar.

1926’da Kopenhag Kuramsal Fizik Enstitüsü’ne

Bohr’un yan›na gider ve yaflam›n›n en verimli

zaman›n› geçirir. 1927’de elektronun özellikleri-

ni anlamak için yollanan gamma ›fl›nlar›n›n

elektronun davran›fl›n› de¤ifltirdi¤ini gözlemler

ve Einstein’›n kuflkuyla karfl›lad›¤› Belirsizlik ‹l-

kesini öne sürer. Ayn› y›l Almanya’ya döner.

1932’de genç yafl›nda Nobel Ödülü’nü al›r. An-

cak 1933 Nazi iktidar› ve ‹kinci Dünya Savafl›

Alman üniversitelerini allak bullak eder. Yahudi

akademisyenler ülkeyi terketmektedirler. Nazi-

ler “Yahudi fizi¤i” olarak nitelendirdikleri te-

orik fizi¤i üniversitelerden temizlemek isterler.

Heisenberg do¤rudan suçlan›r ama Birinci Dün-

ya Savafl›’nda y›k›lan Almanya’y› eski günlerine

kavuflturmak istedi¤inden ülkeyi terketmez. SS

flefi Himmler’e baflvurmas›yla itibar› iade edilir.

Atom bombas› projesinin bafl›na getirilir. Savafl

bitti¤inde Heisenberg ‹ngiltere’de bir süre hap-

sedilir. Serbest b›rak›ld›¤›nda, daha sonra arka-

dafl› Max Planck’›n ad›n› verdi¤i Kaiser Wilhelm

Enstitüsü’nün bafl›na getirtilir. 1970’te emekli

olur ve 1976’da ölür. Almanya’n›n bomba yap›-

m›ndaki baflar›s›zl›¤› isteksizli¤inden mi yoksa

bilimsel yetersizlikten mi kaynakland›¤› bugün

dahi tart›flma konusudur.

Sa¤lam denge Hassas denge



Hoflgeldin Kaos! Aya insan indiren, Mars’a uy-

du gönderen ve bu hareketlerin her saniyesini önce-

den öngören determinizmin büyük gücünü yan›m›z-

da hissetmek hepimize huzur veriyor. Ama, bir bi-

lardo topunun illa diktörtgen olmayan bir masada

nereye çarpaca¤›n› hesaplayamamak, üç gün sonra-

s›n›n hava durumunu do¤ru tahmin edememek ya

da bir dünya savafl›n›n sonuçlar›n› öngörememek gi-

bi olgular, kayg› verici de¤ilse bile, determinizmin

verdi¤i huzura gölge düflürecek kadar hayalk›r›c›d›r.

Konuflma diline indirirsek, davran›fl› öngörüle-

meyen dinamik sistemlerini ya da onlar›n davran›fl-

lar›n› kaos olarak niteliyoruz. Fizikçilerin kaos te-

rimine yükledikleri bu anlamla sokaktaki adam›n,

hele hele politikac›lar›n kaos terimine yükledikleri

anlam çok farkl›d›r. Fizikçilerin söylediklerini ma-

tematik diliyle ifade edersek kaosu daha iyi tan›m-

lam›fl oluruz.

Sonuç olarak, do¤rusal (lineer) olmayan dina-

mik sistemlerin ço¤u için öngörü yapmaya engel

olan üç neden vard›r:

1. Sistemin analitik çözümü yoktur.

2. Hiçbir bafllang›ç koflulunu tam olarak belir-

leyemeyiz (Ölçümlemede Belirsizlik ‹lkesi).

3. Bafllang›ç koflullar›nda meydana gelen çok

küçük de¤iflim(ler) sonuçta çok büyük farklara ne-

den olabilir (Bafllang›ç koflullar›na hassas ba¤›ml›-

l›k – Kelebek etkisi). 

Asl›nda üçüncü nedeni birinci nedene indirge-

yebiliriz, çünkü sistemin çözümü analitikse kele-

bek etkisi ortadan kalkar, yani birbirine yak›n bafl-

lang›ç koflullar› için birbirine yak›n fonksiyon de-

¤erleri ç›kar. 

Garip Çekerler. Poincaré’nin 1900’de buldu¤u

kaos kavram›, meteorolojist Edward Lorenz’in

1963’te “meteorolojik de¤iflimlerin bafllang›ç koflul-

lar›na hassas ba¤›ml›l›¤›” diye ifade edilen gözlemle-

rine kadar pek ilgi çekmedi. Çünkü fizikçiler yirmin-

ci yüzy›l›n ilk yar›s›nda kendilerine daha ilginç gelen

kuantum fizi¤iyle ilgileniyorlard› ve Poincaré’nin bu

önemli buluflunu ihmal ettiler. Lorenz, Poincaré’nin

63 y›l önceki bulgusunu ondan ba¤›ms›z olarak ye-

niden buldu. Ele ald›¤› dinamik sistem için (mete-

oroloji) bafllang›ç koflullar›nda oluflacak küçük de¤i-

flimlerin sonuca çok büyük etkiler yapt›¤›n› gözlem-

ledi ve bu gözlemini matematiksellefltirdi. Kelebek

benzetmesi onundur. Böylece, uzun süreli hava tah-

minlerinin olanaks›zl›¤›n› ortaya koydu.

Lorenz havan›n ›s› de¤iflimini belirlemek için,

birinci basamaktan üç diferansiyel denklemden

oluflan

dx/dt = −ax + ay

dy/dt = bx − y −zx

dz/dt = −cz + xy

sisteminin say›sal çözümünü ar›yordu. Sistem do¤-

rusal de¤il ve ak›flkanlar dinami¤inde kullan›lan sis-

temlerin basitlefltirilmifl bir özel durumu. Zaman›

gösteren t de¤iflkeni ∆t ≈ dt kadar de¤iflti¤inde, Lo-

renz, analiz derslerine yeni bafllayan ö¤rencilerin bi-

le itiraz edebilecekleri flu yaklafl›k ifllemleri yapt›:

X = x + ∆x ≈ x + dx = x − axdt + aydt

Y = y + ∆y ≈ y + dy = y + bxdt + aydt − ydt − zxdt

Z = z + ∆z ≈ z + dz = z − czdt + xydt

(Bafllang›ç de¤erleri: dt = 0,02, a = 5, b = 15, c = 1.)

t de¤ifltikçe (X, Y, Z) noktas›n›n üç boyutlu uzayda

çizdi¤i yörüngeyi bilgisayarla çizmeye bafllad› (bkz.

afla¤›daki flekil.) Ortaya ç›kan grafik kendisini hiç

kesmiyor ve iki nokta civar›nda dönüyordu. Bu

noktalara Lorenz Çekerleri3 denir.

Tekrarlar4. Lorenz kaosu yeniden keflfedince,

kaos örnekleri arayanlar ço¤ald›. Farkl› sistemler ve

farkl› bafllang›ç koflullar› için “garip çekerler”i can-

land›ran bilgisayar programlar› yaz›ld›. Bu sistem-

lerin ço¤u, matematik diliyle söylersek, tekrarlama

yöntemleriyle elde edilir. Bunlar aras›nda gündem-

de uzun süre kalan baz› örnekleri s›ralayaca¤›z.

Julia ve Mandelbrot Kümeleri. Gaston Mauri-

ce Julia (1893-1978) ‹kinci Dünya Savafl›’nda yü-
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Lorentz Çekerleri
Yandaki flekilde

birbirine çok yak›n

al›nan iki nokta flekil-

deki yollar› takip ede-

rek bir süre birbirine

oldukça yak›n seyre-

derler ama k›sa bir sü-

re sonra yollar› birbi-

rinden tamam›yla ba-

¤›ms›z olur, birinin yolu di¤erinin alaca¤› yolu

3 ‹ngilizcesi “attractors” ya da “strange attractors”.

4 ‹ngilizcesi “iterations”.



zünden yaraland›. Uzun süre hastanede kald›. Bu

sürede babas›n›n kendisine verdi¤i polinomlarla il-

gili bir kitab› okumaya bafllad›. Rasyonel bir ƒ

fonksiyonu için

ƒn(X) = ƒ(ƒ(...(ƒ(X))...))

de¤erlerini inceledi. Yörüngesi, yani {ƒn(x) : n ∈ N}

kümesi sonlu olan x noktalar›ndan oluflan kümele-

ri araflt›rd› ve bunlar›n ilginç özelliklerini buldu.

Ancak, bulufllar› bir süre sonra unutuldu. 1973’te

Benoit Mandelbrot’un (d. 1924) ifli yeniden ele al›p

karmafl›k düzlemde bilgisayarla çizimler yapmas›y-

la konu yeniden gündeme geldi. Julia ve Mandelb-

rot kümeleri aras›ndaki fark›, karmafl›k düzlemde

yayg›n bir örnek olan z a z2 + c dönüflümü üzerin-

de aç›klayal›m.

Dizisel yörüngeleri kolay göstermek için bu

dönüflümü z(n+1) = z(n)z(n) + c biçiminde yazal›m.

Sabit bir c say›s› için {z(n) : n ∈ N} yörüngesini

sonlu yapan z(0) noktalar›n›n karmafl›k düzlemde

oluflturdu¤u J(c) kümesine Julian dolgusu5, bu kü-

menin kenar›na da Julian kümesi denir. 1919’da

G. Julia ve P. Fatou ikilisi, her dolgu kümesinin ya

tekparça6 (yekpare) bir küme ya da bir Cantor kü-

mesi oldu¤unu ispatlad›.

Tekparça her Julia dolgusu bir Mandelbrot kü-

mesi’dir. z a z2 + c dönüflümününde z(0) = 0 al›-

n›rsa c noktas›n›n yörüngesi bulunur: 

z(1) = z(0)z(0) + c = c.

Bu flekilde yörüngesi sonlu olan c noktalar›n›n

oluflturdu¤u küme, z → z2 + c dönüflümüne karfl›-

l›k gelen Mandelbrot kümesidir. Bu küme ba¤lan-

t›l› bir Julian dolgusudur. Kenar uzunlu¤u sonsuz-

dur ancak alan› bilinmemektedir. Kaosla Birlikte Matemati¤e Giren Yeni Kav-

ramlar. Tekrarlamayla yarat›lan ve kaotik say›lan

baz› olgular matemati¤e yeni ufuklar açt› m›? Bu-

na flimdiden olumlu bir yan›t vermek zordur. Ama

kendi kendini tekrarlayan geometrik flekillerden ç›-

kan fraktal geometri ve fraktal boyut matemati¤e

yeni giren kavramlard›r. 

L-sistem harflerin k›sa bir dizimiyle temsil edi-

len basit bir nesneden bafllayarak çok karmafl›k nes-

neler yaratabilen bir tekrarlama yöntemidir. Geçen

yüzy›l›n bafllar›nda ortaya ç›kan bu yöntem öncele-

ri ilgi görmedi. 1950’li y›llarda Noam Chomsky L-

sistemi do¤al dillerin sözdizimine (sentaksa) uygula-

d›. 1968’de biyolog Aristid Lindenmayer taraf›ndan

bitkilerin büyümesini temsil etmek üzere kullan›ld›.

L-sistem bilgisayar deste¤iyle baflar›l› sonuçlar verip

vermeyece¤ini düflünmeye de¤er. 
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5 ‹ngilizcesi “Julian-filled set”.

6 ‹ngilizcesi “connected”. 

Do¤al fraktaller: Bir a¤aç ve bir e¤relti otu.

Matematiksel Fraktal: Yukardaki flekildeki gibi, her ad›mda
siyah renkli eflkenar üçgenlerden her biri dört eflkenar
üçgene ayr›l›r ve  her ad›mda ortadaki at›l›rsa, sonsuz
ad›m sonra kalan flekle Sierpinski üçgeni ad› verilir.

Ev yap›m› fraktal

z → z2 + c dönüflümüne karfl›l›k gelen Mandelbrot kümesi. 
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Bu kavramlar›n matematikte yeni ufuklar aç›p

açamayaca¤›n› zamanla görece¤iz.

Matematik Aç›s›ndan As›l Sorun Nedir? Julia

kümeleri, Mandelbrot kümeleri, Sierpinski üçgeni,

Cantor tozu, e¤relti otu, brokoli gibi örnekleri is-

ter kaotik sistem sayal›m ister saymayal›m, as›l so-

runumuz baflkad›r. Tekrarlamalarla istedi¤imiz

kadar kaotik sistemler yaratabiliriz. Hatta kendi

kendisini tekrar etmesi gerekmeyen s›n›rs›z say›da

ard›fl›k ifllemler yaparak sistemi tamamen içinden

ç›k›lmaz duruma getirebiliriz. Bunu flöyle bir ör-

nekle aç›klayabiliriz. Elimizde bir y = ƒ(x) fonksi-

yonu var olsun. Bunun birinci ve ikinci basamak-

tan türevlerini almay› da içeren sonlu say›da cebir-

sel ifllemden oluflan bir operatöre, iterasyonun bir

ad›m› gözüyle bakal›m. Bu ad›mlar› ard›fl›k olarak

uygulayarak çok karmafl›k bir diferansiyel denk-

lem üretmek kolayd›r. ‹fllemlerden sonra üretti¤i-

miz denklem flöyle olsun:

F(x, y, y′, y″) = 0

fiimdi, yapt›¤›m›z ifllemleri unuttu¤umuzu varsaya-

l›m ve bafllad›¤›m›z fonksiyonu yeniden bulmak is-

teyelim. Daha iyisi, yapt›¤›m›z ifllemlerden haber-

siz olan birisinden bu diferansiyel denklemi çözüp

yeniden y = ƒ(x) fonksiyonunu bulmas›n› isteyelim.

E¤er denklemimiz çözüm yöntemi bilinen bir s›n›-

fa girmiyorsa, hiç kimse aranan fonksiyonu bula-

mayacakt›r. 

Söz gelimi, Sierpinski üçgeni sonunda düzlem-

de bir toz halini alacakt›r. Olay›n geçmiflini hiç bil-

meyen birisi, bu tozun bir üçgenden Sierpinski ite-

rasyon kural› ile elde edildi¤ini ispatlayabilir mi? 

Bilimkurgusal bir dil kullanarak konuflal›m.

Bugün belli tekrarlamalarla “kaotik grafikler” çi-

zen bilgisayarlar›m›z, günün birinde baflkas›n›n

çizdi¤i “kaotik grafiklere” bakarak tekrarlama ku-

ral›n› ve kural›n bafllang›c›n› ç›karmaya bafllarsa

matematikçileri çok mutlu edeceklerdir. 

Dinamik sistemlerde istenen fley, dinamik ku-

ral dedi¤imiz diferansiyel denklemin (ya da denk-

lem sisteminin) çözümünü bulmakt›r. Buna mate-

matikte tersinme (inverse) problemi diyoruz. Ce-

bir, analiz ve diferansiyel denklem kuramlar›m›z

ço¤unlukla tersinme problemleriyle u¤rafl›r. Çün-

kü, determinizmin istedi¤i fleyleri veren odur. Öte

yandan, bütün problemleri çözen bir tersinme ku-

ral› yoktur. Bu nedenle problemler kendi içlerinde

birbirine benzer s›n›flara ayr›l›p, her s›n›f için ayr›

ayr› çözüm yöntemleri gelifltirilir. Örne¤in, bütün

diferansiyel denklemleri çözen bir tek yöntem yok-

tur. Bunun yerine, her diferansiyel denklem s›n›f›

için ayr› ayr› çözüm yöntemleri aran›r. Kaotik sis-

temler için de benzer fleyin olmas› gerekir. “Böl ve

yönet” ilkesi yaln›z politikada de¤il, bilimsel bilgi

üretiminde de geçerli¤i olan bir alt›n kurald›r.

Sonuç. Matematikçiler, Çin’de kanat ç›rpan

kelebe¤in nas›l olup da Teksas’ta kas›rga yarataca-

¤›n› aç›klayan matematiksel modelden çok, Tek-

sas’ta olan kas›rgay› Çin’de hangi kelebe¤in hangi

kanat ç›rp›fl›yla yaratt›¤›n› bilmek isterler. Günün

birinde kaos bir bilim olacaksa, matematikçiler o

kelebe¤i bulmak zorundad›r. ♠
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Ev yap›m› bir baflka fraktal


