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Kapak Konusu: Sayma

Cebirsel Tiirev

Saygi Duyar

Turev, 17inci yuzyilda baz
geometrik ve analitik problemleri

¢ozmek i¢in, birbirinden bagimsiz olarak Newton
ve Leibniz tarafindan bulunmugtur. Tiirevi bu bag-
lamindan soyutlayarak ¢ok ilging ve ¢ok kullanigh
bir teori elde edebiliriz. Bu yazida bu konuya degi-
nip sonraki yazilarda kullanacagimiz bazi olgulari
kanitlayacagiz.

Polinom. Polinom denen sey,
1+2X-4X2+3X4
gibi sonlu bir ifadedir. Ornekteki polinomun ilk
katsayilar1 sirasiyla 1, 2, —4, 0 ve 3’tiir. Sonraki
katsayilarin O olduklarini soyleyebiliriz. Genel ola-
rak, bir polinom, f, f1, ..., f,, sayilari i¢in,
fo+ [1X + [rX2+ ..+ f, X7

bi¢iminde yazilan sonlu bir ifadedir. Onceki sayila-
rimizda polinomlari oldukg¢a ayrintili gérdiigimiiz
icin polinom konusunu kisaca gecistiriyoruz.

Dikkat: Bir polinomda X1 ya da X1/ gibi ifa-
deler olamaz, bir polinomda X5, X17 gibi X’in sa-
dece dogal say1 giigleri belirebilir.

Polinomun fg, fq, ..., f, katsayilar1 gercel sa-
y1 olabilecekleri gibi herhangi bir halkadan! da
olabilirler. Ama bu yazida katsayilarimiz hep ger-
cel say1 olacaklar. Gergel katsayili polinomlar kii-
mesi R[X] olarak gosterilir.

Polinomlarin Tiirevleri. Eger f(X) polinomu,
fX) = fo+ f1X+ [rX2 + o+ [, X"
ise, bu polinomun #irevini,
F(X)=f1+ 22X +3f3X2 + ... + nf, X1
olarak tanimlayalm. Yani, f(X) = 2, Xk ise
f1(X) = 2p kf X1
olsun. Ornek: (1 + 2X — 3X4) =2 — 12X3.

1 Gegen sayilarda halkalardan sik sik sozetmistik: Bir halka, ts-
tiinde toplama ve ¢arpma adi verilen ve “dogal” birkag kura-
la uyan iki islemin tanimlandig bir kiimedir. Ornegin Z, Q,
R, Z/nZ birer halkadir. Katsayilar: belli bir R halkasinda olan
polinomlar kiimesi de bir halkadir; bu halka R[X] olarak
yazilir. Bu yazida halkalardan sézetmeyecegiz.

Eger katsayilarin alindigi halkanin 6zniteliksel sayist (yani
karakteristigi, bkz. MD-2004-11, sayfa 25) 0 degilse (6rnegin
Z/nZ halkalarinda), bu 6nsav yanlstir.
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Goriildigi gibi tanim bigimsel; analizle, fonk-
siyonlarin grafigiyle, tegetlerin egimiyle filan hig il-
gisi yok.

Kanita bile ihtiyaci olmayan su basit olguyu
bir sonraki yazimizda can alic1 bir noktada kulla-
nacagiz:

Onsav 1. (i) f bir polinom ve f' = 0 ise o za-
man f sabit bir polinomdur, yani gercel bir a sayi-
stigin f = a’dur.

(ii) f bir polinom ve gercel bir a sayist icin [ =
a ise o zaman gercel bir b sayist icin f = b + aX tir2.

Onsav 2. Eger a, b € R ve f ve g iki polinom-
sa, o zaman,
(af) =af’
ve
(f+g)=[+¢,
ya da bir baska deyisle,
(af + bg) = af" + bg'.

Kanit: Son derece basit, tamimin kendisinden
cikiyor. f = X, frXk ve g = 2}, g, Xk olsun. O za-
man, bir yandan,

af +bg = a(Xy, [iXF) + b2y gpXF)

= 2p (afp + bgp) XK

ve tirevin tanimindan dolayi,

(af + bg)' = 2 klafy, + bgp) X1,
Ote yandan, f = 2, f, Xk ve g = >, g, Xk oldugun-
dan, gene tiirevin tanimindan dolayz,

1= 2p kfp Xk ve g = Xy kg Xk,
Dolayisiyla,
af' + bg' = a(zk kkakfl) + b(zk legkafl).

Demek ki (af + bg)' = af’ + bg'. O
Simdi biraz daha ciddi bir 6nsav:

Onsav 3. Eger f ve g iki polinomsa, o zaman,
(fe)=rrg+fg.

Kanit: Kanitlamak istedigimiz esitligin sol ve
sagindaki ifadeler Onsav 2’den dolay1 g’ye gore
toplamsal oldugundan (yani kanitlamak istedigi-
miz esitlik gq ve g, polinomlari i¢in dogruysa, her
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ap ve a, saysl i¢in, aqgq + a,g, polinomu igin de
dogrudur) ve g polinomu aXk tiriinden “mo-
nom”larin toplami oldugundan, esitligi g = X* igin
kanitlamak yeterli. Bundan boyle g = X* esitligini
varsayalim. Ama esitlik f’ye gore de toplamsal.
Demek ki f = X! esitligini de varsayabiliriz. Dola-
yisiyla, artik,
(XkXN) = (Xky XV + Xk(X1)

esitligini kanitlamaliyiz, ki bu da ¢ok kolay bir he-
sapla ¢ikar. O

Alstirmalar.

1. Eger f bir polinom ve n bir dogal sayiysa,
(f7) = nfr=1f" esitligini kanitlayn.

2. Eger f ve g birer polinomsa, flg bu poli-
nomlarin (bu sirayla) bilegkelerini simgelesin.
(f1g) = f'lg - g esitligini kanitlaymn.

Giig Serileri. f, X" terimlerinin sonlu tanesini
degil de sonsuz tanesini “toplarsak”, elde ettigimiz
sey artik bir polinom degildir. Ornegin, sonsuza
kadar uzayan

1+ X+X2+ X34+ X4+ ..

ifadesi bir polinom degildir. Bu tiir ifadelere gii¢
serileri (ya da Doguran Fonksiyonlar yazisinda ol-
dugu gibi bazen doguran fonksiyonlar da) denir.
Gig serileri de polinomlar gibi

1, X, X2, X3, ...
terimlerinin sayilarla c¢arpilip toplanmasiyla elde
edilir, ancak bu kez toplamin illa sonlu olmasi ge-
rekmez. Daha digavurumcu bir ifadeyle, bir gii¢ se-
7isiy £o, f1 -es [ --- sayilari igin,

fo+ [1X+ [rX2+ o+ f, X"+ ...

bi¢iminde yazilan bir ifadedir. (Bkz. MD-2004-11,
sayfa 32-42.)

Gug serileri de aynen polinomlar gibi toplanip
carpilirlar. Ornegin,

T+X+X2+X3+.)01-X+X2-X3+..)

=1+X2+ X4+ X6+ ...

(1+2X+3X24+4X3+..)1-X-X2-X3-..)

=1+X-2X3-5X%+ ...

Her polinom bir gug serisidir ama her gii¢ seri-
si bir polinom degildir. Bir gi¢ serisinin polinom

3 Biraz analiz gormiis okurlarin bildigi gibi f(x) = e~ fonksiyo-
nu bu denklemin bir ¢6ztimiidiir. Ama biz bir fonksiyon de-
gil bir gii¢ serisi ariyoruz. f(x) = e¥ orneginden yola cikarak,
okur,

1+ X1+ X220 + X3/3! + .o+ Xi/n! + ..
gli¢ serisinin bu denklemin bir ¢6ztimii oldugunu tahmin

edebilir.

olabilmesi icin X™lerin katsayilarinin bir zaman
sonra hep 0 olmasi gerekmekir.

Giig serilerinin tiirevini aynen polinomlardaki
gibi tanimlayabiliriz. Bir 6nceki sayfada kanitladi-
gimiz ¢ onsav gii¢ serileri ve tiirevleri icin de ge-
cerlidir, kanitlar1 da aymidir.

Ahgtirmalar.

1. Polinomlarda f' = f “diferansiyel denkle-
mi”ni ¢dzemeyiz, ¢uinki bir polinomun tiirevinin
derecesi polinomun derecesinden daha kuguktiir.
Ama giig serilerinde ¢ozebiliriz3. f' = f denklemi-
nin gii¢ serilerinde tiim ¢o6ziimlerini bulun.

2. Turevin de tiirevi alinabilir. f” = f diferan-
siyel denkleminin tiim ¢oztimlerini bulun.

3. 0 : R[X] —» R[X] fonksiyonu, her f, g €
R[X] i¢in,

olf +g =0of +og
o(f-g) = of-g+ f-ag)
esitliklerini sagliyorsa 0 fonksiyonuna tirev denir.
3a. Her f € R[X] icin, 0(f") = nf"~10(f) esitli-
ginin saglandigini kanitlayin.

3b. Her g € Q i¢in, d(q) = 0 esitligini kanitlayin.
(Ipucu: Once g € N, sonra g € Z igin kamitlayin.

3c. Her r € R igin, (r) = 0 esitligini varsaya-
rak, bir 0 tirevinin 8(X) tarafindan belirlendigini
ve 0(X)’in herhangi bir polinom olarak alinabilece-
gini kanitlayin.

4. R herhangi bir halka olsun. 8 : R — R fonk-
siyonu, her f, g € R i¢in,

of +g)=0f + g
o(f-g) = of g+ f-0(g)
esitliklerini sagliyorsa 6 fonksiyonuna #irev denir.
4a. 0y ve 0, birer tirevse ve ay, a, € R ise a0
+ a,0;’nin de bir tirev oldugunu kanitlaymn.

4b. 01 ve 0, birer turevse, [01, 0;] olarak yazi-
lan 6,18, — 9,19, fonksiyonunun da bir tiirev ol-
dugunu kanitlayin.

4c (Jacobi Esitligi). 0,, 0, ve 03 birer tirevse,

[[015 021, O3] + [[02, O3], 011 + [[03, 011, O] = O

esitligini kanitlayin. 4
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