
Türev, 17inci yüzy›lda baz›

geometrik ve analitik problemleri

çözmek için, birbirinden ba¤›ms›z olarak Newton

ve Leibniz taraf›ndan bulunmufltur. Türevi bu ba¤-

lam›ndan soyutlayarak çok ilginç ve çok kullan›fll›

bir teori elde edebiliriz. Bu yaz›da bu konuya de¤i-

nip sonraki yaz›larda kullanaca¤›m›z baz› olgular›

kan›tlayaca¤›z.

Polinom. Polinom denen fley,

1 + 2X − 4X2 + 3X4

gibi sonlu bir ifadedir. Örnekteki polinomun ilk

katsay›lar› s›ras›yla 1, 2, −4, 0 ve 3’tür. Sonraki

katsay›lar›n 0 olduklar›n› söyleyebiliriz. Genel ola-

rak, bir polinom, ƒ0, ƒ1, ..., ƒn say›lar› için,

ƒ0 + ƒ1X + ƒ2X2 + ... + ƒnXn

biçiminde yaz›lan sonlu bir ifadedir. Önceki say›la-

r›m›zda polinomlar› oldukça ayr›nt›l› gördü¤ümüz

için polinom konusunu k›saca geçifltiriyoruz.

Dikkat: Bir polinomda X−1 ya da X1/2 gibi ifa-

deler olamaz, bir polinomda X5, X17 gibi X’in sa-

dece do¤al say› güçleri belirebilir.

Polinomun ƒ0, ƒ1, ..., ƒn katsay›lar› gerçel sa-

y› olabilecekleri gibi herhangi bir halkadan1 da

olabilirler. Ama bu yaz›da katsay›lar›m›z hep ger-

çel say› olacaklar. Gerçel katsay›l› polinomlar kü-

mesi R[X] olarak gösterilir.

Polinomlar›n Türevleri. E¤er ƒ(X) polinomu,

ƒ(X) = ƒ0 + ƒ1X + ƒ2X2 + ... + ƒnXn

ise, bu polinomun türevini,

ƒ′(X) = ƒ1 + 2ƒ2X + 3ƒ3X2 + ... + nƒnXn−1

olarak tan›mlayal›m. Yani, ƒ(X) = ∑k ƒkXk ise

ƒ′(X) = ∑k kƒkXk−1

olsun. Örnek: (1 + 2X − 3X4)′ = 2 − 12X3.

Görüldü¤ü gibi tan›m biçimsel; analizle, fonk-

siyonlar›n grafi¤iyle, te¤etlerin e¤imiyle filan hiç il-

gisi yok.

Kan›ta bile ihtiyac› olmayan flu basit olguyu

bir sonraki yaz›m›zda can al›c› bir noktada kulla-

naca¤›z:

Önsav 1. (i) ƒ bir polinom ve ƒ′ = 0 ise o za-

man ƒ sabit bir polinomdur, yani gerçel bir a say›-

s› için ƒ = a’d›r.

(ii) ƒ bir polinom ve gerçel bir a say›s› için ƒ′ =

a ise o zaman gerçel bir b say›s› için ƒ = b + aX’tir2.

Önsav 2. E¤er a, b ∈ R ve ƒ ve g iki polinom-

sa, o zaman,

(aƒ)′ = aƒ′
ve

(ƒ + g)′ = ƒ′ + g′,
ya da bir baflka deyiflle,

(aƒ + bg)′ = aƒ′ + bg′.
Kan›t: Son derece basit, tan›m›n kendisinden

ç›k›yor. ƒ = ∑k ƒkXk ve g = ∑k gkXk olsun. O za-

man, bir yandan,

aƒ + bg = a(∑k ƒkXk) + b(∑k gkXk)

= ∑k (aƒk + bgk)Xk

ve türevin tan›m›ndan dolay›,

(aƒ + bg)′ = ∑k k(aƒk + bgk)Xk−1.

Öte yandan, ƒ = ∑k ƒkXk ve g = ∑k gkXk oldu¤un-

dan, gene türevin tan›m›ndan dolay›,

ƒ′ = ∑k kƒkXk−1 ve g′ = ∑k kgkXk−1.

Dolay›s›yla,

aƒ′ + bg′ = a(∑k kƒkXk−1) + b(∑k kgkXk−1).

Demek ki (aƒ + bg)′ = aƒ′ + bg′. ■■

fiimdi biraz daha ciddi bir önsav:

Önsav 3. E¤er ƒ ve g iki polinomsa, o zaman,

(ƒ·g)′ = ƒ′·g + ƒ·g′.
Kan›t: Kan›tlamak istedi¤imiz eflitli¤in sol ve

sa¤›ndaki ifadeler Önsav 2’den dolay› g’ye göre

toplamsal oldu¤undan (yani kan›tlamak istedi¤i-

miz eflitlik g1 ve g2 polinomlar› için do¤ruysa, her
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1 Geçen say›larda halkalardan s›k s›k sözetmifltik: Bir halka, üs-

tünde toplama ve çarpma ad› verilen ve “do¤al” birkaç kura-

la uyan iki ifllemin tan›mland›¤› bir kümedir. Örne¤in Z, Q,

R, Z/nZ birer halkad›r. Katsay›lar› belli bir R halkas›nda olan

polinomlar kümesi de bir halkad›r; bu halka R[X] olarak

yaz›l›r. Bu yaz›da halkalardan sözetmeyece¤iz.

2 E¤er katsay›lar›n al›nd›¤› halkan›n özniteliksel say›s› (yani

karakteristi¤i, bkz. MD-2004-II, sayfa 25) 0 de¤ilse (örne¤in

Z/nZ halkalar›nda), bu önsav yanl›flt›r. 



a1 ve a2 say›s› için, a1g1 + a2g2 polinomu için de

do¤rudur) ve g polinomu aXk türünden “mo-

nom”lar›n toplam› oldu¤undan, eflitli¤i g = Xk için

kan›tlamak yeterli. Bundan böyle g = Xk eflitli¤ini

varsayal›m. Ama eflitlik ƒ’ye göre de toplamsal.

Demek ki ƒ = Xl eflitli¤ini de varsayabiliriz. Dola-

y›s›yla, art›k,

(XkXl)′ = (Xk)′Xl + Xk(Xl)′
eflitli¤ini kan›tlamal›y›z, ki bu da çok kolay bir he-

sapla ç›kar. ■■

Al›flt›rmalar.

1. E¤er ƒ bir polinom ve n bir do¤al say›ysa,

(ƒn)′ = nƒn−1ƒ′ eflitli¤ini kan›tlay›n.

2. E¤er ƒ ve g birer polinomsa, ƒIg bu poli-

nomlar›n (bu s›rayla) bileflkelerini simgelesin.

(ƒIg)′ = ƒ′Ig · g′ eflitli¤ini kan›tlay›n.

Güç Serileri. ƒnXn terimlerinin sonlu tanesini

de¤il de sonsuz tanesini “toplarsak”, elde etti¤imiz

fley art›k bir polinom de¤ildir. Örne¤in, sonsuza

kadar uzayan

1 + X + X2 + X3 + X4 + ...

ifadesi bir polinom de¤ildir. Bu tür ifadelere güç

serileri (ya da Do¤uran Fonksiyonlar yaz›s›nda ol-

du¤u gibi bazen do¤uran fonksiyonlar da) denir.

Güç serileri de polinomlar gibi

1, X, X2, X3, ...

terimlerinin say›larla çarp›l›p toplanmas›yla elde

edilir, ancak bu kez toplam›n illa sonlu olmas› ge-

rekmez. Daha d›flavurumcu bir ifadeyle, bir güç se-

risi, ƒ0, ƒ1, ..., ƒn, ... say›lar› için,

ƒ0 + ƒ1X + ƒ2X2 + ... + ƒnXn + ... 

biçiminde yaz›lan bir ifadedir. (Bkz. MD-2004-II,

sayfa 32-42.)

Güç serileri de aynen polinomlar gibi toplan›p

çarp›l›rlar. Örne¤in,

(1 + X + X2 + X3 + ...)(1 − X + X2 − X3 + ...)

= 1 + X2 + X4 + X6 + ...

(1 + 2X + 3X2 + 4X3 + ...)(1 − X − X2 − X3 − ...)

= 1 + X − 2X3 − 5X4 + ...

Her polinom bir güç serisidir ama her güç seri-

si bir polinom de¤ildir. Bir güç serisinin polinom

olabilmesi için Xn’lerin katsay›lar›n›n bir zaman

sonra hep 0 olmas› gerekmekir.

Güç serilerinin türevini aynen polinomlardaki

gibi tan›mlayabiliriz. Bir önceki sayfada kan›tlad›-

¤›m›z üç önsav güç serileri ve türevleri için de ge-

çerlidir, kan›tlar› da ayn›d›r.

Al›flt›rmalar. 

1. Polinomlarda ƒ′ = ƒ “diferansiyel denkle-

mi”ni çözemeyiz, çünkü bir polinomun türevinin

derecesi polinomun derecesinden daha küçüktür.

Ama güç serilerinde çözebiliriz3. ƒ′ = ƒ denklemi-

nin güç serilerinde tüm çözümlerini bulun.

2. Türevin de türevi al›nabilir. ƒ′′ = ƒ diferan-

siyel denkleminin tüm çözümlerini bulun.

3. ∂ : R[X] → R[X] fonksiyonu, her ƒ, g ∈
R[X] için,

∂(ƒ + g) = ∂ƒ + ∂g
∂(ƒ·g) = ∂ƒ·g + ƒ·∂(g)

eflitliklerini sa¤l›yorsa ∂ fonksiyonuna türev denir.

3a. Her ƒ ∈ R[X] için, ∂(ƒn) = nƒn−1∂(ƒ) eflitli-

¤inin sa¤land›¤›n› kan›tlay›n.

3b. Her q ∈Q için, ∂(q) = 0 eflitli¤ini kan›tlay›n.

(‹pucu: Önce q ∈ N, sonra q ∈ Z için kan›tlay›n.

3c. Her r ∈ R için, ∂(r) = 0 eflitli¤ini varsaya-

rak, bir ∂ türevinin ∂(X) taraf›ndan belirlendi¤ini

ve ∂(X)’in herhangi bir polinom olarak al›nabilece-

¤ini kan›tlay›n.

4. R herhangi bir halka olsun. ∂ : R → R fonk-

siyonu, her ƒ, g ∈ R için,

∂(ƒ + g) = ∂ƒ + ∂g
∂(ƒ·g) = ∂ƒ·g + ƒ·∂(g)

eflitliklerini sa¤l›yorsa ∂ fonksiyonuna türev denir.

4a. ∂1 ve ∂2 birer türevse ve a1, a2 ∈ R ise a1∂1

+ a2∂2’nin de bir türev oldu¤unu kan›tlay›n.

4b. ∂1 ve ∂2 birer türevse, [∂1, ∂2] olarak yaz›-

lan ∂1I∂2 − ∂2I∂1 fonksiyonunun da bir türev ol-

du¤unu kan›tlay›n.

4c (Jacobi Eflitli¤i). ∂1, ∂2 ve ∂3 birer türevse,

[[∂1, ∂2], ∂3] + [[∂2, ∂3], ∂1] + [[∂3, ∂1], ∂2] = 0

eflitli¤ini kan›tlay›n. ♠
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3 Biraz analiz görmüfl okurlar›n bildi¤i gibi ƒ(x) = ex fonksiyo-

nu bu denklemin bir çözümüdür. Ama biz bir fonksiyon de-

¤il bir güç serisi ar›yoruz. ƒ(x) = ex örne¤inden yola ç›karak,

okur,

1 + X/1! + X2/2! + X3/3! + ... + Xn/n! + ...

güç serisinin bu denklemin bir çözümü oldu¤unu tahmin

edebilir.
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