Matematik Diinyasi, 2004 Kis

Bu, bir yil stirecek bir yarigmadir. Grup halinde,
okul olarak ya da bireysel olarak katilabilirsiniz.

Dergimize alistirma problemlerinin ¢oztimlerini
degil, yalnizca yarisma problemlerinin ¢oziimlerini
yollayimiz. Ayrica liitfen su noktalara dikkat ediniz:

Her sorunun ¢oziiminii ayri bir kagida oku-
nakli ve anlagilir bir bicimde yaziniz.

Kagidin sag uist kosesine adinizi, soyadinizi, ad-
resinizi, 6grenciyseniz okulunuzu ve sinifinizi ya-
ZINIZ.

Coziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Boliimii, Giilbahge Kéyii, Urla Izmir ad-
resine 30.06.200S tarihine kadar adima gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A311. x2 + xy + y?2 = x2y? denkleminin tiim
tamsay1 koklerini bulunuz.

A312. ABCD Kkaresinin iginde, m(MBC)
m(MDB) = 23° olacak sekilde bir M noktas: alin-
mustir. m(MAD) kag derecedir?

A313. Birbirinden farkli ay, a,, a3, ay4, a5 po-

zitif tamsayilarinin tiim mimkun ikililerinin pozi-
tif a; — a; farklar1 almmustir. Bu on farkin birbirin-
den degisik oldugu biliniyorsa, g;
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nin her biri 11%e boluniirse, ytiziincii siitunda olu-
san sayimin da 11’ bolundugunu kanitlaymniz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y311. Soldan saga ve sagdan sola okundugun-
da aymi olan pozitif tam sayiya palindrom denir.
Karesi de palindrom olan en buyiik dort basamak-
Ii palindrom sayiy1 bulunuz.

Y312. ABC eskenar {iggeninin iginde,
IAOL:IBOLICOI = 3:4:5 olmak tzere bir O noktasi
alinmistir. AOB agis1 kag derecedir?

Y313. Yiz demir paradan en az biri sahtedir.
Tum gercek paralar ayni agirlikta, tim sahte para-
lar da ayni agirlikta ama sahte paralar gercek pa-
ralardan daha hafiftirler. Cift kefeli terazi kullana-
rak en fazla 51 tartida sahte paralarin sayisi nasil
bulunur?

Y314. a, b, ¢ > 0 gercel sayilari

a+b+c21a+1/b+1/c
esitsizligini saglar. a3 + b3 + 3> a + b + ¢ esitsizli-
gini kanitlayiniz.

Y315. Bir tlkenin milli kaynana, milli damat
ve milli gelininin secilmesi i¢in diizenlenen bir tele-
vizyon programina # kaynana adayi (oglanlarin

notes

sayilarinin en buyugi en az kag

- m @ analar1), n damat adayi, n de gelin

olabilir?

aday1 katildi. Bir siire sonra her

kaynana adayr begenmedikleri a

A314. R>0, pozitif gergel sayi-

lar kiimesi olsun. Her x, y € R>0

gelin adayindan olusan, her gelin

icin y2f(x) = f(x/y) esitligini sagla-

aday1 da begendikleri b damat ada-

yindan olugan birer liste agiklarlar.

yan tiim f : R>0 —» R>0 fonksiyon-

larinm1 bulunuz.

Bir damat aday1r ancak annesinin

listesinde bulunmayan bir gelin

A315. 100 x 100 boyutlu bir

tablonun her hiicresine sifirdan

adayinin listesinde bulunuyorsa bu

farkli bir rakam yazilmigtir. Satir-

gelin adayiyla evlenebilir. b—a say1-

larda olusan 100 basamakli 100

&

sinin en az hangi degerinde gelin
adaylarinin tercihleri ve kaynana-

saymnn her biri ve herhangi 99 su-

tunda olugan 100 basamakli sayi-

TRV

larin yasaklari ne olursa olsun, en

* Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii 6gretim iiyesi.
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az bir damat aday1 evlenebilir?
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2004-1I SORULARINA COZUMLER

ALISTIRMA PROBLEMLERI
A301. pq < py < ... < Psg ilk 50 asal sayiy: gos-
termek iizere
pr?" 022 4 pgP et gl
sayisimin 35°e boliimiinden elde edilen kalan nedir?
Coziim: Kolayca hesaplanacag tizere,
22'=4 (mod 35)
33'=272=29 (mod 395)
55'=15 (mod 395)
77'=21 (mod 35).
Ote yandan, # > 5 icin, 4lp,,! ve 6lp,,! oldugundan
Fermat’nin Kigiik Teoremi’nden dolayi,
pnp”! =1 (mod 3) ve pnp"!z (mod 7).
ve
p." =1 (mod 39).
elde edilir. Dolayisiyla

PP o+ P = 4429415421+ 461
=10(mod35).

A302. ABC iicgeninde CH yiiksekligi ve CK agcior-
tayr cizilmistiry; K noktasmun BC iizerindeki izdiisii-
mii N’dir ve NH ile AC birbirine paraleldir.
m(ACB)/m(BAC) kactir?

C
N

H K

Coziim: m(CHK) = m(KNC) = 90° oldugundan
CHKN kirigler dortgenidir. AC Il HN oldugunu da
kullanirsak m(BAC) m(KHN) m(KCN)
m(ACB)/2 elde ederiz. Sonug: m(ACB)/m(BAC) =

A303. Diizgiin n-genin her kosesinde birer da-
ma bulunur. Her adumda herhangi iki dama alimp
ters yonlerde komsu koselere kaydiridiyor. Hangi
n’ler icin bu islemlerle tiim damalar aym kogeye
getirilebilir?

Coziim: Islemlerle tiim damalarin ayni koseye
getirelebilecegini varsayalim. Bu kogeden baglaya-
rak koselere sirayla 0, 1, 2, ..., #—1 numaralarini ve-
relim. i-inci kosedeki (i = 0, 1, 2, ..., n—1) dama sa-
yisint a; ile, 2.5 ia; toplanum da S ile gosterelim.
Her adimda S toplaminin modiilo # degismedigi
kolayca goriiliir. Baslangigta S= 2."5' = n(n-1)/2,
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en sonda § = 0°dir. Bunlarin modiilo # denk olma-
st igin n—1 cift, yani # tek olmalidir. Ote yandan #
tek say1, yani # = 2k + 1 seklinde ise kogelere sira-
yala -k, -k + 1, ..., -1, 0, 1, ..., k numaralari vere-
rek her adimda m ve —m numarali kogelerdeki (m
=1, 2, ..., k) damalar1 0 numarali koseye dogru
kaydirarak sonunda hepsini 0 numarali kogeye
toplayabiliriz.

A304. x, v, 2, u, v > 0 olmak iizere x — xy, y —
Y2, & — 2u, u — uv, v — vx saydarmn hepsinin aym
zamanda 1/4ten biiyiik olamayacagini gosteriniz.

Coziim: x(1-y) > 1/4, y(1-z) > 1/4, z(1- u) >
1/4, u(1-v) > 1/4, v(1-x) > 1/4 esitsizliklerini var-
sayalim. O halde 1 -y > 0°dir. Iki pozitif sayinin
geometrik ortalamasi bu sayilarin aritmetik ortala-
masindan kiigiikesit oldugundan

yl=y)<(y+1-y)/2=172,

buradan da y(1-y) < 1/4 esitsizligi elde edilir. Ben-
zer gekilde x(1-x) < 1/4, z(1-2) < 1/4, u(1-u) < 1/4,
v(1-v) < 1/4 esitsizlikleri kanitlanir. Buradan
(1/4)% < x(1-y)y(1-2)2(1- w)u(1-v)v(1—x)
= y(1=y)x(1—x)z(1-2)u(1-u)v(1-v)
< (1/4)5
celigkisi elde edilir.

A305. f : Z+ — Z* olmak iizere her n > 1 icin
f) + f(2) + ... + f(n) toplam, n’den biiyiik olma-
yan bir pozitif tamsayimn karesine esittir. f(2004)
kactir?

Coziim: f(1) = 12 =1 oldugu aciktir.

12< £(1) + £(2) < 22
oldugundan f(1) + f(2) = 22 olmak zorunda. Ben-
zer sekilde

22=f(1) + f(2) < f(1) + f(2) + £(3) < 3
oldugundan f(1) + f(2) + f(3) = 32 olmak zorun-
da. Bu sekilde devam ederek her #» € Z+ icin

F(1) + F2) + o + f(n) = 12
esitligini elde ederiz (n tizerine timevarimla kolay-
ca kanitlanabilir.) Bu esitlikten

F() + f(2) + oo + f(n=1) = (n-1)2

cikararak f fonksiyonu igin,

f(n) = n?2 - (n-1)2 = 2n-1
formiilt bulunur. O halde

£(2004) = 22004 — 1 = 4007

dir.
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YARISMA PROBLEMLERI

Y301. Ilk 99 basamag: 9 olan kag tane 200 ba-
samakly tamkare bulunur?

Coziim: 11k 99 basamag1 9 olan 200 basamakl
m sayis1 10200 — 10101 < 47 < 10200 egitsizliklerini
saglar, dolayisiyla m2 = n2 ise, n < 10100 olacak ve

72 > 10200 _ 10101
=10200-2.5.10100 + 25 — 25
= (10100_5)2 - 25
esitsizlifinden #7’nin alabilecegi tiim degerlerin
(100100_1)2, (1()0100_2)2, (100100_3)2’ (100100_4)2
ve (100100-5)2 olacag: aciktir.

Cozenler: Unsal Atasoy (Dokuz Eyliil Univ,
Fen-Ed. Fak., Matem Bol.), Bilgin Canpolat
(H.E.Z. Anadolu Lisesi, Cerkezkoy, Tekirdag),
Ahmet Ceyhan (Istanbul Atatiirk Fen Lisesi), Alper
Cay (Kayseri Uzman Dersanesi), Engin Yardimci
(ODTU, Matematik Boliimii), Hasan Zerve (OD-
TU, Kimya Miihendisligi Bol.), Cengiz Zopluoglu
(Abant Izzet Baysal Univ., llkogretim Mat. Ogr.)

Y302. |ABI = IBCl esitligini saglayan ABC ikiz-
kenar ticgeninde m(B) = 20°°dir. AB kenart iizerin-
de, |BL| = |ACl olacak sekilde bir L noktast alin-
mustir. ALC acist kag derecedir?

Coziim: Bir kena-
r1 BC olan ve ABC
tggeninin disinda ka-
lan BKC egkenar ti¢-

genini ¢izelim (sekle
bkz.) m(KBL) = 80°
m(BAC), IKB| = |IBCl
= |IBAl ve IBLI = |ACI
oldugundan, KBL ve
BAC uggenleri birbi-
rine estir. Dolayisiyla
IKLI = IBCl = IKBI =
IKCPdir. m(CKL)
60° — 20° = 40° oldugundan m(CLK) = 70°, bura-
dan da m(ALC) = 180° — (m(KLB) + m(CLK)) =
180° — (80° + 70°) = 30° elde edilir.

Bu, en popiiler sorumuzdu, okurlardan ona

40°

K

yakin degisik ¢oziim geldi.

Cozenler: Emre Albayrak (Hacettepe Univ. Is-
tatistik Bol.), Osman Arsin Gazi Universitesi,
Tiirkge Ogr. Boliimii), Unsal Atasoy (Dokuz Eyliil
Univ, Matem Bol.), Oktay Balkis (Aksaray Anado-
lu Ogretmen Lisesi), Bilgin Canpolat (H.F.Z. Ana-
dolu Lisesi, Cerkezkoy, Tekirdag), Ahmet Ceyhan
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(Istanbul Atatiirk Fen Lisesi), Alper Cay (Kayseri
Uzman Dersanesi), Mustafa Ciray (Aksaray Ana-
dolu Ogretmen Lisesi), Mustafa Dénmez (Turgut-
lu Halil Kale Fen Lisesi) ve Yasar Donmez (Tur-
gutlu Lisesi), Levent Kogoglu (Silleyman Demirel
Fen Lisesi, Kahraman Maras), Ayta¢c Kurultay
(Turgutlu Halil Kale Fen Lisesi), Yavuz Maranci
(Balikesir Univ., Orta Ogr. Mat. Ogretmenligi
Bol.), Diler Oltulu (Stleyman Demirel Fen Lisesi,
Kahraman Maras), Mustafa Ozdemir (Ankara),
Engin Yardima (ODTU, Matematik Boliimii),
Sabri Yolal (Istanbul), Hasan Zerve (ODTU, Kim-
ya Miuhendisligi Bol.), Cengiz Zopluoglu (Abant
Izzet Baysal Univ., [lkégretim Mat. Ogr.)

Y303. Her n kisi arasinda ya en az 6 kisiyle ta-
migan ya da en az 6 kisiyle tamismayan bir kisi bu-
lunur. Bu ozellige sabip olan en kiiciik n nedir?

Coziim. Eger n = 11 ise ve ne en az 6 kisiyle ta-
nisan ne de en az 6 kisiyle tanigmayan kisi yoksa,
her kisgi tam 3§ kisiyle tanigiyordur. O halde tiim ta-
nmigmalarin sayist 11-5/2 olmalidir. Tamismalarin
sayisi tamsay1 olmasi gerektiginden celigki elde edi-
lir. Dolayisiyla ya en az 6 kisiyle tanisan ya da en
az 6 kigiyle tanigmayan biri bulunur.

Ote yandan # < 11 ise, kisileri her biri en fazla
5 kisi iceren iki kiimeye ayiralim. Her kiimedeki
kisilerin birbiriyle tamistiklarini, farkli kiimelerde
bulunan kisilerin birbiriyle tanigmadiklarin:
varsayalim. Bu durumda ne en az 6 kisiyle tanigan,
ne de en az 6 kisiyle tanismayan bir kiginin bulu-
namayacag agiktir.

Bu soruya dogru yanit gelmedi.

Y304. a < b olmak iizere a, b pozitif tamsayilar:
su kosulu saglar: Eger x, y € |a, b] ise, 0 zaman 1/x
+ 1/y € [a, b]. Buna gére a ve b saydarim bulunuz.

Coziim. x = y = g alindiginda 1/a + 1/a < b esit-
sizliginden ab > 2; x = y = b alindiginda 1/b + 1/b >
a esitsizliginden ab < 2 elde edilir. Dolayisiyla ab =
2°dir. a ve b tamsayi olduklarindan a = 1 ve b = 2 ol-
mak zorunda. Ote yandan x, y € [1, 2] alindiginda

Ux + Uy212+12 =1
ve
Ux+1y<1+1=2

esitsizlikleri saglanir.

Okurlardan gelen ¢oziimlerin ¢ogunda a = 1,
b = 2 yamit1 bulunmug fakat bunun gercekten ko-
sullar1 sagladigi agik sekilde gosterilmemis.
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Cozenler: Unsal Atasoy (Dokuz Eyliil Univ,
Matem Bol.), Bilgin Canpolat (H.F.Z. Anadolu Li-
sesi, Cerkezkoy, Tekirdag), Alper Cay (Kayseri Uz-
man Dersanesi), Nurdan Aksu Giiner (Istanbul Fe-
rit Inal Lisesi, Beykoz), Ahmet Ceyhan (Istanbul
Atatiirk Fen Lisesi), Mustafa Donmez (Turgutlu
Halil Kale Fen Lisesi) ve Yasar Donmez (Turgutlu
Lisesi), Ayta¢ Kurultay (Turgutlu Halil Kale Fen
Lisesi), Engin Yardimc: (ODTU, Matematik Bolii-
mii), Hasan Zerve (ODTU, Kimya Miihendisligi
Bol.), Cengiz Zopluoglu (Abant Izzet Baysal Univ.,
[lkogretim Mat. Ogr.)

Y305. Her hamlede (a, b, ¢) ticliisiiniin yerine
(c+5b,3c—5a,2b - 3a)
veya
(2a + 3b, b + 3¢, 4c + 2a)
iicliisii alinabilir. Baglangicta (a, b, ¢) = (1, 2, 4) ise,
boyle hamleler sonucu (2003, 2004, 2005) dicliisii
elde edilebilir mi?

Coziim: Modiilo 3 hesaplayalim:

(c+5b) + (3¢ - 5a) + (2b - 3a)
=(a+b+c)+3(c+2b-3a)
=a+ b+ c(mod 3)

ve

(2a + 3b) + (b + 3¢) + (4c + 2a)

=(@a+b+c)+3a+b+2c)=a+b+c(mod3)
oldugundan her hamle sonucu elimizdeki g sayi-
nin modiilo 3 toplami degismiyor. Baglangigta 1 +
2 +4 =1 (mod 3)tur.

2003 + 2004 + 2005 =0 (mod 3)
oldugundan (1, 2, 4) uglusiinden (2003, 2004,
2005) ugliisii elde edilemez.

Cozim yollayan okurlarimizin hemen hemen
hepsi tgliytt modilo 2 (yani teklik ¢iftlik agisin-
dan) incelemis ve basarili olmuslardir.

Cozenler: Unsal Atasoy (Dokuz Eyliil Univ,
Matem Bol.), Ahmet Ceyhan (Istanbul Atatiirk Fen
Lisesi), Alper Cay (Kayseri Uzman Dersanesi), En-
gin Yardimci (ODTU, Matematik Boliimii), Hasan
Zerve (ODTU, Kimya Miihendisligi Bol.) #
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