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Hadamard Matrisleri
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. ::r / Her girdisi 1 ya da -1
E olan ve HH! = nld,, esitligini saglayan
n x n boyutlu bir H matrisine »’lik Hadamard
matrisi denir. Bu ifadede, Id,,, 7 x n lik birim mat-
ris, H de, H matrisinin devrigidirl:
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Asagida, 1, 2 ve 4’luk Hadamard matrislerine
ornekler goriiyorsunuz.
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Hadamard matrisleri ozellikle kodlar teorisin-
de onemlidir, bu matrisler hata duzelten kodlar ya-
ratmaya yarar.

n x w’lik bir H matrisinin -inci satir1 ve j-inci
stitunundaki (i, j) girdisini h;; ile gosterirsek H’
matrisinin (7, /) girdisi asagida goriildigi tizere hj;
olacagindan,

hip L by L by, hiy b by L by
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HH? matrisinin (4, j) girdisi, yan sutundaki hesapta
gorildigii gibi, 2.z21hyhy, dir. Ama tiim by; girdi-
leri —1 ya da 1 ise, HH! matrisinin (4, i) girdisi hep
zkn:lbi;f = n olur. Dolayisiyla girdileri —1 ve 1 olan
n x #’lik bir matrisin Hadamard matrisi olmasi igin
gerek ve yeter kosul, her 1 <4 <j <7 igin,
2ilibihy =0
esitligidir. Durup dururken bir teorem kanitladik.

Kog Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
1 Ingilizcesi “transpose”.
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HH? matris ¢arpimi

Hadamard Doniisiimleri. Aynen latin kareler
de oldugu gibi, bir Hadamard matrisinden baska
Hadamard matrisleri elde edebiliriz.

Ornegin bir Hadamard matrisinin herhangi bir
satirin1 ya da sttununu —1’le ¢arparsak yeni bir
Hadamard matrisi elde ederiz. Bu dontisimleri pe-
sisira uygulayarak, herhangi bir Hadamard matri-
sinden, ilk satir1 ve ilk siitunundaki tim girdileri 1
olan bir Hadamard matrisi yaratabiliriz. Bu 6zelli-
gi tastyan bir Hadamard matrisi standart Hada-
mard matrisi diye adlandirilir.

Bir Hadamard matrisinin iki satirinin ya da iki
stitununun yerlerini degistirerek elde edecegimiz
matris de Hadamard matrisi olacaktir. Hatta satir-
lar1 istedigimiz gibi, siralar1 da istedigimiz gibi de-
gistirebiliriz, ¢ikan sonu¢ hep bir Hadamard mat-
risi olur.

Yukardaki iglemlerin kombinasyonlarini bir
Hadamard matrisine uyguladigimizda elde edece-
gimiz matris yine bir Hadamard matrisi olacaktr.
Bu donitisiimlerle birbirinden tiiretilen matrislere
denk Hadamard matrisleri denir.

Bir Hadamard matrisinin devrigil de (yani ko-
segene gore simetrigi de) bir Hadamard matrisidir.
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Birbirine denk olmayan #»’lik Hadamard
matrislerinin sayis1 sadece 7 = 28’e kadar belir-
lenebilmigtir. Sirasiyla 7 = 4, 8, 12, 16, 20, 24,
28 ise bu say1 1, 1, 1, 5, 3, 60, 487’dir. Bu mat-
rislerin listesine [Had1] internet adresinden ula-
sabilirsiniz. Kai-Tai Fang ve Gennian Ge tam
382 tane denk olmayan 36’lik Hadamard matri-
si oldugunu buldu. Daha var mi? Kimbilir!

Hadamard Matrislerinin Varligi. Girigte 1, 2
ve #4’lik Hadamard matrisi ornegi verdik ama
3’luk bir Hadamard matrisi vermedik. Bunun bir
nedeni vardir: 3’luk Hadamard matrisi yoktur.

Hatta n # 1 tek ise 7’lik bir Hadamard matrisi
olamaz. Bunun kaniti ¢ok kolay: Bir Hadamard
matrisi alalm. Sttunlari gerektiginde —1’le ¢arpa-
rak, ilk siranin 1’lerden olustugunu varsayabiliriz.
Simdi, yukarda kanitladigimiz z/enzlhikb/k = 0 esit-
liginde i = 1, j = 2 alahm: 2.;” b5, = 0 buluruz. Her
hyp, =1 yada -1 oldugundan, bundan, 1’e esit olan
by}, girdilerinin sayisinin —1’e esit olan by, girdile-
rinin sayisina esit oldugu anlagilir. Demek ki # cift
olmali.

Peki 7 = 6 iken durum ne? Yanit yine olumsuz:

Teorem 1. w’lik Hadamard matrisi ancak n =1,
n =2 ise ya da n, 4iin bir katrysa olabilir.

Kanut: 7, 2’den buiytik olsun ve H, #’lik bir Ha-
damard matrisi olsun. H’nin standard oldugunu
varsayabiliriz. Satirlarin yerlerini degistirerek,
H’nin ilk G¢ satirini

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
1

bigimine getirelim. Ugiincii satirin ilk yarisindaki

1’lerin sayisina a, —1’lerin sayisina b, ikinci yarisin-

daki 1’lerin sayisina ¢, —1’lerin sayisina d dersek,

birinci ve ikinci satirlarin ¢arpimindan,
a+b-c-d=0,

birinci ve tigtinct satirlarin ¢arpimindan,
a-b+c-d=0,

ikinci ve Gglincii satirlarin ¢arpimindan,
a-b-c+d=0

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler a = b = ¢ = d egit-

liklerini verir. Ote yandan uzunluklarin toplami 7

oldugundan a + b + ¢ + d = n. Dolayisiyla n = 4a

ve n, 4in bir kati. O
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Sant: 4%in kati olan her pozitif n tamsayist icin
n’lik Hadamard matrisi vardir.

Hadamard matrislerinin varligi hakkinda bir-
cok sonug elde edilmesine karsin bu san1 heniiz ka-
nitlanamamugtir. Bu sami kapsaminda bilinen so-
nuglardan birkagini bu yazimizda ele alacagiz. Ba-
zilarindan sadece sozedip, o sonuglar i¢in kaynak
gosterecegiz, ¢linkii onlar1 burada elde etmeye ca-
lismak i¢in ¢cok daha fazla tanim vermek ve daha
karmasik inga yollarina girmek gerekiyor.

Bu konuda bilinmeyen bir¢ok soru vardir.
428’lik Hadamard matrisi 2004’te Kharaghani ve
Tayfeh-Rezaie tarafindan bulunmustur. Kaynak-
larda su anda bilinmeyen en kiicik Hadamard
matrisinin 668’lik Hadamard matrisi oldugu belir-
tilmekte. Siz bu satirlart okurken belki de birileri
bu matrisi elde etmis olacaktir, ama 668’den bii-
yik 4’e boliinen sayilar da vardir!

Simdi kaniti ¢ok ¢ok zor olmayan birkag sonug
aciklayalim.

Teorem 2. n ve rlik Hadamard matrisleri var-
sa nr’lik Hadamard matrisi de vardr.

Kanut: K ve L sirasiyla # ve 7’lik Hadamard mat-
K matrisinin (4, j) girdisi olsun. Aga-

risleri olsun. &,

gidaki gibi nr x nr lik bir H matrisi tanimlayalim.

He koL kyL kL
kgL kpL kL

Matris ¢carpimi kurallarindan, HH? matrisinin

(i, j) pozisyonunda r x r boyutlu
D ikinki LLY = (2 iLikick i )r1d,
altmatrislerin oldugu anlagilir.

Dimtkixkiy sayisi i = j ise n ve i # j ise 0 oldu-
gundan, i = j ise (4, j) altmatrisi nrld,’ye, diger du-
rumlarda 0 matrisine (tim girdileri O olan matrise)
esittir. Boylece HH! = nrld,,, esitligi bulunur. H’nin
her girdisi 1 ya da —1 oldugundan, tanimlanan H
bir Hadamard matrisidir. O

Sonug 3. Her k pozitif tamsayist icin 2%’lik Ha-
damard matrisi vardir.

Kant: 2’lik Hadamard matrisleri sayesinde bir
onceki sonug kullanilarak her k icin 2®°lik Hada-

mard matrisleri bulunabilir. O
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Hadamard Matrisleri ve Tasarimlar. Gelelim
tasarimlarla Hadamard matrisleri arasindaki iligki-
ye... 2-(v, k, A) tasarimlar1 “Tasarimlar” yazisinda
tanimlanmusti (sayfa 28.) 4m’lik bir Hadamard
matrisinden bir 2-(4m-1, 2m-1, m-1) tasarimu,
2-(4m-1, 2m-1, m-1) parametreli bir tasarimdan
da 4m’lik bir Hadamard matrisini elde edebiliriz.
Bu ylizden 2-(4m~1, 2m~1, m—1) parametreli tasa-
rimlara Hadamard tasarumlar: da denir.

Bunun kanitina gegmeden 6nce bir 6rnek vere-
lim: m = 3 oldugunda,

v=4m-1=11,
k:zm—1:5,
A=m-1=2

olur ve bu yontem bize, eger 2-(11, 5, 2) tasarimi
varsa 12’lik bir Hadamard matrisi verir. Ama 2-
(11, 5, 2) tasarimi 6rnegini sayfa 31°deki gri alanda
gormiistik. Dolayisiyla 12°lik bir Hadamard matri-
si de vardur.

Bir tasarimin olusum matrisini de ayni yazida
tamimlamstik. Animsatalim: Tasarimin bloklarini
l4, ..., I, olarak, noktalarini da Py, ..., P, olarak si-
ralayip v x b boyutlu olusum matrisini goyle tanim-
layalim: A’nin i-inci sira, j-inci situndaki girdisi,
eger P; noktasi I; blokundaysa 1, degilse 0 olsun.
Boylece, olusum matrisinin her stitunu bir bloku
temsil eder ve bir stitundaki 1’ler o stitunu temsil
eden blokun noktalarini belirtir.

Istedigimiz sonucu kanitlamadan 6nce 0 ve
1’lerden olugsmus bir matrisin ne zaman bir tasari-
min olugum matrisi olacagini sdyleyen cebirsel bir
ifade bulalim.

Juxp ve ], tum girdileri 1 olan sirasiyla v x b ve
v x v boyutlu matris olsunlar.

Teorem 4. v x b boyutlu bir A matrisinin bir 2-
(v, ky \) tasarvmupun olusum matrisi olmast igin ge-
rek ve yeter kosul AA* = (r - M)Id,+ AJ, ve ], A =
k] ,up esitliklerini saglamasidir.

Kant: Once A, bir 2-(v, k, A) tasariminin olu-
sum matrisi olsun. Birinci esitligi sayfa 52°de Te-
orem 2’de kanitlamigtik. Matris ¢arpimi yapildi-
ginda J,A’nin girdilerinin dogrularin tistiinde bulu-
nan nokta sayisi (yani k) oldugu hemen anlagilir.
Demek ki J,A = k], ., esitligi dogrudur.

Simdi girdileri O ve 1’ler olan bir A matrisinin
onermede verilen iki esitligi sagladigini varsayalim.
Her 0-1 matrisi gibi A matrisi de bize bir ¢gesit “diiz-
lem geometrisi” verir: Sutunlari geometrinin

bloklari olarak, siralari da noktalari olarak algila-
yalim. Boylece siitun sayisi kadar blok (b tane), si-
ra sayisi kadar da nokta (v tane) elde ederiz. Bir sii-
tunda bulunan 1 ya da 0, o sayinin bulundugu sira-
ya es dusen noktanin, o siitunu temsil eden dogru-
da olup olmadigini soyler. Boyle yorumlandiginda,
ikinci esitlik, A’nin her blokunda k& noktanin oldu-
gu bir tasarimin olusum matrisi oldugunu soyler.
Birinci esitlik ise herhangi iki farkli noktanin A de-
gisik blokta birlikte bulundugunu ve her noktanin
tam 7 blokta oldugunu soyler. m

Sonug 5. 4m’lik Hadamard matrisinin varlig:
icin gerek ve yeter kosul 2-(4m-1, 2m-1, m—1) ta-
sarvmm varligidir.

Kanit: H, 4m’lik standard bir Hadamard mat-
risi olsun. j # 1 icin zki’lﬂ hlkb;‘k =0 yani zk‘__"{’ bjk
= 0. Aymi sekilde j # 1 i¢in zki’{’ hyj = 0. Demek ki
ilk satir ve siitun haricinde diger tiim satir ve sii-
tunlardaki girdilerin toplami 0. Simdi H matrisinin
ilk satir ve siitununu silip (4m—1)x(4m—1) lik bir A
matrisi elde edelim. Asagida H ve H! matrislerinin
A ve At ile iligkisini goriiyorsunuz.

11 ... 1 11 ... 1
1 o h

H=|. A ,H = A
1 1

A matrisinin her satir ve stitunundaki girdileri-
nin toplami —1 olacaktir, diger bir deyisle
Al =JA =J.
(Bundan boyle J4,,,_1 yerine, kolaylik olsun diye, sa-
dece ] yazacagz.) Ote yandan HH! = 4mld,,,,, yani

11 .. 111 .. 1
1
4mld,,, = HH' =| . A A
1 1
[ 4m
=
- T+ AA!

Bu esitlikten ilk satir1 ve ilk sttunu silersek,
4mldy, | =] + AA?
ya da
AA? = 4mldy,, | — ]
buluruz. Yeni bir B matrisini soyle tanimlayalim:
B=(A+])2.
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Simdi biraz daha hesap yapalim:
BJ = (A] +J2)/2 = (-] + (4m=1)])/2 = 2m~1)].
AJ = JA oldugundan, benzer sekilde,

JB =(2m-1)].
Ayrica,
BBt= (A + ])(At + ])/4
= (AAL+ JAT+ A] + ]])/4
=((4mld-=]) =] -] + (4m - 1)])/4
=mld + (m - 1)].

Bu esitlikler B’nin 2-(4m—1, 2m—1, m—1) tasa-
rimin olugum matrisi oldugunu gosterir.

Olusum matrisini C = (] — A)/2 olarak tanim-
larsak 2-(4m — 1, 2m, m) tasarimim elde ederiz.

Kanit1 tersten ilerletir, 2-(4m — 1, 2m —1,m — 1)
ya da 2-(4m — 1, 2m, m) tasarimu ile baglar, 0 olan
girdileri —1 ile degistirirsek A ya da —A matrisleri-
ni elde ederiz. 0

Yaziy1 teoremin iki 6nemli sonucuyla bitirelim:

1. Asal bir p ve k, m dogal sayilar icin, 4m =
pk + 1 ise, o zaman 4n’lik bir Hadamard matrisi
vardir. Bu sonug, yukardaki teoremin uygulanacagi
tasarimlar bulunarak kanitlanir. Insasi biraz kar-
masik oldugu icin bu tasarimlari bu yazimizda acik-
layamayacagiz ama ilgili okur [WSW]’ye bakabilir.

2. Paley ingas: diye bilinen ve daha genel bir so-
nug vardir. p > 2 bir asal, # ve k pozitif dogal say1 ve
n = 24pk + 1) olsun. O zaman #’lik bir Hadamard
matrisi vardir. Bu da 2?lik bir Hadamard matrisine
yukaridaki sonug uygulanarak elde edilir. %

Marrero adli bir matematikgi bir iki yil 6n-
ce bir Hadamard matrisinden ii¢ yeni Hada-
mard matrisi tiiretmeyi basardi. Marrero’nun
yontemi soyle: Herhangi bir 2n2’lik H Hada-
mard matrisi ele alalim (2 ¢ift olmali). Eger J =
Jx1, her girdisi 1 olan m2 x 1’lik siitun vektorse,
H’yi asagidaki gibi bir Hadamard matrisine

b
J -] B

Simdi A ve B yerine —A ve/ya da —B alarak,

donustiirebiliriz.

asagidaki gibi ti¢ yeni Hadamard matrisi elde
edebiliriz:

(] J —Aj(] J A](] J —AJ
J -] BS\] -] -B)\J] -] -B)
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20x20’lik ¢ Hadamard matrisi,
0 yerine bos kare, 1 yerine gri kare konuldu.



