
Her girdisi 1 ya da −1

olan ve HHt = nIdn eflitli¤ini sa¤layan

n × n boyutlu bir H matrisine n’lik Hadamard

matrisi denir. Bu ifadede, Idn, n × n lik birim mat-

ris, Ht de, H matrisinin devri¤idir1:

Afla¤›da, 1, 2 ve 4’lük Hadamard matrislerine

örnekler görüyorsunuz.

Hadamard matrisleri özellikle kodlar teorisin-

de önemlidir, bu matrisler hata düzelten kodlar ya-

ratmaya yarar.

n × n’lik bir H matrisinin i-inci sat›r› ve j-inci

sütunundaki (i, j) girdisini hij ile gösterirsek Ht

matrisinin (i, j) girdisi afla¤›da görüldü¤ü üzere hji

olaca¤›ndan,

HHt matrisinin (i, j) girdisi, yan sütundaki hesapta

görüldü¤ü gibi, ∑k=1
n

hikhjk dir. Ama tüm hij girdi-

leri −1 ya da 1 ise, HHt matrisinin (i, i) girdisi hep

∑k=1
n

hik
2

= n olur. Dolay›s›yla girdileri −1 ve 1 olan

n × n’lik bir matrisin Hadamard matrisi olmas› için

gerek ve yeter koflul, her 1 ≤ i < j ≤ n için,

∑k=1
n

hikhjk = 0

eflitli¤idir. Durup dururken bir teorem kan›tlad›k.

Hadamard Dönüflümleri. Aynen latin kareler

de oldu¤u gibi, bir Hadamard matrisinden baflka

Hadamard matrisleri elde edebiliriz.

Örne¤in bir Hadamard matrisinin herhangi bir

sat›r›n› ya da sütununu −1’le çarparsak yeni bir

Hadamard matrisi elde ederiz. Bu dönüflümleri pe-

flis›ra uygulayarak, herhangi bir Hadamard matri-

sinden, ilk sat›r› ve ilk sütunundaki tüm girdileri 1

olan bir Hadamard matrisi yaratabiliriz. Bu özelli-

¤i tafl›yan bir Hadamard matrisi standart Hada-

mard matrisi diye adland›r›l›r.

Bir Hadamard matrisinin iki sat›r›n›n ya da iki

sütununun yerlerini de¤ifltirerek elde edece¤imiz

matris de Hadamard matrisi olacakt›r. Hatta sat›r-

lar› istedi¤imiz gibi, s›ralar› da istedi¤imiz gibi de-

¤ifltirebiliriz, ç›kan sonuç hep bir Hadamard mat-

risi olur.

Yukardaki ifllemlerin kombinasyonlar›n› bir

Hadamard matrisine uygulad›¤›m›zda elde edece-

¤imiz matris yine bir Hadamard matrisi olacakt›r.

Bu dönüflümlerle birbirinden türetilen matrislere

denk Hadamard matrisleri denir.

Bir Hadamard matrisinin devri¤i1 de (yani kö-

flegene göre simetri¤i de) bir Hadamard matrisidir.
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Hadamard Matrislerinin Varl›¤›. Giriflte 1, 2

ve 4’lük Hadamard matrisi örne¤i verdik ama

3’lük bir Hadamard matrisi vermedik. Bunun bir

nedeni vard›r: 3’lük Hadamard matrisi yoktur.

Hatta n ≠ 1 tek ise n’lik bir Hadamard matrisi

olamaz. Bunun kan›t› çok kolay: Bir Hadamard

matrisi alal›m. Sütunlar› gerekti¤inde −1’le çarpa-

rak, ilk s›ran›n 1’lerden olufltu¤unu varsayabiliriz.

fiimdi, yukarda kan›tlad›¤›m›z ∑k=1
n

hikhjk = 0 eflit-

li¤inde i = 1, j = 2 alal›m: ∑k=1
n

h2k = 0 buluruz. Her

h2k = 1 ya da −1 oldu¤undan, bundan, 1’e eflit olan

h2k girdilerinin say›s›n›n −1’e eflit olan h2k girdile-

rinin say›s›na eflit oldu¤u anlafl›l›r. Demek ki n çift

olmal›.

Peki n = 6 iken durum ne? Yan›t yine olumsuz:

Teorem 1. n’lik Hadamard matrisi ancak n = 1,

n = 2 ise ya da n, 4’ün bir kat›ysa olabilir.

Kan›t: n, 2’den büyük olsun ve H, n’lik bir Ha-

damard matrisi olsun. H’nin standard oldu¤unu

varsayabiliriz. Sat›rlar›n yerlerini de¤ifltirerek,

H’nin ilk üç sat›r›n›

biçimine getirelim. Üçüncü sat›r›n ilk yar›s›ndaki

1’lerin say›s›na a, −1’lerin say›s›na b, ikinci yar›s›n-

daki 1’lerin say›s›na c, −1’lerin say›s›na d dersek,

birinci ve ikinci sat›rlar›n çarp›m›ndan,

a + b – c – d = 0,

birinci ve üçüncü sat›rlar›n çarp›m›ndan,

a – b + c – d = 0,

ikinci ve üçüncü sat›rlar›n çarp›m›ndan,

a – b – c + d = 0

eflitlikleri elde edilir. Bu eflitlikler a = b = c = d eflit-

liklerini verir. Öte yandan uzunluklar›n toplam› n

oldu¤undan a + b + c + d = n. Dolay›s›yla n = 4a

ve n, 4’ün bir kat›. ■■

San›: 4’ün kat› olan her pozitif n tamsay›s› için

n’lik Hadamard matrisi vard›r.

Hadamard matrislerinin varl›¤› hakk›nda bir-

çok sonuç elde edilmesine karfl›n bu san› henüz ka-

n›tlanamam›flt›r. Bu san› kapsam›nda bilinen so-

nuçlardan birkaç›n› bu yaz›m›zda ele alaca¤›z. Ba-

z›lar›ndan sadece sözedip, o sonuçlar için kaynak

gösterece¤iz, çünkü onlar› burada elde etmeye ça-

l›flmak için çok daha fazla tan›m vermek ve daha

karmafl›k infla yollar›na girmek gerekiyor.

Bu konuda bilinmeyen birçok soru vard›r.

428’lik Hadamard matrisi 2004’te Kharaghani ve

Tayfeh-Rezaie taraf›ndan bulunmufltur. Kaynak-

larda flu anda bilinmeyen en küçük Hadamard

matrisinin 668’lik Hadamard matrisi oldu¤u belir-

tilmekte. Siz bu sat›rlar› okurken belki de birileri

bu matrisi elde etmifl olacakt›r, ama 668’den bü-

yük 4’e bölünen say›lar da vard›r!

fiimdi kan›t› çok çok zor olmayan birkaç sonuç

aç›klayal›m.

Teorem 2. n ve r’lik Hadamard matrisleri var-

sa nr’lik Hadamard matrisi de vard›r.

Kan›t: K ve L s›ras›yla n ve r’lik Hadamard mat-

risleri olsun. kij, K matrisinin (i, j) girdisi olsun. Afla-

¤›daki gibi nr × nr lik bir H matrisi tan›mlayal›m.

Matris çarp›m› kurallar›ndan, HHt matrisinin

(i, j) pozisyonunda r × r boyutlu

∑x=1
n

kixkjxLLt = (∑x=1
n

kixkjx)rIdr

altmatrislerin oldu¤u anlafl›l›r.

∑x=1
n

kixkjx say›s› i = j ise n ve i ≠ j ise 0 oldu-

¤undan, i = j ise (i, j) altmatrisi nrIdr’ye, di¤er du-

rumlarda 0 matrisine (tüm girdileri 0 olan matrise)

eflittir. Böylece HHt = nrIdnr eflitli¤i bulunur. H’nin

her girdisi 1 ya da −1 oldu¤undan, tan›mlanan H

bir Hadamard matrisidir. ■■

Sonuç 3. Her k pozitif tamsay›s› için 2k’lik Ha-

damard matrisi vard›r.

Kan›t: 2’lik Hadamard matrisleri sayesinde bir

önceki sonuç kullan›larak her k için 2k’l›k Hada-

mard matrisleri bulunabilir. ■■
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Birbirine denk olmayan n’lik Hadamard

matrislerinin say›s› sadece n = 28’e kadar belir-

lenebilmifltir. S›ras›yla n = 4, 8, 12, 16, 20, 24,

28 ise bu say› 1, 1, 1, 5, 3, 60, 487’dir. Bu mat-

rislerin listesine [Had1] internet adresinden ula-

flabilirsiniz. Kai-Tai Fang ve Gennian Ge tam

382 tane denk olmayan 36’l›k Hadamard matri-

si oldu¤unu buldu. Daha var m›? Kimbilir!



Hadamard Matrisleri ve Tasar›mlar. Gelelim

tasar›mlarla Hadamard matrisleri aras›ndaki iliflki-

ye... 2-(v, k, λ) tasar›mlar› “Tasar›mlar” yaz›s›nda

tan›mlanm›flt› (sayfa 28.) 4m’lik bir Hadamard

matrisinden bir 2-(4m–1, 2m–1, m–1) tasar›m›,

2-(4m–1, 2m–1, m–1) parametreli bir tasar›mdan

da 4m’lik bir Hadamard matrisini elde edebiliriz.

Bu yüzden 2-(4m–1, 2m–1, m–1) parametreli tasa-

r›mlara Hadamard tasar›mlar› da denir.

Bunun kan›t›na geçmeden önce bir örnek vere-

lim: m = 3 oldu¤unda,

v = 4m – 1 = 11,

k = 2m – 1 = 5,

λ = m – 1 = 2

olur ve bu yöntem bize, e¤er 2-(11, 5, 2) tasar›m›

varsa 12’lik bir Hadamard matrisi verir. Ama 2-

(11, 5, 2) tasar›m› örne¤ini sayfa 31’deki gri alanda

görmüfltük. Dolay›s›yla 12’lik bir Hadamard matri-

si de vard›r.

Bir tasar›m›n oluflum matrisini de ayn› yaz›da

tan›mlam›flt›k. An›msatal›m: Tasar›m›n bloklar›n›

l1, ..., lb olarak, noktalar›n› da P1, ..., Pv olarak s›-

ralay›p v × b boyutlu oluflum matrisini flöyle tan›m-

layal›m: A’n›n i-inci s›ra, j-inci sütundaki girdisi,

e¤er Pi noktas› lj blokundaysa 1, de¤ilse 0 olsun.

Böylece, oluflum matrisinin her sütunu bir bloku

temsil eder ve bir sütundaki 1’ler o sütunu temsil

eden blokun noktalar›n› belirtir.

‹stedi¤imiz sonucu kan›tlamadan önce 0 ve

1’lerden oluflmufl bir matrisin ne zaman bir tasar›-

m›n oluflum matrisi olaca¤›n› söyleyen cebirsel bir

ifade bulal›m.

Jv×b ve Jv tüm girdileri 1 olan s›ras›yla v × b ve

v × v boyutlu matris olsunlar.

Teorem 4. v × b boyutlu bir A matrisinin bir 2-

(v, k, λ) tasar›m›n›n oluflum matrisi olmas› için ge-

rek ve yeter koflul AAt = (r – λ)Idv+ λJv ve JvA =

kJv×b eflitliklerini sa¤lamas›d›r.

Kan›t: Önce A, bir 2-(v, k, λ) tasar›m›n›n olu-

flum matrisi olsun. Birinci eflitli¤i sayfa 52’de Te-

orem 2’de kan›tlam›flt›k. Matris çarp›m› yap›ld›-

¤›nda JvA’n›n girdilerinin do¤rular›n üstünde bulu-

nan nokta say›s› (yani k) oldu¤u hemen anlafl›l›r.

Demek ki JvA = kJv × b eflitli¤i do¤rudur.

fiimdi girdileri 0 ve 1’ler olan bir A matrisinin

önermede verilen iki eflitli¤i sa¤lad›¤›n› varsayal›m.

Her 0-1 matrisi gibi A matrisi de bize bir çeflit “düz-

lem geometrisi” verir: Sütunlar› geometrinin

bloklar› olarak, s›ralar› da noktalar› olarak alg›la-

yal›m. Böylece sütun say›s› kadar blok (b tane), s›-

ra say›s› kadar da nokta (v tane) elde ederiz. Bir sü-

tunda bulunan 1 ya da 0, o say›n›n bulundu¤u s›ra-

ya efl düflen noktan›n, o sütunu temsil eden do¤ru-

da olup olmad›¤›n› söyler. Böyle yorumland›¤›nda,

ikinci eflitlik, A’n›n her blokunda k noktan›n oldu-

¤u bir tasar›m›n oluflum matrisi oldu¤unu söyler.

Birinci eflitlik ise herhangi iki farkl› noktan›n λ de-

¤iflik blokta birlikte bulundu¤unu ve her noktan›n

tam r blokta oldu¤unu söyler. ■■

Sonuç 5. 4m’lik Hadamard matrisinin varl›¤›

için gerek ve yeter koflul 2-(4m−1, 2m−1, m−1) ta-

sar›m›n varl›¤›d›r.

Kan›t: H, 4m’lik standard bir Hadamard mat-

risi olsun. j ≠ 1 için ∑k=1
4m h1khjk = 0 yani ∑k=1

4m hjk

= 0. Ayn› flekilde j ≠ 1 için ∑k=1
4m hkj = 0. Demek ki

ilk sat›r ve sütun haricinde di¤er tüm sat›r ve sü-

tunlardaki girdilerin toplam› 0. fiimdi H matrisinin

ilk sat›r ve sütununu silip (4m−1)×(4m−1) lik bir A

matrisi elde edelim. Afla¤›da H ve Ht matrislerinin

A ve At ile iliflkisini görüyorsunuz.

A matrisinin her sat›r ve sütunundaki girdileri-

nin toplam› −1 olacakt›r, di¤er bir deyiflle

AJ = JA = −J.

(Bundan böyle J4m−1 yerine, kolayl›k olsun diye, sa-

dece J yazaca¤›z.) Öte yandan HHt = 4mId4m, yani

Bu eflitlikten ilk sat›r› ve ilk sütunu silersek,

4mId4m−1 = J + AAt

ya da

AAt = 4mId4m−1 − J

buluruz. Yeni bir B matrisini flöyle tan›mlayal›m:

B = (A + J)/2.
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fiimdi biraz daha hesap yapal›m:

BJ = (AJ + J2)/2 = ((−J + (4m−1)J)/2 = (2m−1)J.

AJ = JA oldu¤undan, benzer flekilde,

JB = (2m − 1)J.

Ayr›ca,

BBt = (A + J)(At + J)/4

= (AAt + JAt + AJ + JJ)/4

= ((4mId − J) − J − J + (4m − 1)J)/4

= mId + (m − 1)J.

Bu eflitlikler B’nin 2-(4m−1, 2m−1, m−1) tasa-

r›m›n oluflum matrisi oldu¤unu gösterir.

Oluflum matrisini C = (J − A)/2 olarak tan›m-

larsak 2-(4m − 1, 2m, m) tasar›m›n› elde ederiz.

Kan›t› tersten ilerletir, 2-(4m − 1, 2m − 1, m − 1)

ya da 2-(4m – 1, 2m, m) tasar›m› ile bafllar, 0 olan

girdileri −1 ile de¤ifltirirsek A ya da −A matrisleri-

ni elde ederiz. ■■

Yaz›y› teoremin iki önemli sonucuyla bitirelim:

1. Asal bir p ve k, m do¤al say›lar› için, 4m =

pk + 1 ise, o zaman 4m’lik bir Hadamard matrisi

vard›r. Bu sonuç, yukardaki teoremin uygulanaca¤›

tasar›mlar bulunarak kan›tlan›r. ‹nflas› biraz kar-

mafl›k oldu¤u için bu tasar›mlar› bu yaz›m›zda aç›k-

layamayaca¤›z ama ilgili okur [WSW]’ye bakabilir.

2. Paley inflas› diye bilinen ve daha genel bir so-

nuç vard›r. p > 2 bir asal, t ve k pozitif do¤al say› ve

n = 2t(pk + 1) olsun. O zaman n’lik bir Hadamard

matrisi vard›r. Bu da 2t’lik bir Hadamard matrisine

yukar›daki sonuç uygulanarak elde edilir. ♣
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Marrero adl› bir matematikçi bir iki y›l ön-

ce bir Hadamard matrisinden üç yeni Hada-

mard matrisi türetmeyi baflard›. Marrero’nun

yöntemi flöyle: Herhangi bir 2m’lik H Hada-

mard matrisi ele alal›m (m çift olmal›). E¤er J =

Jm×1, her girdisi 1 olan m × 1’lik sütun vektörse,

H’yi afla¤›daki gibi bir Hadamard matrisine

dönüfltürebiliriz.

fiimdi A ve B yerine −A ve/ya da −B alarak,

afla¤›daki gibi üç yeni Hadamard matrisi elde

edebiliriz:

20x20’lik üç Hadamard matrisi,
0 yerine bofl kare, 1 yerine gri kare konuldu.


