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Sonsuz Listelerin S›ralanmas›

G
eçen say›da çabuk iflleyen bir s›ralama yön-

temi görmüfltük. Yöntemimiz son derece

basitti. Küçük listeleri s›ralamay› bildi¤imi-

zi varsayarak daha büyük listeleri s›ralam›flt›k, yani

s›ralamak için matematikçilerin tümevar›m yönte-

mini kullanm›flt›k. S›ralanacak listeyi önce ikiye bö-

lerek daha k›sa iki liste bulmufl, sonra bu iki k›sa lis-

teyi (tümevar›mla) s›ralam›fl, ard›ndan bu iki s›ral›

k›sa listeyi gene s›ral› bir biçimde birlefltirmifltik.

E¤er s›ralanacak liste (ya da küme ya da dizi)

sonsuzsa, yukardaki tümevar›msal yöntem hiçbir ifle

yaramaz. Baz›lar›n›n sand›¤› gibi, ∞ − 1 ya da ∞/2,

∞’dan daha küçük bir fley de¤ildir! Dolay›s›yla sonsuz

dizileri s›ralamak için baflka bir yöntem bulmal›y›z.

1915-1998 aras›nda yaflam›fl, ünlü matematik-

çi ve bilgisayar bilimi uzman› Ric-

hard Wesley Hamming flöyle bir

problem ortaya atar: Asal çarpanla-

r› sadece 2, 3 ve 5 olan tüm say›la-

r›n s›ralanm›fl listesini üreten bir

program yaz›labilir mi? Bu liste flöy-

le bafllar: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12,

15, 16, 18, 20, 24, 25, 27, 30, ...

Program, bu say›lar› küçükten büyü¤e üretmeli ve

bu özelli¤e sahip olmayan say›lar› üretmemeli. 

Elbette ki sonsuz bir küme bu. Yazaca¤›m›z

program, girdi olarak n say›s›n› ald›¤›nda listenin ilk

n eleman›n› küçükten büyü¤e do¤ru s›rayla vermeli.

‹lk akla gelen yöntem var, say›lar› 2’den baflla-

yarak tek tek kontrol etmek ve özelli¤i sa¤l›yorsa lis-

teye eklemek, sa¤lam›yorsa atmak. Ancak bu yön-

tem, bize epey vakit kaybettirecektir, çünkü say›lar

büyüdükçe, listeye eklenecek say›lar›n aral›klar› da

artacakt›r, dolay›s›yla bir sonraki Hamming say›s›n›

bulmak için gereksiz birçok say›y› kontrol edip atla-

mam›z gerekecek. Bu yöntem basit ancak pahal› bir

yöntemdir. Ne demifl atalar›m›z: Vakit nakittir!

Her say›y› kontrol etmeden, s›ralamak istedi¤i-

miz say›lar› küçükten büyü¤e s›ral› üreten bir yön-

tem bulmal›y›z.

Gereksiz say›lar› kontrol etmekten kurtulmak

o kadar zor de¤il. Önce 2’nin, 3’ün ve 5’in katlar›-

n› yazal›m:

1, 2, 4, 8, 16, ...

1, 3, 9, 27, 81, ...

1, 5, 25, 125, 625, ...

Sonra bu üç listedeki say›lar› birbirleriyle çarparak

elde etti¤imiz say›lar› s›ralayal›m. Bu fikir de ol-

dukça basit. Bu yaz›da bu basit fikri nas›l prog-

ramlayaca¤›m›z› görece¤iz.

Bulaca¤›m›z yöntemle çözülen birçok problem

vard›r. Örne¤in,

(a) Kartezyen düzlemde, yani bildi¤imiz R2’de,

koordinatlar› do¤al say› olan noktalar›n (0, 0)

noktas›na olan uzakl›klar›na göre dizilmesi, ya da,

(b) ‹ki tamsay›n›n küplerinin toplam› olarak

iki de¤iflik biçimde yaz›lan say›lar›n (yani Ramanu-

jan say›lar›n›n) listesinin bulunmas› (ki bu say›lar-

dan sonsuz tane oldu¤u biliniyor) problemleri bu-

rada aç›klayaca¤›m›z yöntemle çözülebilir.

Sonsuz Diziyi Bilgisayara Yüklemek. ‹lk önce

sonsuz bir diziyi bilgisayara yüklemenin yolunu

bulmal›y›z. Her ne kadar (teorik bir programlama

ayg›t› olan) Turing makinas›na s›¤acak bilginin

uzunlu¤unun üsts›n›r› yoksa da, makina belli bir

anda ancak sonlu say›da bilgi bar›nd›rabilir. Ger-

çek, yani fiziksel bilgisayarlarsa gerçekten s›n›rl›-

d›rlar, bar›nd›rabilecekleri bilginin uzunlu¤unun

(evrendeki parçac›k say›s› gibi bir) üsts›n›r› vard›r.

Bu durumda sonsuz listenin tamam›n› ayn› anda

bilgisayara yüklememiz olanaks›zd›r.

Bu yaz›da da geçen yaz›m›z›n Scheme prog-

ramlama dilini kullanaca¤›z. Her ne kadar bu dili

http://www.drscheme.org/ sitesinden indirebilirse-

niz de, buna illa da gerek yok, o programlama di-
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li elinizin alt›nda olmadan da bu yaz›daki prog-

ramlar›n ne dedi¤ini anlayabilirsiniz. Nitekim, bu

konulardan hiç çakmayan ve sadece birinci yaza-

r›n asistanl›¤› görevini üstlenen ikinci yazar, Sche-

me programlama dilini çal›flt›rmay› becerememifl

ama yaz›y› ve programlar› çok zorlanmadan anla-

yabilmifltir.

Ak›m (stream) ya da daha matematiksel olmak

için sonsuz dizi ya da k›saca dizi ad›n› verece¤imiz

yeni bir liste yap›s› yard›m›m›za koflacak.

Geçen say›m›zda kulland›¤›m›z sonlu listeler,

bir ilk terim ve onu izleyen (listenin kuyru¤undaki)

bir baflka sonlu liste olarak tan›mlanm›flt›. Kuyruk-

taki bu sonlu liste duruma göre bofl olabiliyordu

(e¤er tek elemanl› bir listeyle karfl› karfl›yaysak.)

Yani, bir listeyi tan›mlamak için,

liste = (listenin ilk terimi, listenin geri kalan›)

eflitli¤ini kullanm›flt›k.

Sonsuz dizileri de benzer flekilde iki parçal› ele-

manlarla gösterece¤iz. ‹lk parça daha önce kullan-

d›¤›m›z listelerdeki gibi bir eleman (data) olacak.

‹kinci k›sm› gene kuyruktan oluflacak:

dizi = (dizinin ilk terimi, dizinin geri kalan›)

Ancak bu sefer, yukardakinden farkl› olarak dizi-

nin son terimi olmayacak, dolay›s›yla program sa-

dece dizinin bafllang›c›n› bilecek, en sonu olmad›-

¤›ndan en sonunu bilemeyecek. Öte yandan veri-

len her n için, program, dizinin n-inci terimin he-

saplayabilecek, ama istedi¤imizde hesaplayacak

yaln›zca. Bir terim gerekmedi¤i sürece o terimi he-

saplamayacak. Böylece sonsuz dizimizin sadece

hesaplar için gereken k›sm› bilgisayar›n akl›nda

tutulacak.

Bu yöntemle sadece belli bir kurala ba¤l› ola-

rak oluflmufl dizileri bilgisayara yükleyebiliriz. Son-

suza kadar yaz› tura atarak elde etti¤iniz 0-1 dizi-

sini bu yöntemle bilgisayara aktaramay›z. 

Scheme’e diziyi tan›mlamak için, geçen say›-

m›zda listelerde kulland›¤›m›z cons, car ve cdr

fonksiyonlar›n›n benzerleri olan scar, scdr ve scons

fonksiyonlar›n› kullanaca¤›z. An›msatal›m: car,

listenin ilk terimini bulmaya; cdr, listenin ikinci ve

sonraki terimlerini, yani kuyru¤unu bulmaya; cons

da bir terimi, bir listenin bafl›na getirerek yeni bir

liste oluflturmam›za yar›yordu. scar, scdr ve scons

komutlar› sonsuz listeler için ayn› görevi görürler.

Scheme dilinin bu fonksiyonlar› anlayabilmesi için

önce bunlar›n tan›mlanmas› gerekir elbet. Tan›m-

lar afla¤›da. (Bu programlar› anlamaya çal›flmay›n,

konumuz bu de¤il. Yaz›m›z için önemli olan, sade-

ce bu tan›mlar›n çal›fl›yor olmas›. Scheme’de üstte-

ki “Language” komutundan önce “PLT”, sonra

“Pretty Big” dilini seçin. Afla¤›dakini ekran›n üst

bölümüne yazd›ktan sonra sa¤ taraftaki “Execute”

dü¤mesine bas›n.)

>(define-macro scons (lambda (x y)

`(cons ,x (delay ,y))))

(define scar car)

(define scdr (lambda (s) (force (cdr s))))

Art›k scons, scar, scdr fonksiyonlar› tan›m-

land›.

Yaz›l›mda ve programlar›n anlafl›lmas›nda ko-

layl›k olsun diye, bir a dizisinin terimlerini a1, a2,

a3, ... olarak yazaca¤›z. Ayr›ca programlar›m›zda

“(scar a)” komutu yerine a1 ve “(scdr a)” komutu

yerine a′ yazaca¤›z, yani a′ simgesi a2, a3, a4, ... di-

zisi anlam›na gelecek.  Okur, afla¤›daki programla-

r› scheme dilinde yazarken a1 yerine (scar a) ve a′
yerine (scdr a) yazmal›d›r. Bunun gibi (scar (scdr

s)) komutu yerine s2 yazaca¤›z.

Birdizisi. Hemen bir dizi olufltural›m:

>(define birdizisi (scons 1 birdizisi))

Bu dizi neye benzedi? Birdizisi’nin birinci ele-

man› 1 ve geri kalan terimleri gene birdizisi’nin,

yani gene kendisinin terimleri... Bir baflka deyiflle,

birdizisi = (1, birdizisi),

yani,

birdizisi = (1, (1, (1, (1, (1, birdizisi))))),

yani 1,1,1,1,1,1,... dizisi. Program 

birdizisi = (1, birdizisi)

eflitli¤ini biliyor ama 1,1,1,1,1,1,... dizisi oldu¤unu

bilmiyor! Belki de görmezden geliyor demek daha

do¤ru olur. Dizinin terimlerini biz istemedikçe he-

saplam›yor, yani diziyi bize gösteremiyor, yeterin-

ce yeri ve zaman› yok!

Bakal›m birdizisi neymifl:

>birdizisi

(1 . #<struct:promise>)

‹kinci ve sonraki terimleri:

>(scdr birdizisi)

(1 . #<struct:promise>)

Ya üçüncü ve sonraki terimleri?

>(scdr (scdr birdizisi))

(1 . #<struct:promise>)

Ne kadar ileri gidersek gidelim, listenin bafl›n-

da hep 1 eleman› olacak. Yani birdizisi gerçekten

1’lerden oluflan bir dizi.
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‹lkn. Çok kullan›fll› bir program (ya da fonksi-

yon) yazal›m. Ad›na ilkn diyece¤imiz bu program

verilen bir s dizisinin ilk terimlerini bir liste halin-

de yazacak. Önce program› yazal›m, aç›klamas›n›

hemen sonra yapaca¤›z.

>(define ilkn (lambda (s n) (cond ((< n 1) ‘())

(else (cons s1 (ilkn s′ (- n 1)))))))

“lambda (s n)” komutundan anlafl›laca¤› üzere,

burada iki de¤iflkenli bir program tan›ml›yoruz. Bi-

rinci de¤iflken olan s bir dizi, ikinci de¤iflken olan n

ise bir do¤al say› olacak. Buldu¤umuz bu ilkn prog-

ram› bize sonsuz bir s dizisinin ilk n terimini yazar.

E¤er n = 0 ise, program ‘() ile simgelenen bofl-

diziyi veriyor. E¤er n > 0 ise, program s dizisinin

ilk n terimini (s dizisinin ilk terimiyle, ilk terimi at-

t›ktan sonra geri kalan›n›n ilk n − 1 terimini cons

komutuyla birlefltirerek) veriyor. Birdizisi’nin ilk

15 terimini isteyelim:

>(ilkn birdizisi 15)

(1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1)

Görüldü¤ü gibi birdizisi dizisi istedi¤imiz say›-

da (yani sonsuz say›da) 1 içerecek. Böylece 1’ler-

den oluflan sonsuz bir liste elde ettik.

Stopla. Ad›na stopla diyece¤imiz verilen iki di-

ziyi terim terim toplayan bir program yazal›m:

>(define stopla (lambda (a b) (scons (+ a1 b1) (stopla a′ b′))))

Yukardaki program, toplanacak olan a ve b

dizilerinin ilk terimlerini toplar ve scons ile bu top-

lam, a + b dizisinin ilk terimi olarak atan›r. a + b

dizisinin geri kalan› (kuyru¤u yani), a ve b dizileri-

nin kuyruklar›n›n, tan›m› verilen stopla progra-

m›yla toplanmas›ndan oluflur.

Deneyip görelim; birdizisi’ni kendisiyle topla-

y›p ilk 5 terimi soral›m:

>(ilkn (stopla birdizisi birdizisi) 5)

(2 2 2 2 2)

Sçarp. Aynen yukardaki yöntemle, stopla yerine

sçarp ve + yerine * yazarak iki diziyi çarpabiliriz:

>(define sçarp (lambda (a b) (scons (* a1 b1) (sçarp a′ b′))))

Sfonksiyon2. Yukardaki iki örne¤i genelleflti-

rebiliriz. Toplama ve çarpma gibi iki de¤iflkenli bir

ƒ fonksiyonumuz ve ƒ fonksiyonunu terimlerine

uygulayabilece¤imiz iki a ve b dizimiz olsun. 

ƒ(a1, b1), ƒ(a2, b2), ƒ(a3, b3), ...

dizisini oluflturmak istiyoruz. Aynen yukardaki gi-

bi yapabiliriz:

>(define sfonksiyon2 (lambda (f a b)

(scons (f a1 b1) (sfonksiyon2 f a′ b′))))
Görüldü¤ü gibi sfonksiyon2’nin üç de¤iflkeni

var: iki de¤iflkenli bir fonksiyon ve iki dizi. Progra-

m›n verdi¤i sonuç aynen yukardaki dizi oluyor.

Örne¤in, yukardaki stopla fonksiyonunu flimdi

(sfonksiyon2 + a b) olarak yazabiliriz.

>(ilkn (sfonksiyon2 + birdizisi birdizisi) 5)

(2 2 2 2 2)

Sfonksiyon1. Yukarda yapt›¤›m›z› iki de¤ifl-

kenli bir ƒ fonksiyonu yerine bir de¤iflkenli bir ƒ

fonksiyonuyla yapabiliriz elbet. E¤er a = (a1, a2,

a3, ... ) bir diziyse ve ƒ bir de¤iflkenli bir fonksiyon-

sa, ƒ fonksiyonunu a dizisinin her terimine uygula-

yarak yeni bir 

ƒ(a) = (ƒ(a1), ƒ(a2), ƒ(a3), ... )

dizisi elde edebiliriz. fiimdi bu yeni dizi elde etme

yöntemini bilgisayara ö¤retelim.

> (define sfonksiyon1 (lambda (f s)

(scons (f s1) (sfonksiyon1 f s′))))

“lambda (f s)” komutundan anlafl›ld›¤› üzere,

sfonksiyon1 fonksiyonu, bir ƒ fonksiyonuna ve bir

s dizisine uygulan›yor ve yeni bir dizi elde ediliyor.

Yeni dizi, ƒ fonksiyonu s dizisinin her terimine uy-

gulanarak elde ediliyor. Örne¤in, s, say›lardan olu-

flan bir listeyse ve ƒ, 2’yle çarpmak fonksiyonuysa,

yani (lambda (x) (* x 2)) fonksiyonuysa, yukarda-

ki yöntemle listenin her terimini 2’yle çarpabiliriz.

sfonksiyon1 yöntemini hemen uygulayal›m:

>(ilkn (sfonksiyon1 (lambda (x) (* x 2)) birdizisi) 5)

(2 2 2 2 2)

Tamsay›lar. Birdizisi çok ilginç bir örnek ol-

mad›. fiuna ne dersiniz?

>(define budane (scons 1 (stopla birdizisi budane)))

Bu dizinin ne oldu¤unu görebildiniz mi?

budane = (1, birdizisi + budane)

yani,

budane = (1, 1111... + budane)

Altalta yazacak olursak budane’yi daha kolay bu-

luruz:
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 1 1 111...
 1
   1 1111...
   1
     11111...

...

budane

budane

ilk terim
birdizisi

budane

budane
...

s-topla

s-topla

s-topla

1 2 3... 



Budane’nin birinci terimi 1. Bu, programdan

belli. (n+1)-inci terimiyse, birdizisiyle budane dizi-

lerinin n-inci terimlerinin toplam›... Demek ki ikin-

ci terimi 1 + 1 = 2, üçüncü terimi 1 + 2 = 3, ... 

Bakal›m:

>(ilkn budane 10)

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10)

Pozitif tamsay›lar... Hem de hepsi!.. Dizimize

budane yerine daha uygun bir ad verelim:

>(define tamsayılar (scons 1 (stopla birdizisi tamsayılar)))

Katlar›. Tamsay›lar dizisinin tüm terimlerini

bir n sabitiyle çarp›p (n, 2n, 3n, 4n, ...) dizisini el-

de edelim:

>(define katları (lambda (n)

(sfonksiyon1 (lambda (x) (* x n)) tamsayılar)))

Böylece, tamsay›lar dizisinin tüm terimlerini n sa-

bitiyle çarpm›fl oluruz. n = 7 için deneyelim:

>(ilkn (katları 7) 13)

(7 14 21 28 35 42 49 56 63 70 77 84 91)

Kareler ve küpler. Do¤al say›lar›n üçüncü güç-

lerinden oluflan 1, 8, 27, 81, 243, ... dizisini olufl-

tural›m.

(define kare (lambda (x) (* x x)))

(define küp (lambda (x) (* x x x)))

(define kareler (sfonksiyon1 kare tamsayılar))

(define küpler (sfonksiyon1 küp tamsayılar))

>(ilkn küpler 6)

(1 8 27 64 125 216)

n’nin Güçleri. Yaz›n›n bafl›nda da söyledi¤imiz

gibi, Hamming’in problemini çözmek için,

1, 2, 4, 8, 16, ...

1, 3, 9, 27, 81, ...

1, 5, 25, 125, 625, ...

gibi belli bir n say›s›n›n güçlerinden oluflan

1, n, n2, n3, n4, n5, ...

dizisine ihtiyac›m›z olacak. Hemen yazal›m.

>(define güçler (lambda (n) (scons 1

(sfonksiyon1 (lambda (x) (* x n)) (güçler n)))))

>(ilkn (güçler 3) 8)

(1 3 9 27 81 243 729 2187)

Sbirlefl. Küçükten büyü¤e s›ralanm›fl iki dizi-

miz olsun. Bunlar› birlefltirebilir miyiz? Evet! Ge-

çen say›da gördü¤ümüz, sonlu listelerin birlefltiril-

mesi için kullan›lan yöntem bize yetecek. Ama di-

zinin sonunu kontrol edemeyiz ve etmeyece¤iz de,

dizinin sonu yok ki kontrol edelim! Bir önceki sa-

y›da sözünü etti¤imiz “birlefltir” yöntemini kulla-

naca¤›z. Bu yöntemin ad›n› art›k sbirlefl olarak de-

¤ifltiriyoruz.

E¤er “s›ra” herhangi bir s›ralamaysa (burada-

ki “herhangi” s›fat› önemli olacak, örne¤in “s›ra”

say›lar aras›ndaki aflina oldu¤umuz < s›ralamas›

olabilir), a ve b dizilerini flöyle birlefltirebiliriz:

>(define sbirleş (lambda (sıra a b)

(cond ((sıra a1 b1) (scons a1 (sbirleş sıra a′ b)))

(else (scons b1 (sbirleş sıra a b′))))))
Bu program›n ne yapt›¤›n› afla¤›daki gri kare-

de de görebiliriz. lambda (s›ra a b) komutundan da

anlafl›laca¤› üzere, sbirlefl fonksiyonunun, bir “s›-

ra” s›ralamas›na ve iki diziye ihtiyac› var. E¤er a ve

b dizileri “s›ra” s›ralamas›yla dizilmifllerse, bu

program sayesinde gerçekten de “s›ra” s›ralama-

s›yla birlefltirilerek dizilmifl bir dizi elde ederiz1.

fiimdi 3’ün katlar›ndan oluflan (katlar› 3) s›ra-

l› dizisiyle 5’in katlar›ndan oluflan (katlar› 5) s›ral›

dizisini sbirlefl kullanarak birlefltirelim. (Yukardaki

“s›ra” s›ralamas› yerine bildi¤imiz < s›ralamas›n›

kullanaca¤›z elbet.)

>(ilkn (sbirleş < (katları 3) (katları 5)) 16)

(3 5 6 9 10 12 15 15 18 20 21 24 25 27 30 30)

3’ün ve 5’in katlar›ndan oluflan iki sonsuz dizi-

yi s›ralad›k. Bu programda 3 × 5 = 15’in katlar› iki

kez yaz›l›yor, ama flimdilik umursamayal›m bunu.

‹kiden fazla, diyelim üç diziyi birlefltirmek de

çok kolay. Önce ikisini birlefltirip, sonucu di¤eriy-

le birlefltiririz.

>(ilkn (sbirleş < (katları 7) (sbirleş < (katları 3) (katları 5))) 21)

(3 5 6 7 9 10 12 14 15 15 18 20 21 21 24 25 27 28 30 30 33)

Böylece kendi içinde s›ral› dizileri, yine s›ral›

biçimde birlefltirebiliriz.
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1 Burada, aflina oldu¤umuz < s›ralamas› yerine herhangi bir bafl-

ka s›ralama, hatta bir yar›s›ralama bile kullanabilirdik. Tan›m-

lanan sbirlefl fonksiyonu her yar›s›ralama için iki listeyi o ya-

r›s›ralamaya göre birlefltirir.

s1 = a1a2a3a4... ve s2 = b1b2b3b4...

dizilerini ≤ s›ralamas›na göre

sbirlefl’tirmek için

a1 ≤ b1 ise, a1’i bafla koy

ve a1’in ard›na

s1 = a2a3a4a5...

s2 = b1b2b3b4...

dizilerinin ≤ s›ralamas›na

göre sbirlefl’tirilmiflini koy.

a1 > b1 ise, b1’i bafla koy

ve b1’in ard›na

s1 = a1a2a3a4...

s2 = b2b3b4b5...

dizilerinin ≤ s›ralamas›na göre

sbirlefl’tirilmiflini koy.



Haming Say›lar›. Bu bölümde Hamming’in so-

rusunu çözece¤iz. Önce daha basit bir problemi ele

alal›m: (3, 5), (2, 2), (7, 4) gibi pozitif do¤al say›

çiftlerini bir biçimde s›ralayal›m. Bu soruyu çözdü-

¤ümüzde, buna benzer sorular›n çözümü için ad›m

atm›fl olaca¤›z ve özellikle Hamming’in sorusunun

çözümüne yaklaflm›fl olaca¤›z.

S›ralamak istedi¤imiz say› çiftleri flunlar:

Bu say› çiftlerini hangi s›ralamaya göre s›rala-

yaca¤›m›z› bilmemiz gerekiyor elbet. Ne de olsa,

say› çiftleri do¤al bir biçimde s›ralanm›fl olarak

karfl›m›za ç›kmazlar. S›ralamay› afla¤›daki tablo-

daki gibi çapraz yapabiliriz. Yani s›ralamam›z flöy-

le olabilir: (1, 1) ∠ (2, 1) ∠ (1, 2) ∠ (3, 1) ∠ (2, 2)

∠ (1, 3) ∠ (4, 1) ∠ (3, 2) ∠ (2, 3) ∠ (1, 4) ∠ (5, 1)

∠ (4, 2) ∠ (3, 3) ∠ (2, 4) ∠ (1, 5) ∠ (6, 1) ∠ ...

Bu s›ralamaya çapraz s›ralama diyelim.

fiimdi yukardaki fikri programlayabilece¤i-

mizi görece¤iz. Elimiz

de¤miflken, sadece (i, j)

say› çiftlerini de¤il, iki

de¤iflkenli bir ƒ fonksi-

yonu ve iki a ve b dizisi

için, (ƒ(ai, bj))i,j famil-

yas›n› yukar›daki tablo-

da görüldü¤ü gibi çap-

raz ya da herhangi bir

baflka s›ralanmayla di-

zilmifl bir dizi halinde

yazaca¤›z. Buradaki ƒ

fonksiyonu, ƒ(x, y) = xy

ya da ƒ(x, y) = (x, y) gi-

bi herhangi bir fonksiyon olabilir. 

Ad›na sƒ diyece¤imiz ve de¤erleri diziler olan

bir fonksiyonun program›n› yazaca¤›z. sƒ’nin,

• bir ƒ fonksiyonu,

• bir “s›ra” s›ralamas› ve

• iki a ve b dizisi

olmak üzere dört de¤iflkeni olacak. Buradaki ƒ,

tekrar ediyoruz, toplama, çarpma ya da cons gibi a

ve b’nin terimlerine uygulanabilen iki de¤iflkenli

herhangi bir fonksiyon olabilir. sƒ(ƒ, s›ra, a, b) di-

zisi (ƒ(ai, bj))i,j familyas›n› “s›ra” s›ralamas›yla s›-

raya dizecek, yani bir dizi haline dönüfltürecek, sa-

dece dizinin birinci terimi ƒ(a1, b1) olacak. sƒ(ƒ, s›-

ra, a, b) dizisinin kuyru¤unu bulmak için yukar›-

daki flekildeki α, β ve γ dizilerini α * (β * γ) s›ras›y-

la sbirlefltirece¤iz, yani,

sf(ƒ, s›ra a, b) = (ƒ(a1, b1), sbirlefl(α, sbirlefl(β, γ)))
olacak.

‹flte program:

>(define sf (lambda (f sıra a b) (scons (f a1 b1) 

(sbirleş sıra (sfonksiyon1 (lambda (x) (f a1 x)) b′)
(sbirleş sıra (sf f sıra a′ b′)
(sfonksiyon1 (lambda (x) (f x b1)) a′))))))

ve iflte aç›klamas›:
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       1       2       3        4       5     ...
1  (1,1)  (2,1)  (3,1)  (4,1)  (5,1)  ...
2  (1,2)  (2,2)  (3,2)  (4,2)  (5,2)  ...
3  (1,3)  (2,3)  (3,3)  (4,3)  (5,3)  ...
4  (1,4)  (2,4)  (3,4)  (4,4)  (5,4)  ...
5  (1,5)  (2,5)  (3,5)  (4,5)  (5,5)  ...
      ...      ...       ...   ...      ...     ...

       1       2       3        4       5     ...
1  (1,1)  (2,1)  (3,1)  (4,1)  (5,1)  ...
2  (1,2)  (2,2)  (3,2)  (4,2)  (5,2)  ...
3  (1,3)  (2,3)  (3,3)  (4,3)  (5,3)  ...
4  (1,4)  (2,4)  (3,4)  (4,4)  (5,4)  ...
5  (1,5)  (2,5)  (3,5)  (4,5)  (5,5)  ...
      ...      ...       ...   ...      ...     ...
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α(a, b) dizisi

sf(ƒ, s›ra, a, b)’nin birinci terimi
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>(define sf (lambda (f s›ra a b)

 (scons (f a1 b1)

 (sbirlefl s›ra

(sfonksiyon1 (lambda (x) (f a1 x)) b′)

 (sbirlefl s›ra

(sf f s›ra a′ b′)

 (sfonksiyon1 (lambda (x) (f x b1)) a′))))))

Tan›mlanan sf fonksiyonunun dört de¤iflkeni var: ƒ ad›n› verdi¤imiz
iki de¤iflkenli bir fonksiyon, “s›ra” ad›n› verdi¤imiz bir s›ralama
ve a ve b ad›n› verdi¤imiz iki dizi. Sonuç gene bir dizi ç›kacak.

Sonuç dizinin birinci terimi ƒ(a
1
, b

1
)

(“s›ra”dan ba¤›ms›z).

Sonuç dizinin sonraki terimleri
afla¤›daki iki dizinin sbirleflti-
rilmesiyle oluflacak.

sbirlefltirilecek birinci dizi
ƒ(a

1
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2
), ƒ(a

1
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3
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1
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4
), ...

sbirlefltirilecek ikinci dizi
afla¤›daki iki dizinin sbirlefl-
tirilmesiyle oluflacak.

Birinci dizi, tan›mlanmak üzere
olan sf fonksiyonunun ƒ’ye,
“s›ra”ya ve a ve b’nin kuyruklar›na
uygulanarak elde edilen dizi.

‹kinci dizi,
ƒ(a

2
, b

1
), ƒ(a

3
, b

1
), ƒ(a

4
, b

1
), ...

dizisi



‹lk 19 Hamming say›s›n› görelim:

>(ilkn (sf * < (güçler 7) (sf * < (güçler 5) (güçler 3))) 19)

(1 3 5 7 9 15 21 25 27 35 45 49 63 75 81 105 125 135 147)

Bu yöntemin baflka problemlere de uygulana-

bilirli¤i üzerine birkaç örnek görelim. Önce kolay

bir problemi ele alaca¤›z, sonra problemimiz daha

ilginç olacak.

Say› Çiftlerini S›ralamak. Say› çiftlerini çapraz

s›ralamayla s›ralayal›m/dizelim. Çapraz s›ralamaya

bir daha bakal›m: (1, 1) ∠ (1, 2) ∠ (2, 1) ∠ (1, 3)

∠ (2, 2) ∠ (3, 1) ∠ (1, 4) ∠ (2, 3) ∠ (3, 2) ∠ (4, 1)

∠ (1, 5) ∠ (2, 4) ∠ (3, 3) ∠ ...

(a, b) say› çiftinin derecesi a + b olsun. Örne-

¤in:

Derecesi 2 olan: (1, 1).

Derecesi 3 olan: (1, 2) ve (2, 1).

Derecesi 4 olan: (1, 3), (2, 2) ve (3, 1).

Görüldü¤ü gibi çapraz s›ralamada say› çiftleri

önce derecelerine göre s›ralanm›fllar; ayn› derece-

deki say› çiftleri daha sonra ikinci koordinatlar›na

göre s›ralanm›fllar. Çözmek istedi¤imiz probleme

göre bir baflka derecelendirme de alabilirdik. Yu-

kardaki derece kavram›na çapraz-derece diyelim.

‹flte çapraz-derece fonksiyonunun program›:

>(define çapraz-derece (lambda (p) (+ (car p) (cdr p))))

Anlafl›laca¤› üzere, p = (p1, p2) çiftiyse,

çapraz-derece(p) = p1 + p2 oluyor.

Derecelendirme fonksiyonunu bir (yar›-)s›rala-

maya dönüfltürelim:

>(define derece->sıra (lambda (derece) (lambda (a b)

(< (derece a) (derece b)))))

Yukardaki derece-s›ra asl›nda “evet” ya da

“hay›r” yan›tlar›ndan birini veren bir fonksiyon.

Girdi olarak bir derece fonksiyonu veriliyor. E¤er

derece(a) < derece(b) ise yan›t “evet” oluyor, yok-

sa “hay›r” oluyor.

Art›k çapraz s›ralanm›fl say› çiftleri dizisini

oluflturabiliriz:

>(ilkn (sf cons (derece->sıra çapraz-derece) tamsayılar tam-

sayılar) 9)

((1 . 1) (2 . 1) (1 . 2) (3 . 1) (2 . 2) (1 . 3) (4 . 1) (3 . 2) (2 . 3))

‹flin güzel taraf›, bu diziyi de¤iflik biçimde s›rala-

mak istedi¤imizde tek yapmam›z gereken s›ralama-

y› de¤ifltirmek olacakt›r. Mesela, tamsay› ikililerimi-

zi bir düzlemdeki koordinatlar olarak yorumlay›p,

orijine uzakl›klar›na göre s›ralamak isteyebiliriz.

(define mesafe-derece (lambda (p) (+ (kare (car p)) (kare

(cdr p)))))

>(ilkn (sf cons (derece->sıra mesafe-derece) tamsayılar tam-

sayılar) 9)

((1 . 1) (2 . 1) (1 . 2) (2 . 2) (3 . 1) (1 . 3) (3 . 2) (2 . 3) (4 . 1))

Ramanujan Say›lar›. Ramanujan ve Hardy’nin

meflhur hikâyesini bilirsiniz, bilmiyorsan›z yaz›n›n

sonundaki gri karede bu hikâyeyi bulabilirsiniz. ‹ki

küpün toplam› olarak iki ayr› flekilde yaz›labilen

say›lara Ramanujan say›lar› diyoruz. Örne¤in,

1729 = 123 + 13 = 103 + 93

eflitli¤inden dolay›, 1729 bir Ramanujan say›s›d›r. 

Amac›m›z Ramanujan say›lar›n› bir dizi halin-

de yazmak. Yazaca¤›m›z program, tüm olas› küp

toplamlar›ndan bir dizi oluflturacak ve bir süzgeç

ile çift olanlar› eleyecek.

Do¤al say›lar›n küplerinden oluflan (a3, b3)

çiftlerini alaca¤›z. Bunlar› s›raya dizmesini biliyo-

ruz. Bu çiftlerin koordinatlar›n› toplay›p a3 + b3

say›s›n› elde edece¤iz ve tekrar eden de¤erleri bula-

ca¤›z. Ancak (a3, b3) ve (b3, a3) çiftini ayr› ayr› sa-

yarsak, o zaman a ≠ b için (a3, b3) ve (b3, a3) ayn›

toplam› verir. Bu yüzden ikilileri oluflturma yönte-

mimizi biraz de¤ifltirece¤iz.

>(define sf-uops (lambda (f sıra a b)

(scons (f a1 b1) (sbirleş sıra (sfonksiyon1

(lambda (x) (f a1 x)) b′) (sf-uops f sıra a′ b′)))))
>(ilkn (sf-uops cons (derece->sıra çapraz-derece) 

tamsayılar tamsayılar)  9)

((1 . 1) (1 . 2) (2 . 2) (1 . 3) (2 . 3) (1 . 4) (3 . 3) (2 . 4) (1 . 5))

Art›k sadece (1,2) üretiliyor ve (2,1) atlan›yor.

Tüm ikililer için özyinelemeli olarak bu yap›ld›¤›n-

da, tam istedi¤imiz gibi bir dizimiz olacakt›r.

Bir dizinin içinde birden fazla geçen terimleri

yakalayan bir fonksiyon yazal›m:

>(define tekrar-eden-değerleri-bul (lambda (s)

(cond ((= s1 s2) (scons s1 (tekrar-eden-değerleri-bul s′)))
(else (tekrar-eden-değerleri-bul s′)))))

(Not: Yukardaki programdaki s2, (scar (scdr s))

anlam›na geldi¤ini an›msat›r›z.)

Art›k Ramanujan say›lar›ndan bir dizi olufltu-

rabiliriz:

>(ilkn (tekrar-eden-değerleri-bul

(sf-uops + < küpler küpler)) 16)

(1729 4104 13832 20683 32832 39312 40033 46683 64232

65728 110656 110808 134379 149389 165464 171288)

Dizimizin ilk terimi, Hardy’nin hiç ilginç bul-

mad›¤› taksi plakas› olan 1729.

Ramanujan say›lar›n› oluflturan tamsay› ikilile-

rinden bir dizi oluflturma sorusunu okura b›rak›yo-
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ruz. Kendinden önce gelen Ramanujan say›lar›yla

ba¤lant›l› olanlar› elemek de güzel problem olabilir.

Örne¤in 13832, 243 + 23 ve 203 + 183 olarak yaz›-

l›r. ‹lk Ramanujan say›s› olan 1729’u oluflturan sa-

y›lar› 2’yle çarp›nca bu de¤erleri elde ediyoruz. Da-

ha birçok fley deneyebiliriz. Üç say›n›n küpleri top-

lam› olarak iki farkl› flekilde yaz›labilen say›lar› bul-

mak gibi. Veya iki say›n›n küpleri toplam› olarak

üç ayr› flekilde ifade edilen say›lar araflt›r›labilir.

fiöyle bir diyalog geçti¤ini düflünsenize:

Hardy: Bindi¤im taksinin plakas› çok saçmay-

d›, 87539319.

Ramanujan: Hay›r Hardy! Hay›r Hardy! Bu

çok ilginç bir say›d›r. ‹ki say›n›n küplerinin topla-

m› olarak üç ayr› flekilde yaz›labilen en küçük say›

87539319’dur: 87539319  = 2553 + 4143 = 2283

+ 4233 = 1673 + 4363.

Biraz önce yazd›¤›m›z program üzerinde bir-

kaç de¤ifliklik yeni problemimizi de çözecektir.

Sadece özyineleme kullanarak yapt›klar›m›z

dikkat çekicidir; programc›l›¤›n özü olarak kabul

edilen döngü ve de¤er aktarma (assignment) araç-

lar› hiç kullanmadan zor bir problemi çözdük.

Kullanabilece¤imiz araçlar› k›s›tlayarak daha zor

problemler çözebildik. Bu tan›mlar› ve testleri yük-

lemek için: http://cs.bilgi.edu.tr/pages/academic_

staff/lecturers/chris_stephenson/hamming2004.html♦

94

Matematik Dünyas›, 2004 Güz

Yaz›da Kullan›lan Tan›mlar
(define-macro scons (lambda (x y) `(cons ,x (delay ,y))))
(define scar car)
(define scdr (lambda (s) (force (cdr s))))
(define birdizisi (scons 1 birdizisi))
(define ilkn (lambda (s n) (cond ((< n 1) ‘()) (else (cons (scar s) (ilkn (scdr s) (- n 1)))))))
(define stopla (lambda (a b) (scons (+ (scar a) (scar b)) (stopla (scdr a) (scdr b)))))
(define sçarp (lambda (a b) (scons (* (scar a) (scar b)) (sçarp (scdr a) (scdr b)))))
(define sfonksiyon2 (lambda (f a b) (scons (f (scar a) (scar b)) (sfonksiyon2 f (scdr a) (scdr b)))))
(define sfonksiyon1 (lambda (f a) (scons (f (scar a)) (sfonksiyon1 f (scdr a)))))
(define tamsayılar (scons 1 (stopla birdizisi tamsayılar)))
(define katları (lambda (n) (sfonksiyon1 (lambda (x) (* x n)) tamsayılar)))
(define kare (lambda (x) (* x x)))
(define küp (lambda (x) (* x x x)))
(define kareler (sfonksiyon1 kare tamsayılar))
(define küpler (sfonksiyon1 küp tamsayılar))
(define güçler (lambda (n) (scons 1 (sfonksiyon1 (lambda (x) (* x n)) (güçler n)))))
(define sbirleş (lambda (sıra a b) (cond ((sıra (scar a) (scar b)) (scons (scar a) (sbirleş sıra (scdr a) b)))

(else (scons (scar b) (sbirleş sıra a (scdr b)))))))
(define sf (lambda (f sıra a b) (scons (f (scar a) (scar b)) (sbirleş sıra (sfonksiyon1 (lambda (x) ( f (scar a) x)) (scdr b))

(sbirleş sıra (sf f sıra (scdr a) (scdr b)) (sfonksiyon1 (lambda (x) (f x (scar b))) (scdr a)))))))
(define çapraz-derece (lambda (p) (+ (car p) (cdr p))))
(define derece->sıra (lambda (derece) (lambda (a b) (< (derece a) (derece b)))))
(define mesafe-derece (lambda (p) (+ (kare (car p)) (kare (cdr p)))))
(define sf-uops (lambda (f sıra a b) (scons (f (scar a) (scar b)) (sbirleş sıra (sfonksiyon1 (lambda (x) (f (scar a) x)) (scdr b))

(sf-uops f sıra (scdr a)(scdr b))))))
(define tekrar-eden-değerleri-bul (lambda (s) (cond ((= (scar s) (scar (scdr s)))

(scons (scar s) (tekrar-eden-değerleri-bul (scdr s)))) (else (tekrar-eden-değerleri-bul (scdr s))))))

Ramanujan (1887-1920)

Bir Hint dahisidir. Analitik say›lar kuram›na

(örne¤in sonsuz toplamlara ve çarp›mlara) çok

önemli katk›lar› olmufltur. 15 yafl›nda üçüncü ve

dördüncü dereceden denklemleri çözmeyi baflar-

d›. Üniversiteye gitmedi. 23 yafl›nda, buldu¤u so-

nuçlar› ünlü ‹ngiliz matematikçisi Hardy’ye yol-

lad›. Hardy’yle yak›n arkadafl› Littlewood mek-

tubu uzun süre dikkatle incelediler ve Ramanu-

jan’a s›cak bir mektup yazd›lar. 27 yafl›nda

Londra’ya Hardy’nin yan›na geldi. Ancak ‹ngiliz

mutfa¤›na al›flamad›. Birinci Dünya Savafl› da

özel besinlerin bulunmas›n› zorlaflt›r›yordu. Sa¤-

l›k problemleri baflgösterdi. 1917’de ciddi ola-

rak rahats›zland› ve 1920’de öldü.

Ramanujan hasta yata¤›nda yatarken,

Hardy ziyaretine gelir. Hastas›n›n dikkatini sa¤-

l›ktan baflka konulara çekmek isteyen Hardy,

gelirken bindi¤i taksinin numaras›n›n 1729 ol-

du¤unu, bu say›n›n da hiç ilginç olmad›¤›n› söy-

ler. Ramanujan,

− Hay›r Hardy, der, çok ilginç bir say›d›r bu!

‹ki kübün toplam› olarak iki de¤iflik biçimde ya-

z›lan en küçük say›d›r...

O günden beri bu tür say›lara taksi say›lar›

da denir!


