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Bi|9isaval' Bilimi Kosesi

Ozyinelemeli Fonksiyonlarla

Sonsuz Listelerin Siralanmasi (s

ecen sayida ¢abuk isleyen bir siralama yon-
Gtemi gormistiik. Yontemimiz son derece
basitti. Kugiik listeleri siralamayi bildigimi-
zi varsayarak daha biiyiik listeleri siralamugtik, yani
siralamak icin matematikgilerin tiimevarim yonte-
mini kullanmustik. Siralanacak listeyi once ikiye bo-
lerek daha kisa iki liste bulmus, sonra bu iki kisa lis-
teyi (timevarimla) siralamus, ardindan bu iki sirali
kisa listeyi gene sirali bir bicimde birlegtirmistik.
Eger siralanacak liste (ya da kiime ya da dizi)
sonsuzsa, yukardaki timevarimsal yontem hicbir ise
yaramaz. Bazilarimin sandig gibi, oo — 1 ya da /2,
oo’dan daha kiiciik bir sey degildir! Dolayisiyla sonsuz
dizileri siralamak icin bagka bir yontem bulmalyiz.
1915-1998 arasinda yasamus, {inlii matematik-
¢i ve bilgisayar bilimi uzmani Ric-
hard Wesley Hamming s6yle bir
problem ortaya atar: Asal ¢arpanla-
r1 sadece 2, 3 ve 5 olan tim sayila-
rin siralanmig listesini tireten bir

program yazilabilir mi? Bu liste §6y-
le baslar: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12,
15, 16, 18, 20, 24, 25, 27, 30, ...
Program, bu sayilar1 kiicitkten biiytige tiretmeli ve

aming

bu 6zellige sahip olmayan sayilar: tiretmemeli.
Elbette ki sonsuz bir kiime bu. Yazacagimiz
program, girdi olarak # sayisini aldiginda listenin ilk
n elemanini kiigikten biiytige dogru sirayla vermeli.
Ik akla gelen yontem var, sayilari 2’den bagla-
yarak tek tek kontrol etmek ve 6zelligi saglyorsa lis-
teye eklemek, saglamiyorsa atmak. Ancak bu yon-
tem, bize epey vakit kaybettirecektir, ¢linkii sayilar
buyudikee, listeye eklenecek sayilarin araliklar: da
artacaktir, dolayisiyla bir sonraki Hamming sayisini
bulmak i¢in gereksiz bir¢ok sayiy1 kontrol edip atla-
mamiz gerekecek. Bu yontem basit ancak pahali bir
yontemdir. Ne demig atalarimiz: Vakit nakittir!
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Her sayiy1 kontrol etmeden, siralamak istedigi-
miz sayilar kiiciikten biiytige siral tireten bir yon-
tem bulmaliyiz.

Gereksiz sayilar1 kontrol etmekten kurtulmak
o kadar zor degil. Once 2’nin, 3’iin ve 5’in katlari-
ni yazalim:

1,2, 4,8, 16, ...

1,3,9,27, 81, ...

1, 5, 25,125, 625, ...

Sonra bu tg listedeki sayilari birbirleriyle carparak
elde ettigimiz sayilari siralayalim. Bu fikir de ol-
dukga basit. Bu yazida bu basit fikri nasil prog-
ramlayacagimiz1 gorecegiz.

Bulacagimiz yontemle ¢oziilen bir¢ok problem
vardir. Ornegin,

(a) Kartezyen diizlemde, yani bildigimiz R2’de,
koordinatlar1 dogal say1 olan noktalarin (0, 0)
noktasina olan uzakliklarina gore dizilmesi, ya da,

(b) 1ki tamsaymnin kiiplerinin toplami olarak
iki degisik bi¢imde yazilan sayilarin (yani Ramanu-
jan sayilarinin) listesinin bulunmasi (ki bu sayilar-
dan sonsuz tane oldugu biliniyor) problemleri bu-
rada agiklayacagimiz yontemle ¢ozilebilir.

Sonsuz Diziyi Bilgisayara Yiiklemek. Ik ¢nce
sonsuz bir diziyi bilgisayara yiiklemenin yolunu
bulmaliyiz. Her ne kadar (teorik bir programlama
aygiti olan) Turing makinasina sigacak bilginin
uzunlugunun tstsinir1 yoksa da, makina belli bir
anda ancak sonlu sayida bilgi barindirabilir. Ger-
cek, yani fiziksel bilgisayarlarsa gergekten sinirli-
dirlar, barindirabilecekleri bilginin uzunlugunun
(evrendeki pargacik sayisi gibi bir) tistsinirt vardir.
Bu durumda sonsuz listenin tamamini ayni anda
bilgisayara yliklememiz olanaksizdir.

Bu yazida da gegen yazimizin Scheme prog-
ramlama dilini kullanacagiz. Her ne kadar bu dili
http://www.drscheme.org/ sitesinden indirebilirse-
niz de, buna illa da gerek yok, o programlama di-



Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

li elinizin altinda olmadan da bu yazidaki prog-
ramlarin ne dedigini anlayabilirsiniz. Nitekim, bu
konulardan hi¢ cakmayan ve sadece birinci yaza-
rin asistanligi gorevini tstlenen ikinci yazar, Sche-
me programlama dilini ¢alistirmayi becerememis
ama yaziy1 ve programlari ¢cok zorlanmadan anla-
yabilmigtir.

Akum (stream) ya da daha matematiksel olmak
icin sonsuz dizi ya da kisaca dizi adini verecegimiz
yeni bir liste yapisi yardimimiza kosacak.

Gecgen sayimizda kullandigimiz sonlu listeler,
bir ilk terim ve onu izleyen (listenin kuyrugundaki)
bir bagka sonlu liste olarak tanimlanmisti. Kuyruk-
taki bu sonlu liste duruma gore bos olabiliyordu
(eger tek elemanli bir listeyle kargi kargiyaysak.)
Yani, bir listeyi tanimlamak igin,

liste = (listenin ilk terimi, listenin geri kalani)
esitligini kullanmustik.

Sonsuz dizileri de benzer sekilde iki parcali ele-
manlarla gosterecegiz. Ilk parca daha énce kullan-
digimiz listelerdeki gibi bir eleman (data) olacak.
Ikinci kismu1 gene kuyruktan olusacak:

dizi = (dizinin ilk terimi, dizinin geri kalani)
Ancak bu sefer, yukardakinden farkli olarak dizi-
nin son terimi olmayacak, dolayisiyla program sa-
dece dizinin baslangicini bilecek, en sonu olmadi-
gindan en sonunu bilemeyecek. Ote yandan veri-
len her 7 i¢in, program, dizinin z-inci terimin he-
saplayabilecek, ama istedigimizde hesaplayacak
yalnizca. Bir terim gerekmedigi siirece o terimi he-
saplamayacak. Boylece sonsuz dizimizin sadece
hesaplar icin gereken kismi bilgisayarin aklinda
tutulacak.

Bu yontemle sadece belli bir kurala bagh ola-
rak olugmug dizileri bilgisayara ytikleyebiliriz. Son-
suza kadar yaz tura atarak elde ettiginiz 0-1 dizi-
sini bu yontemle bilgisayara aktaramayiz.

Scheme’e diziyi tanimlamak icin, gecen sayi-
mizda listelerde kullandigimiz cons, car ve cdr
fonksiyonlarinin benzerleri olan scar, scdr ve scons
fonksiyonlarint kullanacagiz. Animsatalim: car,
listenin ilk terimini bulmaya; cdr, listenin ikinci ve
sonraki terimlerini, yani kuyrugunu bulmaya; cons
da bir terimi, bir listenin bagina getirerek yeni bir
liste olugturmamiza yariyordu. scar, scdr ve scons
komutlar1 sonsuz listeler i¢in ayn1 gorevi goriirler.
Scheme dilinin bu fonksiyonlari anlayabilmesi i¢in
once bunlarin tanimlanmasi gerekir elbet. Tanim-
lar agagida. (Bu programlari anlamaya ¢aligmayin,

konumuz bu degil. Yazimiz i¢in 6nemli olan, sade-
ce bu tanimlarin ¢alisiyor olmasi. Scheme’de ustte-
ki “Language” komutundan once “PLT”, sonra
“Pretty Big” dilini secin. Asagidakini ekranin st
boliimiine yazdiktan sonra sag taraftaki “Execute”
diigmesine basin.)
>(define-macro scons (lambda (x y)

‘(cons ,x (delay ,y))))

(define scar car)

(define scdr (lambda (s) (force (cdr s))))

Artik scons, scar, scdr fonksiyonlari tanim-
land:.

Yazilimda ve programlarin anlagilmasinda ko-
laylik olsun diye, bir a dizisinin terimlerini ay, a5,
as, ... olarak yazacagiz. Ayrica programlarimizda
“(scar a)” komutu yerine al ve “(scdr a)” komutu
yerine a’ yazacagiz, yani a’ simgesi a,, a3, dy, ... di-
zisi anlamina gelecek. Okur, asagidaki programla-
r1 scheme dilinde yazarken al yerine (scar a) ve a’
yerine (scdr a) yazmalidir. Bunun gibi (scar (scdr
s)) komutu yerine s2 yazacagiz.

Birdizisi. Hemen bir dizi olusturalim:
>(define birdizisi (scons 1 birdizisi))

Bu dizi neye benzedi? Birdizisi’nin birinci ele-
mani 1 ve geri kalan terimleri gene birdizisi’nin,
yani gene kendisinin terimleri... Bir bagka deyisle,

birdizisi = (1, birdizisi),
yani,

birdizisi = (1, (1, (1, (1, (1, birdizisi))))),

yani 1,1,1,1,1,1,... dizisi. Program

birdizisi = (1, birdizisi)
esitligini biliyor ama 1,1,1,1,1,1,... dizisi oldugunu
bilmiyor! Belki de gormezden geliyor demek daha
dogru olur. Dizinin terimlerini biz istemedikce he-
saplamiyor, yani diziyi bize gosteremiyor, yeterin-
ce yeri ve zamani yok!

Bakalim birdizisi neymis:
>birdizisi

(1. #<struct:promise>)

Ikinci ve sonraki terimleri:
>(scdr birdizisi)

(1. #<struct:promise>)

Ya tigiincii ve sonraki terimleri?
>(scdr (scdr birdizisi))

(1. #<struct:promise>)

Ne kadar ileri gidersek gidelim, listenin bagin-
da hep 1 elemani olacak. Yani birdizisi gercekten
1’lerden olusan bir dizi.
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[lkn. Cok kullanish bir program (ya da fonksi-
yon) yazalim. Adina ilkn diyecegimiz bu program
verilen bir s dizisinin ilk terimlerini bir liste halin-
de yazacak. Once programi yazalim, agiklamasini
hemen sonra yapacagiz.
>(define ilkn (lambda (s n) (cond ((< n 1) ()

(else (cons s1 (ilkn s’ (- n 1)))))))

“lambda (s n)” komutundan anlasilacag tizere,
burada iki degigkenli bir program tanimliyoruz. Bi-
rinci degisken olan s bir dizi, ikinci degisken olan 7
ise bir dogal say1 olacak. Buldugumuz bu ilkn prog-
ramu bize sonsuz bir s dizisinin ilk 7 terimini yazar.

Eger n = 0 ise, program () ile simgelenen bos-
diziyi veriyor. Eger n > 0 ise, program s dizisinin
ilk 7 terimini (s dizisinin ilk terimiyle, ilk terimi at-
tiktan sonra geri kalaninin ilk 7 — 1 terimini cons
komutuyla birlestirerek) veriyor. Birdizisi’nin ilk
15 terimini isteyelim:
>(ilkn birdizisi 15)

111111111 11111)

Goruldugi gibi birdizisi dizisi istedigimiz sayi-
da (yani sonsuz sayida) 1 icerecek. Boylece 1’ler-
den olugan sonsuz bir liste elde ettik.

Stopla. Adina stopla diyecegimiz verilen iki di-
ziyi terim terim toplayan bir program yazalim:
>(define stopla (lambda (a b) (scons (+ a1 b1) (stopla a’' b"))))

Yukardaki program, toplanacak olan a ve b
dizilerinin ilk terimlerini toplar ve scons ile bu top-
lam, a + b dizisinin ilk terimi olarak atanir. a + b
dizisinin geri kalani (kuyrugu yani), a ve b dizileri-
nin kuyruklarinin, tanimi verilen stopla progra-
miyla toplanmasindan olusur.

Deneyip gorelim; birdizisi’ni kendisiyle topla-
yip ilk 5 terimi soralim:
>(ilkn (stopla birdizisi birdizisi) 5)

(22222)

Scarp. Aynen yukardaki yontemle, stopla yerine
scarp ve + yerine * yazarak iki diziyi carpabiliriz:
>(define scarp (lambda (a b) (scons (* a1 b1) (sgarp a’ b"))))

Sfonksiyon2. Yukardaki iki 6rnegi genellesti-
rebiliriz. Toplama ve ¢arpma gibi iki degiskenli bir
f fonksiyonumuz ve f fonksiyonunu terimlerine
uygulayabilecegimiz iki a ve b dizimiz olsun.

flay, by), flay, by), flas, 193),
dizisini olusturmak istiyoruz. Aynen yukardaki gi-
bi yapabiliriz:
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>(define sfonksiyon2 (lambda (f a b)
(scons (f a1 b1) (sfonksiyon2 f a" b'))))

Goruldugt gibi sfonksiyon2’nin t¢ degigkeni
var: iki degiskenli bir fonksiyon ve iki dizi. Progra-
min verdigi sonu¢ aynen yukardaki dizi oluyor.
Ornegin, yukardaki stopla fonksiyonunu simdi
(sfonksiyon2 + a b) olarak yazabiliriz.
>(ilkn (sfonksiyon2 + birdizisi birdizisi) 5)

(222292)

Sfonksiyonl. Yukarda yaptigimizi iki degis-
kenli bir f fonksiyonu yerine bir degiskenli bir f
fonksiyonuyla yapabiliriz elbet. Eger a = (a4, a5,
as, ... ) bir diziyse ve f bir degiskenli bir fonksiyon-
sa, f fonksiyonunu a dizisinin her terimine uygula-
yarak yeni bir

f(a) = (flay), fla), flas) )
dizisi elde edebiliriz. Simdi bu yeni dizi elde etme
yontemini bilgisayara 6gretelim.
> (define sfonksiyon1 (lambda (f s)
(scons (f s1) (sfonksiyon1 f s))))

“lambda (f s)” komutundan anlasildig: tizere,
sfonksiyon1 fonksiyonu, bir f fonksiyonuna ve bir
s dizisine uygulaniyor ve yeni bir dizi elde ediliyor.
Yeni dizi, f fonksiyonu s dizisinin her terimine uy-
gulanarak elde ediliyor. Ornegin, s, sayilardan olu-
san bir listeyse ve f, 2’yle carpmak fonksiyonuysa,
yani (lambda (x) (* x 2)) fonksiyonuysa, yukarda-
ki yontemle listenin her terimini 2’yle ¢arpabiliriz.
sfonksiyon1 yontemini hemen uygulayalim:
>(ilkn (sfonksiyon1 (lambda (x) (* x 2)) birdizisi) 5)

(22222)

Tamsayilar. Birdizisi ¢ok ilging bir 6rnek ol-
madi. Suna ne dersiniz?
>(define budane (scons 1 (stopla birdizisi budane)))
Bu dizinin ne oldugunu gorebildiniz mi?
budane = (1, birdizisi + budane)
yani,
budane = (1, 1111... + budane)
Altalta yazacak olursak budane’yi daha kolay bu-

luruz:
ilk terim —1
birdizisi —;1 1111... le—— budane
1
s-topla 11111, [ budane
1 budane
s-topla 11111...
budane
s-topla
+
123...
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Budane’nin birinei terimi 1. Bu, programdan
belli. (7+1)-inci terimiyse, birdizisiyle budane dizi-
lerinin 7-inci terimlerinin toplamu... Demek ki ikin-
citerimi 1 + 1 = 2, iiclincii terimi 1 + 2 = 3, ...

Bakalim:
>(ilkn budane 10)

(12345678910)

Pozitif tamsayilar... Hem de hepsi!.. Dizimize

budane yerine daha uygun bir ad verelim:

>(define tamsayilar (scons 1 (stopla birdizisi tamsayilar)))

Katlari. Tamsayilar dizisinin tim terimlerini
bir 7 sabitiyle carpip (1, 2n, 31, 4n, ...) dizisini el-
de edelim:
>(define katlari (lambda (n)

(sfonksiyon1 (lambda (x) (* x n)) tamsayilar)))
Boylece, tamsayilar dizisinin tim terimlerini 7 sa-
bitiyle carpmus oluruz. # = 7 i¢in deneyelim:
>(ilkn (katlari 7) 13)

(714 2128 3542 49 56 63 70 77 84 91)

Kareler ve kiipler. Dogal sayilarin Gglinct giic-
lerinden olusan 1, 8, 27, 81, 243, ... dizisini olus-
turalim.

(define kare (lambda (x) (* x x)))

(define kip (lambda (x) (* x x X)))

(define kareler (sfonksiyon1 kare tamsayilar))
(define kupler (sfonksiyon1 kip tamsayilar))
>(ilkn kupler 6)

(182764125 216)

n’nin Giigleri. Yazinin baginda da soyledigimiz
gibi, Hamming’in problemini ¢6zmek igin,
1,2,4,8, 16, ..
1,3,9,27, 81, ...
1,5, 25,125, 625, ...
gibi belli bir 7 sayisinin giiglerinden olugan
1, n, n2, n3, n*, w3, ...
dizisine ihtiyacimiz olacak. Hemen yazalim.
>(define gugler (lambda (n) (scons 1
(sfonksiyon1 (lambda (x) (* x n)) (gugler n)))))
>(ilkn (glgler 3) 8)
(1392781243729 2187)

Sbirles. Kiiciikten biiytge siralanmug iki dizi-
miz olsun. Bunlari birlegtirebilir miyiz? Evet! Ge-
cen sayida gordigumiuz, sonlu listelerin birlegtiril-
mesi i¢in kullanilan yontem bize yetecek. Ama di-
zinin sonunu kontrol edemeyiz ve etmeyecegiz de,
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dizinin sonu yok ki kontrol edelim! Bir onceki sa-
yida soztint ettigimiz “birlestir” yontemini kulla-
nacagiz. Bu yontemin adini artik sbirles olarak de-
gistiriyoruz.

Eger “sira” herhangi bir siralamaysa (burada-
ki “herhangi” sifati onemli olacak, 6rnegin “sira”
sayilar arasindaki asina oldugumuz < siralamasi
olabilir), a ve b dizilerini soyle birlestirebiliriz:
>(define sbirles (lambda (sira a b)

(cond ((sira a1 b1) (scons a1 (sbirles sira a' b)))
(else (scons b1 (sbirles sira a b"))))))

Bu programin ne yaptigini asagidaki gri kare-

de de gorebiliriz. lambda (sira a b) komutundan da

<«

anlagilacag tizere, sbirles fonksiyonunun, bir “si-

ra” siralamasina ve iki diziye ihtiyaci var. Eger a ve
b dizileri “sira” siralamasiyla dizilmislerse, bu
program sayesinde gercekten de “sira” siralama-
styla birlestirilerek dizilmis bir dizi elde ederiz!.

S1= 6114261344... Ve sy = b1b2b3b4...
dizilerini < siralamasina gore
sbirleg’tirmek igin

/\

ay < b ise, a;’i basa koy ay > by ise, by’i basa koy

ve a;’in ardina ve by’in ardina

S$1= d1ﬂ243ﬂ4...

Sy = b2b3b4b5...

dizilerinin < siralamasina gore
sbirleg’tirilmisini koy.

S| = ayaza,as...
5y= bibybsby..
dizilerinin < siralamasina
gore sbirleg’tirilmigini koy.
Simdi 3’in katlarindan olusan (katlari 3) sira-
L1 dizisiyle 5’in katlarindan olusan (katlar1 5) sirali
dizisini sbirles kullanarak birlestirelim. (Yukardaki
“sira” siralamasi yerine bildigimiz < siralamasini
kullanacagiz elbet.)
>(ilkn (sbirles < (katlari 3) (katlari 5)) 16)
(356910121515 18 20 21 24 25 27 30 30)
3’tn ve 5’in katlarindan olugan iki sonsuz dizi-
yi siraladik. Bu programda 3 x 5 = 15’in katlar: iki
kez yaziliyor, ama simdilik umursamayalim bunu.
Ikiden fazla, diyelim ii¢ diziyi birlestirmek de
cok kolay. Once ikisini birlestirip, sonucu digeriy-
le birlestiririz.
>(ilkn (sbirles < (katlari 7) (sbirles < (katlari 3) (katlari 5))) 21)
(35679101214 15151820 21 21 24 25 27 28 30 30 33)
Boylece kendi iginde sirali dizileri, yine sirali
bi¢imde birlegtirebiliriz.

1 Burada, agina oldugumuz < siralamas yerine herhangi bir bas-
ka siralama, hatta bir yarisiralama bile kullanabilirdik. Tanim-
lanan sbirleg fonksiyonu her yarisiralama igin iki listeyi o ya-
risiralamaya gore birlegtirir.
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Haming Sayilart. Bu bolimde Hamming’in so-
rusunu ¢ozecegiz. Once daha basit bir problemi ele
alalim: (3, 5), (2,2
ciftlerini bir bigimde siralayalim. Bu soruyu ¢ozdu-

), (7, 4) gibi pozitif dogal say1

gumuzde, buna benzer sorularin ¢6ziimii i¢in adim
atmis olacagiz ve ozellikle Hamming’in sorusunun
¢oziimiine yaklagmis olacagiz.

Siralamak istedigimiz say: ciftleri sunlar:

Bu sayi iftlerini hangi siralamaya gore sirala-
yacagimizi bilmemiz gerekiyor elbet. Ne de olsa,
say1 ciftleri dogal bir bicimde siralanmis olarak
kargimiza ¢ikmazlar. Siralamay: asagidaki tablo-

| 1 2 3 4 S .
TH(1,1) (251) (351) (451) (51) .
2|(2)" (2:2) (3:2) (42) (5,2) .
3 &,3) (25377(3:377(4,3) (5,3) .
4| (1A) (2547 (3,4) (44) (5,4) .
5 (.1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) .

daki gibi ¢apraz yapabiliriz. Yani siralamamiz $oy-
le olabilir: (1, 1) £ (2,1) £ (1,2) £ (3, 1) £ (2, 2)
Z(1,3) £ (4,1) £(3,2) £(2,3) £ (1,4) £ (5, 1)
Z(4,2) £ (3,3) £ (2,4) Z(1,5) £ (6,1) £

Bu siralamaya capraz swralama diyelim.

| a4 ) a3 A4
1| f(a 13b1) f(-aj»bl)__,_f(ﬂgsb ) f(ﬂ4,l71)
2 f(‘l‘l’bz_) ..... [lass 2)-,__f.-(ﬂ3’ 5) flagyby)
3| Lhaqsty)  flaysby) flassh )__ [lagsby)
4| flaysby)  flayst 4)_ ,,,,, flagsby) flay,by)
S| [lapbs] flassbsT flas,bs) flag,bs)

Simdi yukardaki fikri programlayabilecegi-
mizi gorecegiz. Elimiz
degmisken, sadece (i, f)
say1 ciftlerini degil, iki
degiskenli bir f fonksi-

Sonug dizinin birinci terimi f(a,, b;)
(“sira”dan bag1m51z)

bi herhangi bir fonksiyon olabilir.

Adina sf diyecegimiz ve degerleri diziler olan
bir fonksiyonun programini yazacagiz. sf’nin,

e bir f fonksiyonu,

® bir “sira” siralamasi ve

e iki a ve b dizisi
olmak tizere dort degiskeni olacak. Buradaki f,
tekrar ediyoruz, toplama, carpma ya da cons gibi a
ve b’nin terimlerine uygulanabilen iki degiskenli
herhangi bir fonksiyon olabilir. sf(f, sira, a, b) di-
zisi (f(aj, b)));

raya dizecek, yani bir dizi haline donuistiirecek, sa-

familyasint “sira” siralamasiyla si-

sf(f, sira, a, b)’nin birinci terimi

4 ) a3 a4
b, f(“lfbﬂ flay, by)| flas, by)| flay, by) le—7(a, b) dizisi
b, | flay, by) | flay, by)| flas, by)| flay, by)
b3 flay, b3) flay, b3) f(a3> b3) flay, b3)
b4 flay, b4) flay, b4) flas, b4) flay, b4)
bs| flay, bs) | flay, bs) | flas, b) | flay, bs)
ala, b) dizisi B(a, b) dizisi sf’niTn fye, “sira”ya

ve bu kareye uygulanmasiyla elde
edilmigtir
dece dizinin birinci terimi f(aq, b¢) olacak. sf(f, si-
ra, a, b) dizisinin kuyrugunu bulmak i¢in yukari-
daki sekildeki o, B ve y dizilerini o * (B * y) sirasty-
la sbirlestirecegiz, yani,
sf(f, sira a, b) = (f(aq, bq), sbirleg(a, sbirles(B, v)))
olacak.
[ste program:

>(define sf (lambda (f sira a b) (scons (f a1 b1)

(sbirles sira (sfonksiyon1 (lambda (x) (f a1 x)) b’)

(sbirles sira (sff siraa’ b')

(sfonksiyon1 (lambda (x) (f x b1))

ve iste agiklamasi:

an»)

Tamimlanan sf fonksiyonunun dért degiskeni var: f adini verdigimiz
iki degiskenli bir fonksiyon, “sira” adini verdli miz bir siralama
ve a ve b adini verdigimiz iki dizi. Sonug gene

ir dizi ¢ikacak.
Sonug dizinin sonraki terimleri
agagidaki iki dizinin sbirlesti-

yonu ve iki a ve b dizisi
igin, (f(dl', bf))ls/ famil—
yasinmi yukaridaki tablo-

(scons (f al b1)
(sbirles sira

da goruldagu gibi cap-

>(define'sf (lambda (f sira a b)

(sfonksiyon1 (lambda (x) (f al x)) b’)

rilmesiyle olusacak.

/

| sbirlestirilecek birinci dizi
/ f(aly bz)s f(ap b3)9 f(ala b4)a
sbirlegtirilecek ikinci dizi
asagidaki iki dizinin sbirleg-

raz ya da herhangi bir
bagka siralanmayla di-
zilmig bir dizi halinde
Buradaki f
fonksiyonu, f(x, y) = xy
) = (x, y) gi-

yazacagiz.

ya da f(x, y

(sbirles sira /

(sf fsira a’ b’ )e—

tirilmesiyle olusacak.

Birinci dizi, tanimlanmak iizere

(sfonksiyon1 (lambda (x) (f x b1)) a’))))l)
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olan sf fonksiyonunun f’ye,
“sira”ya ve a ve b’nin kuyruklarina
uygulanarak elde edilen dizi.

Ikinci dizi,
f(az’ b ) f(a3a bl)a f(tl4, bl)a o

dizisi
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Ik 19 Hamming sayisini1 gorelim:
>(ilkn (sf * < (gugler 7) (sf * < (gUgler 5) (gtgler 3))) 19)
(1357915212527 354549637581 105 125 135 147)
Bu yontemin bagka problemlere de uygulana-
bilirligi {izerine birka¢ 6rnek gorelim. Once kolay
bir problemi ele alacagiz, sonra problemimiz daha
ilging olacak.

Sayi Ciftlerini Siralamak. Sayi ¢iftlerini ¢apraz
siralamayla siralayalim/dizelim. Capraz siralamaya
bir daha bakalm: (1, 1) 2 (1,2) £ (2,1) Z (1, 3)
£(2,2)£(3,1) £(1,4) £(2,3) £(3,2) £ (4, 1)
Z(1,5) 2 (2,4) £ (3,3) £ ...

(a, b) say1 ciftinin derecesi a + b olsun. Orne-
gin:

Derecesi 2 olan: (1, 1).

Derecesi 3 olan: (1, 2) ve (2, 1).

Derecesi 4 olan: (1, 3), (2, 2) ve (3, 1).

Goruldugn gibi capraz siralamada say: ¢iftleri
once derecelerine gore siralanmiglar; ayni derece-
deki sayi ciftleri daha sonra ikinci koordinatlarina
gore siralanmuglar. Cozmek istedigimiz probleme
gore bir bagka derecelendirme de alabilirdik. Yu-
kardaki derece kavramina ¢apraz-derece diyelim.
[ste capraz-derece fonksiyonunun programi:
>(define gapraz-derece (lambda (p) (+ (car p) (cdr p))))

Anlagilacagi tzere, p = (pq, ) ciftiyse,

capraz-derece(p) = py + p, oluyor.

Derecelendirme fonksiyonunu bir (yari-)sirala-
maya donustiirelim:
>(define derece->sira (lambda (derece) (lambda (a b)

(< (derece a) (derece b)))))

Yukardaki derece-sira aslinda “evet” ya da
“hayir” yanitlarindan birini veren bir fonksiyon.
Girdi olarak bir derece fonksiyonu veriliyor. Eger
derece(a) < derece(b) ise yanit “evet” oluyor, yok-
sa “hayir” oluyor.

Artik capraz siralanmus sayi giftleri dizisini
olusturabiliriz:
>(ilkn (sf cons (derece->sira gapraz-derece) tamsayilar tam-
sayilar) 9)

(. 1DE. )(1.2@.1)@.2)(1.3)@.1)(3.2)(2.3)

Isin giizel tarafi, bu diziyi degisik bicimde sirala-
mak istedigimizde tek yapmamiz gereken siralama-
y1 degistirmek olacaktir. Mesela, tamsayi ikililerimi-
zi bir diizlemdeki koordinatlar olarak yorumlayip,
orijine uzakliklarina gore siralamak isteyebiliriz.
(define mesafe-derece (lambda (p) (+ (kare (car p)) (kare

(cdr p)))
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>(ilkn (sf cons (derece->sira mesafe-derece) tamsayilar tam-
sayilar) 9)
(1.HE.1H(1.22.23.1)(1.3)(3.2)(2.3)(4.1))

Ramanujan Sayilari. Ramanujan ve Hardy’nin
meshur hikdyesini bilirsiniz, bilmiyorsaniz yazinin
sonundaki gri karede bu hikayeyi bulabilirsiniz. Tki
kiptn toplami olarak iki ayri sekilde yazilabilen
sayilara Ramanujan sayilan diyoruz. Ornegin,

1729 =123 + 13 =103 + 93
esitliginden dolayi, 1729 bir Ramanujan sayisidir.

Amacimiz Ramanujan sayilarimi bir dizi halin-
de yazmak. Yazacagimiz program, tiim olasi kiip
toplamlarindan bir dizi olusturacak ve bir stizgeg
ile ¢ift olanlari eleyecek.

Dogal sayilarin kiiplerinden olusan (a3, b3)
ciftlerini alacagiz. Bunlari siraya dizmesini biliyo-
ruz. Bu ciftlerin koordinatlarini toplayip a3 + b3
sayisini elde edecegiz ve tekrar eden degerleri bula-
cagiz. Ancak (a3, b3) ve (b3, a3) ciftini ayr1 ayr1 sa-
yarsak, o zaman a # b icin (a3, b3) ve (b3, a3) aym
toplamu verir. Bu yiizden ikilileri olugturma yonte-
mimizi biraz degistirecegiz.
>(define sf-uops (lambda (f sira a b)

(scons (f a1l b1) (sbirles sira (sfonksiyon1
(lambda (x) (f a1 x)) b") (sf-uops f sira a’ b")))))
>(ilkn (sf-uops cons (derece->sira gapraz-derece)
tamsayilar tamsayilar) 9)
(1. 1)(1.22.2(1.3)(2.3)(1.4)(3.3)(2.4)(1.5)

Artik sadece (1,2) tretiliyor ve (2,1) atlaniyor.
Tum ikililer i¢in 6zyinelemeli olarak bu yapildigin-
da, tam istedigimiz gibi bir dizimiz olacaktr.

Bir dizinin iginde birden fazla gecen terimleri
yakalayan bir fonksiyon yazalim:
>(define tekrar-eden-degerleri-bul (lambda (s)

(cond ((= s1 s2) (scons s1 (tekrar-eden-degerleri-bul s')))
(else (tekrar-eden-degerleri-bul s')))))
(Not: Yukardaki programdaki s2, (scar (scdr s))
anlamina geldigini animsatiriz.)

Aruk Ramanujan sayilarindan bir dizi olustu-
rabiliriz:
>(ilkn (tekrar-eden-degerleri-bul

(sf-uops + < kupler kupler)) 16)
(1729 4104 13832 20683 32832 39312 40033 46683 64232
65728 110656 110808 134379 149389 165464 171288)

Dizimizin ilk terimi, Hardy’nin hig ilging bul-
madig taksi plakasi olan 1729.

Ramanujan sayilarini olugturan tamsay ikilile-
rinden bir dizi olugturma sorusunu okura birakiyo-



Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

ruz. Kendinden once gelen Ramanujan sayilariyla
baglantili olanlar1 elemek de giizel problem olabilir.
Ornegin 13832, 243 + 23 ve 203 + 183 olarak yazi-
lir. Ilk Ramanujan sayisi olan 1729’u olusturan sa-
yilar1 2’yle ¢arpinca bu degerleri elde ediyoruz. Da-
ha birgok sey deneyebiliriz. U¢ sayinim kiipleri top-
lami olarak iki farkli sekilde yazilabilen sayilari bul-
mak gibi. Veya iki saymin kiipleri toplami olarak
li¢ ayr1 sekilde ifade edilen sayilar arastirilabilir.

Soyle bir diyalog gectigini diisiinsenize:

Hardy: Bindigim taksinin plakasi ¢ok sagmay-
di, 87539319.

Ramanujan: Hayir Hardy! Hayir Hardy! Bu
cok ilging bir sayidir. Iki saymnin kiiplerinin topla-
mi olarak ti¢ ayr1 sekilde yazilabilen en kiiciik say1
87539319dur: 87539319 = 2553 + 4143 = 2283
+4233 = 1673 + 4363.

Biraz once yazdigimiz program iizerinde bir-
kag degisiklik yeni problemimizi de ¢ozecektir.

Sadece oOzyineleme kullanarak yaptiklarimiz
dikkat ¢ekicidir; programeiligin 6zii olarak kabul
edilen dongi ve deger aktarma (assignment) arag-
lar1 hi¢ kullanmadan zor bir problemi ¢ozdiik.
Kullanabilecegimiz araclar1 kisitlayarak daha zor
problemler ¢ozebildik. Bu tanimlari ve testleri ytk-
lemek icin: http://cs.bilgi.edu.tr/pages/academic_
staff/lecturers/chris_stephenson/hamming2004.htmle

Ramanujan (1887-1920)

Bir Hint dahisidir. Analitik sayilar kuramina
(0rnegin sonsuz toplamlara ve carpimlara) ¢ok
onemli katkilar1 olmustur. 15 yasinda ticiincti ve
dordiincti dereceden denklemleri ¢c6zmeyi basar-
d1. Universiteye gitmedi. 23 yasinda, buldugu so-
nuglari Ginlii Ingiliz matematikgisi Hardy’ye yol-
ladi. Hardy’yle yakin arkadasi Littlewood mek-
tubu uzun siire dikkatle incelediler ve Ramanu-
jan’a sicak bir mektup yazdilar. 27 yasinda
Londra’ya Hardy’nin yanina geldi. Ancak Ingiliz
mutfagina aligamadi. Birinci Diinya Savasi da
ozel besinlerin bulunmasini zorlastirtyordu. Sag-
lik problemleri basgosterdi. 1917°de ciddi ola-
rak rahatsizlandi ve 1920’de oldii.

Ramanujan hasta yataginda yatarken,
Hardy ziyaretine gelir. Hastasinin dikkatini sag-
liktan baska konulara ¢ekmek isteyen Hardy,
gelirken bindigi taksinin numarasinin 1729 ol-
dugunu, bu sayinin da hig ilging olmadigini soy-
ler. Ramanujan,

—Hayir Hardy, der, ¢ok ilging bir sayidir bu!
Iki kiibiin toplami olarak iki degisik bicimde ya-
zilan en kiigiik sayidir...

O giinden beri bu tiir sayilara taksi sayilan
da denir!

Yazida Kullanilan Tanimlar

define-macro scons (lambda (x y) “(cons ,x (delay ,y))))
define scar car)

define scdr (lambda (s) (force (cdr s))))

define birdizisi (scons 1 birdizisi))

define ilkn (lambda (s n) (cond ((< n 1) ‘() (else (cons (scar s) (ilkn (scdr s) (- n 1)))))))

define stopla (lambda (a b) (scons (+ (scar a) (scar b)) (stopla (scdr a) (scdr b)))))

define sc¢arp (lambda (a b) (scons (* (scar a) (scar b)) (scarp (scdr a) (scdr b)))))

define sfonksiyon2 (lambda (f a b) (scons (f (scar a) (scar b)) (sfonksiyon2 f (scdr a) (scdr b)))))

define tamsayilar (scons 1 (stopla birdizisi tamsayilar)))

define katlar (lambda (n) (sfonksiyon1 (lambda (x) (* x n)) tamsayilar)))

define kare (lambda (x) (* x x)))

define kup (lambda (x) (* x x x)))

define kareler (sfonksiyon1 kare tamsayilar))
define kupler (sfonksiyon1 klp tamsayilar))

define gucler (lambda (n) (scons 1 (sfonksiyon1 (lambda (x) (* x n)) (glgler n)))))
define sbirles (lambda (sira a b) (cond ((sira (scar a) (scar b)) (scons (scar a) (sbirles sira (scdr a) b)))

(else (scons (scar b) (sbirles sira a (scdr b)))))))

(
(
(
(
(
(
E
(define sfonksiyon1 (lambda (f a) (scons (f (scar a)) (sfonksiyon1 f (scdr a)))))
(
(
(
(
(
(
(
(

(define sf (lambda (f sira a b) (scons (f (scar a) (scar b)) (sbirles sira (sfonksiyon1 (lambda (x) ( f (scar a) x)) (scdr b))
(sbirles sira (sf f sira (scdr a) (scdr b)) (sfonksiyon1 (lambda (x) (f x (scar b))) (scdr a)))))))

define capraz-derece (lambda (p) (+ (car p) (cdr p))))

define mesafe-derece (lambda (p) (+ (kare (car p)) (kare (cdr p)))))

(
(define derece->sira (lambda (derece) (lambda (a b) (< (derece a) (derece b)))))
(
(

define sf-uops (lambda (f sira a b) (scons (f (scar a) (scar b)) (sbirles sira (sfonksiyon1 (lambda (x) (f (scar a) x)) (scdr b))

(sf-uops f sira (scdr a)(scdr b))))))

(define tekrar-eden-degerleri-bul (lambda (s) (cond ((= (scar s) (scar (scdr s)))
(scons (scar s) (tekrar-eden-degerleri-bul (scdr s)))) (else (tekrar-eden-degerleri-bul (scdr s))))))



