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~ Kapak Konusu: Modiiler ve p-sel Sayilar

Modiiler Sayilar

n

: Tamsayilarin dort situn ha-

A linde yazildigi yandaki cizelgeye bir
goz atin. Ilk siitunda 4’e tam olarak béliinen sayi-

lar var. Onun sagindaki stitun-
da 4’e¢ bolundiginde 1 kalan
-8 -7 -6 =5 5 .
4 23 2 1 sayilar var. Onun da sagindaki
0 1 2 3 |situnda 4’e bolindiigiinde 2
4 5 6 7 | kalan sayilar ve en sagdaki si-
8 9 10 11 | tunda 4’ bolundigiinde 3 ka-
12 13 14 15 | lan sayilar var.
16 17 18 19 Sttunlara soldan saga dog-
20 21 22 23 f birinci. ikinci. iici
294 25 26 o7 | fustnna, birinc, ikinci, tiin-
28 29 30 31 cti diye adlandiralim. 0, 1, 2, 3
32 33 34 35 | sayilarnm kendi adlariyla ani-
36 37 38 39 | lan siitunlarda olduguna dikka-
40 41 42 43 | tinizi ¢ekerim: 0, sifirinci siitun-
44 45 46 47 | da, 1, birinci siitunda vs.
Birinci ve ikinci sttunlar-

dan birer say1 alalim, diyelim
13 ve 22. Bu iki sayinin toplami (6rnekte 35) hep
tglincu situnda olacaktir. Birinci siitundan hangi
sayiyt alirsak alalim, bu saymnin ikinci stitundan
herhangi bir sayiyla toplami — sasilasi sey — hep
Uglinct stitunda ¢ikacaktir. Eger sayilari carparsak
bu kez carpim hep ikinci siitunda ¢ikacaktir. Basg-
ka iki siitundan birer say1 alalim. Bu iki sayinin da
toplami ve ¢arpimi hep ayni siitunlarda olacaktir.
Sayilarin toplammin ya da ¢arpiminin bulundugu
siitun, toplanilan ya da carpilan sayilardan ziyade,
bu sayilarin bulunduklar stitunlara gore degisiyor.

Boylece, sayilarin toplami ve ¢arpimi sayesin-
de, stitunlarin toplamini ve ¢arpimini tanimlayabi-
liriz. Birinci ve ikinci stutunlarin toplami t¢iincii
stitun, ¢arpimi da ikinci siitun olsun, ¢iinkii sayila-
rin toplami ve ¢carpimu bize bu kurali fisildiyor. Ay-
ni akil yaratmeyle iki stitunun farkini da tanimla-
yabiliriz.

Eger a bir tamsayiysa, 4, a’nin siitununu sim-
gelesin. 33, 45 ve 1 ayni (birinci) stitunda oldukla-
rindan, sttunlari aymidir, yani

1=33=4S5
esitlikleri gegerlidir. Daha genel olarak, aralarinda-
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ki fark 4 olan sayilar aym siitundadirlar:
7=-3=1=5§=9=..
Sttunlar soldan saga dogru

0, 1,2 3
olarak adlandirdik. Tabii bu siitunlar ayni zaman-

|l

da (sirasiyla)

8,5,6,7
olarak da ya da bin (ne bini!) degisik sekilde yazi-
labilirler, ama malum nedenlerden olabildigince
bir dnceki yazilimi kullanacagz.

Tamma gore, a ile b’nin toplami (yani a’nin
bulundugu siitunla &’nin bulundugu siitunun top-
lam1) a + b’nin bulundugu stitundur:

a+b=a+b
Carpim da ayni sekilde tanimlanmugtir:
ax b=axb

(1)

o (2)
Bunun gibi, a — b de,
a-b=a-b

olarak tanimlanir.

(3)

Bu toplama, ¢ikarma ve carpma a ve b’den zi-
yade, a ve b’ye gore degisir. Yani, aq = a, ve by
= b, ise, 0 zaman,

aligl ;Zi EZ

ve

a % by = arx by

Zaten sutunlari toplamayi, ¢cikarmayi ve ¢carpmayi
bu sayede tanimlayabildik, bu esitlikler gecerli ol-
masaydi boyle bir tanim yapmaya hakkimiz ol-
mazdi.

Yukardaki tanimlara gore,

1+2=3
3+2=1
3+1=0
3-1=2
1-3=2
3x2=2
1x0=0
2x2=0
33+23=1+3=0

Aslinda burada yaptigimiz su: Diyelim 33
ile 23’ arpmak istiyoruz. O zaman 33’le 23’ car-
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pip bu ¢arpimin bulundugu siitunu yazariz. Ama
33’le 23’tin ¢arpimini bulmak kolay olmadigindan,
33%iin ve 23’tn situnlarindan ¢arpmasi ¢ok daha
kolay olan sayilari segeriz, yukarda 1’1 ve 3’u sectik.
Negatif sayilarin stitunlarini da toplayip ¢arpa-
bilecegimizi unutmayalim. Ornegin,
Tx 6= 1x2=2,
ya da
Tx —6=42=2.
Stitunlar kiimesi Z/4Z olarak tanimlanir:
Z/4Z = {0, 1, 2, 3}.
Bu kiime tizerine tanimladigimiz toplama ve ¢arp-
ma iglemlerini agagidaki tabloda gosterdik:
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Z/47 kiimesinin elemanlarinin ne olduklarini
da unutmayalim:
0={..,-8,-4,0,4,8,12, ..},

1={..,-7,-3,1,5,9,13, ..},
2={..—-6,-2,2 6,10, 14, ..},
3={..,-5,-1,3,7, 11,15, ...

Goriildigt gibi, Z/4Z’nin elemanlarinin  herbiri
Z’nin bir altkiimesi; genel kabul goren yerlesik kani-
nin tersine Z/4Z’nin elemanlar1 0, 1, 2, 3, sayilar1 de-
gil, Z’nin 0, 1, 2, 3 ile simgelenen altkiimeleridir.
Bu altkiimeler (stitunlar yani) soyle de gosterilebilir:

0=4Z2,

1=4Z + 1,
2=4Z +2,
3=47Z+3.

Burada, 4Z, yazilmin da belirtmek istedigi gibi,
4’un katlari olan, yani 4’e boliinen sayilar kiimesi
demek. 4Z + 1 ise, 4’un katlarina 1 eklendiginde el-
de edilen, yani 4’e boliindigiinde 1 kalan sayilar
kiimesi demek.

Kolayca goriilecegi izere,
0=4Z=4Z+4=4Z+8=4Z-4= 4,
1=4Z+1=4Z+5=42-3=
2=4Z+2=4Z+6=4Z-2=
3=4Z+3=4Z+7=4Z-1=

Yukarda 4 i¢in yaptiklarimizi herhangi bir po-

5
6,
7,

zitif # dogal sayisi igin de yapabiliriz. O zaman
Z/nZ kiimesini elde ederiz:
ZinZ =1{0, 1, .., n—1}.
Bu kez 0, #Z ile simgelenen #’nin katlari, ya-
ni 72°ye boliinen sayilar kiimesidir. Iste Z/nZ kiime-
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sinin elemanlari:

nZ = 0 = {0, +n, +2;, +3n, ...}
nZ+1 =1={1,+n+1,£2n+1,+3n+1, ...}
nZ+2 =2={2,4n+2, 2n+2,£3n+2, ...}

nZ+n-l=n-1=-1
=n-1L,#n+n-1,2n+n-1,..}
Bu #nZ + a ya da a kiimelerine modiilo n ya da
modiiler sayilar denir. Bunlar bildigimiz anlamda
say1 degiller elbet. Ama asagida gorecegimiz lzere,
aynen sayilar gibi toplanip ¢ikarilip carpilirlar.
Modiilo 7 sayilari da aynen # = 4 6rneginde
oldugu gibi,

(1)
(2)

kurallariyla toplayip ¢ikarip carpariz.

Genellikle a x b yerine ab yazilr.

(1) ve (2) tamimlar1 sayesinde Z’deki toplama
ve carpmanin bir¢ok 6zelligi Z/nZ’ye yansir. Orne-
gin, Z/nZ’de de, aynen Z’deki gibi,

x(y +2) =xy +x2
esitligi gecerlidir. Bunu kanitlayalim. x, y, z € Z/nZ
olsun. O zaman, a, b, c € Z icin,
x=a,y=bz=c
dir. (1) ve (2)’den dolayz:
x(y+z) =ab+c)=ab+c)=ab+c)

=ab+ac=ab+ ac=ab+ ac

= Xy + X2.
Okur, bu kanittan hareketle, her x, vy, z € Z/nZ
ve her a € Z igin,
X+(y+2)=(x+y) +z2
X+Yy=y+Xx
x+0=0+x=x

a+(a)=0
x(yz) = (xy)z
Xy = yx

Tx = xi =X
Ox=x0=0

x(y +2) =xy +x2
esitliklerini kolaylikla kanitlayabilir.

Ugiincii ve yedinci esitliklerden dolay, 0’a
Z/nZ’nin toplama igin, 1’e de carpma icin etkisiz
elemanlari denir. Bunlara sirasiyla Z/nZ’nin sifir ve
birim eleman: adlar1 da verilir. Dordiincii 6zellik-
ten dolay1, —a elemanim ¢ogu zaman —a olarak ya-
zariz.

I3

Yukardaki dokuz ozelligi saglayan bir “ya-
p1”ya degismeli halka denir. Demek ki

(ZInZ, +, %, 0, 1)
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bir degismeli halkadir. Matematigin bu 6nemli yapi-
larindan son {i¢ sayidir s6z ediyoruz. Ama goziiniiz
korkmasin, bu yazida soyut halka kavramini kul-
lanmayacagiz. Ustelik, degismeli bir halka, elinden
geldigince tamsayilara benzemek isteyen son derece
dogal bir yapidir. Kolaylik olsun diye, degismeli hal-
ka yerine kisaca halka deyimini kullaniyoruz.

Her ne kadar a € Z sayis1 modiilo 4 ve 5 aym
sekilde, a ile gosterilmisse de, bu elemanlar esit de-
gildirler. Ornegin a = 0 ise, Z/4Z’de 0 = 4Z, ama
Z/5Z°de 0 = 5Z. Dolayisiyla a yazilimini kullanir-
ken dikkatli olunmalidir, eger herhangi bir karigik-
liga neden olma olasihg: varsa, a yerine nZ + a ya
da (@ mod 7) yazihimi yeglenmelidir.

Yukardaki tartismadan da anlagilacag: tizere,
eger n # m ise, ZInZ N ZimZ = &dir. Ama daha
sonra gorecegiz ki, eger m, n’yi bolilyorsa, o zaman
Z/mZ’yi Z/nZ’nin bir altktmesi (ustelik giizel bir alt-
kiimesi) olarak gormenin bir yolu vardir.

Bir somut 6rnek daha verelim:

Z/5Z = (52,52 +1,5Z + 2, 5Z + 3, 5Z + 4)

={0, 1, 2, 3, 4},

ve
sZ= {..,-15-10,-5,0,S, 10, 15, ...
SZ+1={..-14, -9,-4,1,6, 11, 16, ...
SZ+2={..,-13, -8,-3,2,7,12,17, ..}
SZ+3={.,-12, -7,-2,3,8,13, 18, ..}
1.

5Z+d4={..,-11,
Iste Z/5Z’nin toplama

-6,-1,4,9,14,19, ...
ve ¢arpim tablolari:

+{0|1|2|3]4| x|0|1]2]|3]|4
0[{0]|1|2[3]4| 0J/0[0[0]|0]O
1/1|2(3]4|0] 1]0[1|2]|3|4
2023 |4]0|1| 2[0[2]|4]|1]3
3[3|4]0[1]2| 3|0[3[1]|4]2
4/4]0|1]2|3] 4|/0]4]|3]|2]1

Z/4Z’nin toplama tablosuyla Z/5Z’nin toplama
tablolar1 arasinda buyuk bir ayrim yok, ama ¢ar-
pim tablolari arasinda ¢ok 6nemli bir ayrim var.
Z/4Z’de 2 x 2 = 0 ama Z/5Z’de 0 olmayan ele-
manlarin ¢arpimui sifir olamiyor. Bu ¢ok 6nemli bir
ayrimdir. Sifir olmayan elemanlarin ¢arpiminin si-
fir olmadigr halkalara tamlik bélgesi denir. Orne-
gin, Z/6Z bir tamlik bolgesi degildir, ¢linku sifir ol-
mayan 2 ve 3 elemanlarmm carpimi bu halkada
sifirdir. Kolayca kanitlanacag tizere, Z/nZ’nin bir
tamlik bolgesi olmasi igin gerek ve yeter kosul
»’nin bir asal olmasidir.
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Gegen sayilarda da kanitladigimiz tizere, eger p
bir asalsa, Z/pZ halkasinda, 0’a esit olmayan her b
elemani icin by = 1 esitligini saglayan bir y vardir.
[MD-2004-I1, sayfa 11, Onsav 7’de a = p alin.)

En son tamim olarak, Z’nin bir elemaniyla
Z/nZ’nin bir elemanini ¢arpabilecegimize dikkati-
nizi cekerim. Nitekim, eger m € Z ve a € Z/nZ
ise, ma ¢arpimini Z/nZ’nin ma elemam olarak ta-
nimlayalim:

ma = ma.

Elbette 2a= a+ a,3a= a+ a+ avs. Dogallik, her
yerde oldugu gibi burada da kendini gosteriyor.

Her m, my, m, € Zve her x, y € Z/nZ i¢in, asa-
gidaki esitliklerin gecerli oldugunu kanitlamak ¢ok
kolay:

m(x +y) = mx + my

(mq + my)x = myx + myx

m(xy) = (mx)y = x(my)

ml(mzic) = (mqymy)x

ml=m
nx =0
(-1)x = —x.

Bir sonraki yazida birkag # i¢in Z/nZ halkasini
inceleyecegiz. Once 7 = 4 ile baslayacagiz inceleme-
mize. Yazilmda kolaylik olmasi igin, alisageldigi
lizere Z/4Z halkasinin 0, 1, 2, 3 elemanlar yeri-
ne 0, 1, 2, 3 yazacagiz ama litfen bunlarin tamsa-
y1 olduklarini sanmayin. Tamsayilarda, 2 + 2 = 0
esitligi herkesin bildigi tizere yanlhistir. Z/4Z halka-
sinda, yanhs olan 2 + 2 = 0 esitligi yerine, durumu
kurtarmak igin,

2 +2=0mod 4
yazilir ¢ogu zaman. Bunun gibi, gene Z/4Z halka-
sinda
5=1=9=-3mod 4
gibi “denklik”ler yazilir. Bu denkliklerin anlami
bellidir: 5, 1, 9 ve -3 sayilarinin ayni siitunda (bi-
rincisinde) olduklarini soyler. Genel tanim ve olgu-
lar soyle:
a=bmodn
ancak ve ancak
n, a — b’yi boluyorsa,
ancak ve ancak
nZ +a=nZ+bise
ancak ve ancak
Z/nZ’de a = b ise.

Sonraki yazilarda Z/nZ’ye ¢ok daha ayrintih

bir bicimde egilecegiz. ¢



