
ALIfiTIRMA PROBLEMLER‹

A301. p1 < p2 < ... < p50 ilk 50 asal say›y› gös-

termek üzere

say›s›n›n 35’e bölümünden elde edilen kalan kaçt›r?

A302. ABC üçgeninde CH yüksekli¤i ve CK

aç›ortay› çizilmifltir; K noktas›n›n BC üzerindeki

izdüflümü N’dir ve NH

ile AC birbirine paralel-

dir. m(ACB)/m(BAC)

kaçt›r?

A303. Düzgün bir n-genin her köflesinde birer

dama bulunur. Her ad›mda herhangi iki dama al›-

n›p ters yönlerde komflu köflelere kayd›r›l›yor.

Hangi n’ler için bu ifllemlerle tüm damalar ayn› kö-

fleye üstüste koyulabilir?

A304. x, y, z, u, v > 0 olmak üzere x − xy, y −
yz, z − zu, u − uv, v − vx say›lar›n›n hepsinin ayn›

zamanda 1/4’ten büyük olamayaca¤›n› gösteriniz.

A305. ƒ : Z+ → Z+ olmak üzere her n ≥ 1 için

ƒ(1) + ƒ(2) + ... + ƒ(n) toplam›, n’den büyük olma-

yan bir pozitif tamsay›n›n karesine eflittir. ƒ(2004)

kaçt›r?

YARIfiMA PROBLEMLER‹

Y301. ‹lk 99 basama¤› 9 olan kaç 200 basa-

makl› tamkare vard›r?

Y302. ABC ikizkenar (AB = BC) üçgeninde

m(B) = 20°’dir. [AB] kenar› üzerinde, |BL| = |AC|

olacak flekilde bir L noktas› al›nm›flt›r. ALC aç›s›

kaç derecedir?

Y303. Her n kifli aras›nda ya en az 6 kifliyle ta-

n›flan ya da en az 6 kifliyle tan›flmayan bir kifli bu-

lunur. Bu özelli¤e sahip en küçük n kaçt›r?

Y304. a < b olmak üzere a, b pozitif tam say›-

lar› flu koflulu sa¤lar: x, y ∈ [a, b] ise, 1/x + 1/y ∈
[a, b]’dir. a ve b say›lar›n› bulunuz.

Y305. Her hamlede (a, b, c) üçlüsünün yerine

(c + 5b, 3c − 5a, 2b − 3a) veya (2a + 3b, b +3c, 4c

+ 2a) üçlüsü al›nabilir. Bafllang›çta (a, b, c) = (1, 2,

4) ise, böyle hamleler sonucu (2003, 2004, 2005)

üçlüsü elde edilebilir mi?

ESK‹ SORULARA ÇÖZÜMLER

(K›fl 2003, Y›l 12, Say› 4)

A291. a ve b pozitif tamsay›lar›ndan herbirinin

99’ar pozitif tam çarpan› bulunur. a × b say›s›n›n

pozitif tam çarpanlar›n›n say›s› 1000 olabilir mi?

Çözüm. Önce flu önermeyi kan›tlayal›m: n pozi-
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Bu, bir y›l sürecek bir yar›flmad›r. Grup halinde,

okul olarak ya da bireysel olarak kat›labilirsiniz.

Dergimize al›flt›rma problemlerinin çözümlerini

de¤il, yaln›zca yar›flma problemlerinin çözümlerini

yollay›n›z. Ayr›ca lütfen flu noktalara dikkat ediniz:

Her sorunun çözümünü ayr› bir kâ¤›da okunak-

l› ve anlafl›l›r bir biçimde yaz›n›z.

Kâ¤›d›n sa¤ üst köflesine ad›n›z›, soyad›n›z›, adre-

sinizi, ö¤renciyseniz okulunuzu ve s›n›f›n›z› yaz›n›z.
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tif tam say›s›n›n tamkare olmas› için yeter ve gerek

koflul n’nin pozitif bölenlerinin say›s›n›n tek olmas›-

d›r. Gerçekten, n’nin asal çarpanlar›na ayr›m›

fleklindeyse, n’nin tamkare olmas› m1, m2, ..., ms

say›lar›n›n herbirinin çift olmas›na denktir, bu da

n’nin pozitif bölenlerinin say›s›n›n, yani

(m1+1)(m2+1) ... (ms+1) 

çarp›m›n›n tek olmas›na denktir.

fiimdi, a ve b say›lar›ndan herbirinin 99’ar pozi-

tif böleni bulundu¤undan, a ve b tamkaredir. O hal-

de ab çarp›m› da tamkaredir, dolay›s›yla bu say›n›n

pozitif bölenlerinin say›s› tektir, yani 1000 olamaz. 

A292. Çember üzerinde, |AB| = |BD| olmak

üzere A, B, C, D noktalar› al›nm›flt›r. A noktas›n-

dan geçen te¤et BC do¤rusunu Q noktas›nda kesi-

yor. AB ve CD do¤rula-

r› R noktas›nda kesifli-

yor. QR do¤rusunun

AD’ye paralel oldu¤unu

kan›tlay›n›z.

Çözüm. m(QAB) =

m(AB)/2 = m(BDA) =

m(BAD) = m(BD)/2 = m(CBD) + m(CDB) =

m(BCR) oldu¤undan QACR kirifller dörtgenidir. O

halde m(QRA) = m(QCA) = m(BDA) = m(BAD)

eflitli¤inden QR’nin AD’ye paralel oldu¤u elde edilir.

A293. 10 × 19 boyutlu tablonun her hanesine

0 veya 1 yaz›lm›flt›r. Her sat›r ve her sütunun say›-

lar›n›n toplamlar› aras›nda birbirinden farkl› olan

en fazla kaç say› olabilir?

Çözüm. Bir sat›r veya sütunun say›lar›n›n top-

lam› 0’dan 19’a kadar tamsay›lar olabilir. Bu yirmi

say›n›n herbiri-

nin bulundu¤u

bir yaz›l›m›n ol-

du¤unu varsa-

yal›m. O halde

sadece s›f›rlar-

dan oluflan bir

sütun veya sat›r

vard›r. Birinci

durumda söz-

konusu toplamlar en fazla 18 olabilir, dolay›s›yla

19 elde edilemez. ‹kinci durumda her sütundaki sa-

y›lar›n toplam› en fazla 9’dur, dolay›s›yla 10, 11,

..., 19 say›lar›n›n sat›rlardan elde edilmesi gerekir.

On sat›rdan biri sadece s›f›rlardan olufltu¤u için bu

mümkün de¤ildir. Böylece her iki durumda çeliflki

elde edilir. Öte yandan19 farkl› toplam›n oldu¤u

yaz›l›m flekli yandaki tabloda verilmifltir.

A294. x2 + ax + b = 0 denkleminin birbirinden

farkl› iki gerçel kökü vard›r. x4 + ax3 + (b − 2)x2 −
ax + 1 = 0 denkleminin birbirinden farkl› dört kö-

kü oldu¤unu kan›tlay›n›z.

Çözüm. x2 + ax + b = 0 denkleminin kökleri x1

ve x2 olsun. x1 + x2 = −a ve x1x2 = b oldu¤undan, 

x4 + ax3 + (b – 2)x2 – ax + 1

= x4 – x1x3 – x2x3 + x1x2x2 – 2x2 + x1x + x2x + 1 

= (x4–x1x3–x2) – (x2x3–x1x2x2–x2x) – (x2–x1x–1)

= (x2 – x1x – 1)(x2 – x2x – 1) 

elde edilir. Diskriminantlar› pozitif oldu¤undan x2

– x1x – 1 ve x2 – x2x – 1 polinomlar›n›n ikifler kö-

kü vard›r. Bunlar›n bir x0 ortak kökü bulunursa, −
1/x0 da ortak kök olur. Bu durumda x1 = x0 – 1/x0

= x2 elde edilir ve bu mümkün de¤ildir. Böylece

köklerin dördü de birbirinden farkl›d›r.

A295. Herbiri di¤er üçünden ikisinin çarp›m›-

na eflit olan tüm gerçel say› dörtlülerini bulunuz.

Çözüm. Bu say›lar›n mutlak de¤erleri a ≤ b ≤ c

≤ d olsun. a say›s›, bc, bd ve cd çarp›mlar›ndan bi-

rine eflit oldu¤undan a ≥ bc’dir. Benzer flekilde d ≤
bc’dir. O halde bc ≤ a ≤ b ≤ c ≤ d ≤ bc eflitsizlikle-

rinden a = b = c = d = bc ve buradan da a2 = a el-

de edilir. Bu durumda ya a = 0, yani (0, 0, 0, 0)

dörtlüsü elde edilir, ya da a = 1’dir, yani say›lar›n

herbiri 1 veya –1’dir. Say›lar aras›nda sadece bir

tane –1 ya da say›lar›n dördünün de –1 olamaya-

ca¤› aç›kt›r. O halde di¤er çözümler (1, 1, 1, 1),

(–1, –1, 1, 1), (–1, –1, –1, 1) dörtlüleri ve son iki

dörtlünün tüm permütasyonlar› olacakt›r (toplam

12 çözüm vard›r.)

Y291. m ve n pozitif tam say›lar› OBEB(m, n)

+ OKEK(m, n) = m + n eflitli¤ini sa¤lar. Bu say›la-

r›ndan birinin di¤erine bölündü¤ünü kan›tlay›n›z. 

Çözüm. OBEB(m, n) = d, m = ad, n = bd olsun.

O halde OKEK(m, n) = abd oldu¤undan eflitlik d +

abd = ad + bd fleklinde yaz›labilir. d ile sadelefltirip

çarpanlara ay›rd›¤›m›zda (a – 1)(b – 1) = 0, bura-

dan da a = 1 veya b = 1 elde edilir. Birinci durum-

da m = d ve m, n’yi böler. ‹kinci durumda da n = d

ve n, m’yi böler.
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Q

B

R

C

DA

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



Y292. ‹ki çember A ve B noktalar›nda kesifli-

yor. Birinci çemberin AC kirifli ikinci çembere te-

¤ettir, ikinci çemberin AD kirifli de birinci çembere

te¤ettir. CD do¤rusu birinci çemberi, B’den farkl›

olan M noktas›nda kesiyor. MB do¤rusunun AD

do¤ru parças›n› yar›ya böldü¤ünü kan›tlay›n›z.

Çözüm. BM do¤rusunun ikinci çemberi kesti¤i

di¤er noktay› K ile gösterelim. KAMD dörtgeninin

bir paralelkenar ol-

du¤unu gösterirsek,

AD ve MK köflegen-

leri kesiflim nokta-

s›nda yar›ya bölün-

müfl olacaklar. Böy-

lece MB do¤rusunun

AD’yi yar›ya böldü¤ünü kan›tlam›fl olaca¤›z. 

(AB), ikinci çember üzerindeki yay› göstersin.

m(AKB) = m((AB))/2 = m(CAB) = m(CMB) oldu-

¤undan AK || MD’dir. Benzer flekilde m(ADK) =

m((KA))/2 = m(ABK) = m((MA))/2 = m(MAD) ol-

du¤undan MA || DK’d›r. Dolay›s›yla KAMD para-

lelkenard›r.

Y293. ‹ki kifli s›rayla satranç tahtas›n›n bofl ha-

nelerine birer at koyuyor; birinci kifli beyaz, ikinci

kifli siyah at. Yeni konulan at›n karfl› renkten olan

atlarlarla tehdit edilmemesi gerekir. Hamle yapa-

mayan kaybediyor. En iyi flekilde oynad›klar› tak-

tirde kim kazan›r, bafllayan m›, ikinci oyuncu mu?

Çözüm. ‹kinci, her hamlede birincinin son ham-

lede at koydu¤u hanenin tahtan›n merkezine göre si-

metri¤indeki haneye at koyar. ‹kincinin her hamle-

sinden sonra tahta üzerindeki durum tahtan›n mer-

kezine göre simetrik olaca¤›ndan birincinin son ham-

le yapt›¤› hanenin simetri¤i bofl olur ve ikinci bu stra-

tejiyi her zaman izleyebilir. ‹kincinin son koydu¤u at

birincinin son koydu¤u atla tehdit edilmez, çünkü

bunlar ayn› renkli hanelerde bulunurlar. Bu son at

birincinin koydu¤u di¤er atlarla da tehdit edilmiyor,

aksi taktirde simetriden dolay› birincinin koydu¤u

son at ikincinin daha önce koydu¤u bir atla tehdit

edilecekti. Böylece ikincinin her zaman hamlesi bulu-

nur ve ilk olarak birincinin hamleleri tükenir.

Y294. a < b ve her gerçel x için ax2 + bx + c ≥

0 olmak üzere tüm a, b, c gerçel say› üçlüleri için 

nin alabilece¤i minimum de¤eri bulunuz.

Çözüm. Koflullardan a > 0 ve b2 – 4ac ≤ 0, do-

lay›s›yla c ≥ b2/(4a) ç›kar. Aritmetik ve geometrik

ortalamalar aras›ndaki eflitsizli¤i kullanarak, b – a

> 0 oldu¤unu da gözönünde bulundurarak,

elde ederiz. Eflitlik, c = b2/(4a) ve 3a = b – a, yani

b = 4a = c durumunda elde edilir.

Y295. Bir ülkede 2004 kent bulunur, her ken-

tin en az 400 kentle do¤rudan ba¤lant›s› bulunu-

yor. Her kentten herhangi di¤erine ulaflmak müm-

kündür. En fazla 14 aktarmayla herhangi bir kent-

ten herhangi bir kente ulafl›labilece¤ini kan›tlay›n›z.

Çözüm. Bir A kentinden bir B kentine 15’ten

az aktarmayla ulafl›lamayaca¤›n› varsayal›m.

Kentlerden afla¤›daki flekilde kümeler olufltural›m.

X0 = {A} olsun. X1, A ile do¤rudan ba¤lant›s› olan

tüm kentlerden oluflsun. X2, A’dan bir aktarmay-

la ulafl›labilen fakat X1’de bulunmayan tüm kent-

lerden oluflsun vs. Her k = 0, 1, ..., 15 için A’dan

“mesafesi” tam k olan kentlerin kümesi Xk olsun.

Varsay›mdan dolay› X0, X2, ..., X15 kümelerinden

hiçbiri bofl de¤ildir ve bu kümeler ayr›kt›r. X0 ∪
X1 ∪ X2 kümesinde en az 401 kent bulunur, çün-

kü X1’den ald›¤›m›z bir C kentinden en az 400

kente do¤rudan ulafl›labiliyor ve bu 400 kent C ile

birlikte X0 ∪ X1 ∪ X2 kümesindedir. Benzer flekil-

de X3 ∪ X4 ∪ X5, ..., X12 ∪ X13 ∪ X14 kümele-

rinde de en az 401’er kent bulunur. (Örne¤in

X13’teki bir D kentiyle do¤rudan ba¤lant›s› olan

bir E kentinin, k < 12 olmak üzere Xk’da buluna-

mayaca¤›n› da not edelim, çünkü aksi taktirde i ≤
k + 1 < 13 olmak üzere D ∈ Xi olurdu). Bu du-

rumda ülkedeki kentlerin say›s›n›n en az 401 × 5

= 2005 olmas› gerekir. Bu çeliflki herhangi bir

kentten herhangi bir kente en fazla 14 aktarmayla

ulafl›labilece¤ini kan›tlar.

Not: Çözümü biraz daha gelifltirerek en fazla

on aktarmayla herhangi bir kentten herhangi bir

kente ulafl›labilece¤ini kan›tlay›n›z. ♥
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