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roblemler ve Coziimleri

. Bu, bir yil stirecek bir yarigmadir. Grup halinda
okul olarak ya da bireysel olarak katilabilirsiniz.
Dergimize alistirma problemlerinin ¢oztimlerini
degil, yalnizca yarisma problemlerinin ¢oziimlerini
yollaymiz. Ayrica liitfen su noktalara dikkat ediniz:
Her sorunun ¢oziimunu ayri bir kagida okunak-
I1 ve anlagilir bir bigimde yaziniz.
Kagidin sag tist kosesine adinizi, soyadinizi, adre-
sinizi, 6grenciyseniz okulunuzu ve sinifimzi yaziniz.
Coziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Béliimii, Giilbahge Kéyii, Urla Izmir ad-
resine 1 Ekim 2004 tarihine kadar adima gonderiniz.
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cer (Seyhan, Adana) Y281; Mustafa Donmez (Tur-
gutlu Halil Kale Fen Lisesi), Yagar Donmez (Turgut-
lu Lisesi) Y281, Y285; Aras Erzurumluoglu (Istanbul
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Ayse Borat (Ege Universitesi, Matematik Boliimii
Y285; Sinan Karal (Ozel Kazimoglu Fen Lisesi, Is-
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ALISTIRMA PROBLEMLERI
A301. pq < py < ... < P55 ilk 50 asal sayiy1 gos-
termek Uzere
P+ 0P+ ps L+ pso
sayisinin 35’ boliimiinden elde edilen kalan kagtir?
A302. ABC tiggeninde CH yuksekligi ve CK
aciortay: cizilmistir; K noktasinin BC tizerindeki
izdusimiu N’dir ve NH

p50!

K ile AC birbirine paralel-
dir. m(ACB)/m(BAC)
kagtir?
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A303. Diizgiin bir 7-genin her kogesinde birer
dama bulunur. Her adimda herhangi iki dama ali-
nip ters yonlerde komsu koselere kaydirihiyor.
Hangi #’ler i¢in bu iglemlerle tim damalar ayni ko-
seye ustliste koyulabilir?

A304. x, vy, 2, #, v > 0 olmak lizere x — xy, y —
Yz, 2 — zu, u — uv, v — vx sayilarinin hepsinin ayni
zamanda 1/4’ten biiyiik olamayacagini gosteriniz.

A305. f : Z+ — Z+ olmak tizere her n > 1 icin
f(1) + f(2) + ... + f(n) toplami, 7’den buyiik olma-
yan bir pozitif tamsaymnin karesine esittir. f(2004)
kactir?

YARISMA PROBLEMLERI

Y301. Ilk 99 basamagi 9 olan kag 200 basa-
makli tamkare vardir?

Y302. ABC ikizkenar (AB = BC) lggeninde
m(B) = 20°dir. [AB] kenar1 tizerinde, IBL| = |ACI
olacak sekilde bir L noktasi alinmistir. ALC agis1
kac derecedir?

Y303. Her # kisi arasinda ya en az 6 kisiyle ta-
nigan ya da en az 6 kisiyle tanigmayan bir kisi bu-
lunur. Bu o6zellige sahip en kiiciik 7 kagtir?

Y304. a < b olmak tzere a, b pozitif tam sayi-
lar1 su kosulu saglar: x, y € [a, b] ise, 1/x + 1/y €
[a, b]’dir. a ve b sayilarin1 bulunuz.

Y305. Her hamlede (a, b, ¢) uglistinin yerine
(c +5b,3c - 5a,2b - 3a) veya (2a + 3b, b +3c, 4c
+ 2a) uglusu alinabilir. Baslangicta (4, b, ¢) = (1, 2,
4) ise, boyle hamleler sonucu (2003, 2004, 2005)
uglisu elde edilebilir mi?

ESKI SORULARA COZUMLER

(Kis 2003, Yil 12, Say1 4)

A291. a ve b pozitif tamsaydarimdan berbirinin
99ar pozitif tam carpam bulunur. a x b sayispun
pozitif tam carpanlarmm sayist 1000 olabilir mi?

Coziim. Once su 6nermeyi kanitlayalim: 7 pozi-
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tif tam sayisinin tamkare olmasi igin yeter ve gerek
kosul 7’nin pozitif bolenlerinin sayisinin tek olmasi-
dir. Gergekten, #’nin asal ¢arpanlarina ayrimi

my, m m
n=py 'p2 7 ...ps °

seklindeyse, #’nin tamkare olmast mq, m,, ..., m;

sayilarinin herbirinin ¢ift olmasina denktir, bu da

n’nin pozitif bolenlerinin sayisinin, yani
(my+1)(my+1) . (mg1)

carpiminin tek olmasina denktir.

Simdj, a ve b sayilarindan herbirinin 99’ar pozi-
tif boleni bulundugundan, a ve b tamkaredir. O hal-
de ab ¢arpimi da tamkaredir, dolayisiyla bu saymin
pozitif bolenlerinin sayisi tektir, yani 1000 olamaz.

A292. Cember iizerinde, |AB| = |IBDI| olmak
tizere A, B, C, D noktalar: almmustir. A noktasin-
dan gecen teget BC dogrusunu Q noktasinda kesi-
" yor. AB ve CD dogrula-

71 R noktasinda kesisi-
yor. OR dogrusunun
AD’ye paralel oldugunu
kanitlaymiz.

Cozim. m(QAB)

m(AB)2 = m(BDA)
m(BAD) m(BD)/2 m(CBD) + m(CDB)
m(BCR) oldugundan QACR kirigler dortgenidir. O
halde 7(ORA) = m(QCA) = m(BDA) = m(BAD)
esitliginden QR’nin AD’ye paralel oldugu elde edilir.

A293. 10 x 19 boyutlu tablonun her hanesine
0 veya 1 yazilmstir. Her satir ve ber siitunun sayi-
larimin toplamlar: arasimda birbirinden farkl olan
en fazla kac sayr olabilir?

Coziim. Bir satir veya siitunun sayilarinin top-
lami 0°dan 19’a kadar tamsayilar olabilir. Bu yirmi

S O O O O O O O O =

S O O O O O O O = o=

11111111111111111Saymlnherbiri—
11111111111111111ninbulundugu
11111111111111111biryazlhmmol—
01111111111111111dugunuvarsa-
00111111111111111yahm_Ohalde
00011111111111111 |sadece sifirlar-
00001111111111111danolu§anbir
00000111111111111]|siitun veya satir
00000011111111111|vardir. Birinci
00000000000000000 |durumda soz-

konusu toplamlar en fazla 18 olabilir, dolayisiyla
19 elde edilemez. Ikinci durumda her siitundaki sa-
yilarin toplami en fazla 9’dur, dolayisiyla 10, 11,
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..., 19 sayilarinin satirlardan elde edilmesi gerekir.
On satirdan biri sadece sifirlardan olustugu icin bu
miimkiin degildir. Boylece her iki durumda ¢eliski
elde edilir. Ote yandan19 farkli toplamm oldugu
yazilim gekli yandaki tabloda verilmistir.

A294. x2 + ax + b = 0 denkleminin birbirinden
farkly iki gercel k6kii vardir. x* + ax3 + (b — 2)x% —
ax + 1 = 0 denkleminin birbirinden farkl dort ko-
kii oldugunu kanitlayimiz.

Coziim. x2 + ax + b = 0 denkleminin kokleri x4
ve x, olsun. xq + x5 = —a ve x1x, = b oldugundan,
xt+axd+ (b-2)x%2-ax + 1
= xt — xqx3 = x5x3 + xqxox2 = 2x2 4 xqx + xpx + 1
= (%= x3-x2) — (0yx3-x1209x2—xx) — (x2—x1x-1)
= (x2 = xq9x — 1)(x2 = xpx — 1)
elde edilir. Diskriminantlari pozitif oldugundan x2
- x1x — 1 ve x2 — x,x — 1 polinomlarinin ikiser ko-
kit vardir. Bunlarin bir x(, ortak kokii bulunursa, —
1/x¢ da ortak kok olur. Bu durumda xq = x5 — 1/x
= x, elde edilir ve bu mumkiin degildir. Boylece

koklerin dordii de birbirinden farklidir.

A295. Herbiri diger iiciinden ikisinin carpimi-
na esit olan tiim gercel say: dortliilerini bulunuz.

Coziim. Bu sayilarin mutlak degerleria < b <c
< d olsun. a sayisi, bc, bd ve cd carpimlarindan bi-
rine esit oldugundan a > bc’dir. Benzer sekilde d <
bcdir. O halde be <a < b < ¢ <d < bc esitsizlikle-
rinden a = b = ¢ = d = bc ve buradan da 42 = a el-
de edilir. Bu durumda ya a = 0, yani (0, 0, 0, 0)
dortlisu elde edilir, ya da a = 1’dir, yani sayilarin
herbiri 1 veya —1°dir. Sayilar arasinda sadece bir
tane —1 ya da sayilarin dérdiintin de -1 olamaya-
cagi agiktir. O halde diger ¢ozumler (1, 1, 1, 1),
(-1, -1, 1, 1), (-1, -1, -1, 1) dortliileri ve son iki
dortlintin tim permiitasyonlari olacaktir (toplam
12 ¢oziim vardir.)

Y291. m ve n pozitif tam sayilart OBEB(m, n)
+ OKEK(m, n) = m + n esitligini saglar. Bu sayila-
rindan birinin digerine boliindiigiinii kanitlayimiz.

Coziim. OBEB(m, n) = d, m = ad, n = bd olsun.
O halde OKEK(#m1, ) = abd oldugundan esitlik d +
abd = ad + bd seklinde yazilabilir. d ile sadelestirip
carpanlara ayirdigimizda (@ — 1)(b — 1) = 0, bura-
dan da a = 1 veya b = 1 elde edilir. Birinci durum-
da m = d ve m, ’yi béler. Ikinci durumda da n = d
ve n, m’yi boler.
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Y292. [ki cember A ve B noktalarinda kesisi-
Zettir, ikinci cemberin AD kirisi de birinci cembere
tegettir. CD dogrusu birinci cemberi, B’den farkh
olan M noktasinda kesiyor. MB dogrusunun AD
dogru parcasimi yarrya boldiigiinii kanmitlayimiz.

Coziim. BM dogrusunun ikinci cemberi kestigi
diger noktay1 K ile gosterelim. KAMD dortgeninin

bir paralelkenar ol-

A dugunu gosterirsek,

K AD ve MK kosegen-

leri kesisim nokta-

sinda yariya bolun-

miis olacaklar. Boy-

B D~ lece MB dogrusunun
AD’yi yariya boldiguni kanitlamis olacagiz.

(AB), ikinci ¢ember tizerindeki yay1 gostersin.
m(AKB) = m((AB))/2 = m(CAB) = m(CMB) oldu-
gundan AK |l MD’dir. Benzer sekilde m(ADK) =
m((KA))/2 = m(ABK) = m((MA))/2 = m(MAD) ol-
dugundan MA Il DK’dir. Dolayisiyla KAMD para-
lelkenardir.

Y293. Iki kisi sirayla satrang tahtasmun bos ha-
nelerine birer at koyuyor; birinci kisi beyaz, ikinci
kisi siyab at. Yeni konulan atin karst renkten olan
atlarlarla tebdit edilmemesi gerekir. Hamle yapa-
mayan kaybediyor. En iyi sekilde oynadiklar: tak-
tirde kim kazamr, baglayan mu, ikinci oyuncu mu?

Coziim. Ikinci, her hamlede birincinin son ham-
lede at koydugu hanenin tahtanin merkezine gore si-
metrigindeki haneye at koyar. Ikincinin her hamle-
sinden sonra tahta tzerindeki durum tahtanin mer-
kezine gore simetrik olacagindan birincinin son ham-
le yaptigi hanenin simetrigi bog olur ve ikinci bu stra-
tejiyi her zaman izleyebilir. Ikincinin son koydugu at
birincinin son koydugu atla tehdit edilmez, cinki
bunlar aym renkli hanelerde bulunurlar. Bu son at
birincinin koydugu diger atlarla da tehdit edilmiyor,
aksi taktirde simetriden dolay: birincinin koydugu
son at ikincinin daha once koydugu bir atla tehdit
edilecekti. Boylece ikincinin her zaman hamlesi bulu-
nur ve ilk olarak birincinin hamleleri tikenir.

Y294. a < b ve her gercel x icin ax? + bx + ¢ >
0 olmak iizere tiim a, b, ¢ gercel sayt iicliileri icin
a+b+c
b-a

nin alabilecegi minimum degeri bulunuz.
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Coziim. Kosullardan a > 0 ve b2 — 4ac < 0, do-
layistyla ¢ > b2/(4a) gikar. Aritmetik ve geometrik
ortalamalar arasindaki esitsizligi kullanarak, b — a
> 0 oldugunu da gézontunde bulundurarak,

bZ
a+b+c 2t b+ 44
b-a b-a
44° +4ab-a+a)+b-a+a
- 4a(b —a)
94% + 6alb—a)+(b—a)
- 4a(b-a)

N 2+/94%(b-a)* + 6a(b —a) 3

4ab —a) -

)2

elde ederiz. Esitlik, ¢ = b%/(4a) ve 3a = b — a, yani
b = 4a = ¢ durumunda elde edilir.

Y295. Bir iilkede 2004 kent bulunur, ber ken-
tin en az 400 kentle dogrudan baglantisi bulunu-
yor. Her kentten herbangi digerine ulagmak miim-
kiindiir. En fazla 14 aktarmayla herbangi bir kent-
ten herbangi bir kente ulasilabilecegini kamitlayimz.

Coziim. Bir A kentinden bir B kentine 15’ten
az aktarmayla ulagilamayacagini varsayalim.
Kentlerden asagidaki sekilde kiimeler olugturalim.
X = {A} olsun. X1, A ile dogrudan baglantis: olan
tim kentlerden olugsun. X,, A’dan bir aktarmay-
la ulagilabilen fakat X;’de bulunmayan tim kent-
lerden olugsun vs. Her k£ = 0, 1, ..., 15 icin A’dan
“mesafesi” tam k olan kentlerin kiimesi X}, olsun.
Varsayimdan dolay1 X, X5, ..., X5 kiimelerinden
hicbiri bos degildir ve bu kiimeler ayriktir. X U
Xy v X, kiimesinde en az 401 kent bulunur, ¢iin-
kit X;’den aldigimiz bir C kentinden en az 400
kente dogrudan ulasilabiliyor ve bu 400 kent C ile
birlikte X, U X; U X, kiimesindedir. Benzer sekil-
de X3 U X4 U X5, ..., Xp U Xq3 U X4 kiimele-
rinde de en az 401’er kent bulunur. (Ornegin
Xy3’teki bir D kentiyle dogrudan baglantist olan
bir E kentinin, k < 12 olmak tizere X;’da buluna-
mayacagini da not edelim, ¢iinkii aksi taktirde i <
k + 1 < 13 olmak tizere D € X; olurdu). Bu du-
rumda tlkedeki kentlerin sayisinin en az 401 x 5§
= 2005 olmasi gerekir. Bu celiski herhangi bir
kentten herhangi bir kente en fazla 14 aktarmayla
ulagilabilecegini kanitlar.

Not: Cozumu biraz daha gelistirerek en fazla
on aktarmayla herhangi bir kentten herhangi bir
kente ulagilabilecegini kanitlayiniz. v



