
Polinomlar› geçen say›-

m›zda tan›mlam›flt›k (MD-2004-

I, sayfa 25-28). Gene de k›saca tekrar edelim.

Bir de¤iflkenli polinom ya da k›saca polinom,

a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

biçiminde yaz›lan bir terimdir. Burada n bir do¤al

say›d›r. ak katsay›lar› önceden verilmifl Z, Q, R gibi

bir R halkas›n›n elemanlar›d›r. R katsay›l› polinom-

lar kümesi R[X] olarak yaz›l›r. Xk terimlerine mo-

nom ad› verilir. Ve tabii ki Z[X] ≤ Q[X] ≤ R[X].

Bir polinomu,

biçiminde yazabiliriz. ‹lla n’yi göstermek zorunda

de¤ilsek, polinom,

biçiminde de yaz›labilir. Bu yaz›l›mda unutulmama-

s› gereken fley, ak katsay›lar›n›n belli aflamadan son-

ra, yani belli bir n’den sonra hep 0’a eflit olduklar›-

d›r, yani an+1 = an+2 = ... = 0 eflitlikleridir. 

Polinomlarda toplama ve çarpma denilen iki ifl-

lem vard›r. Bu ifllemler flöyle tan›mlan›rlar:

Belki çarpma ifllemini biraz açmak gerekebilir;

açal›m:

a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

polinomuyla

b0 + b1X + b2X2 + ... + bmXm

polinomunu çarpt›¤›m›zda elde etti¤imiz

c0 + c1X + c2X2 + ... + cm+nXm+n

polinomunun ck katsay›lar› flöyle elde edilir:

c0 = a0b0

c1 = a0b1 + a1b0

c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0

c3 = a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0

...

ck = a0bk + a1bk−1 + ... + ak−1b1 + akb0

...

cm+n = anbm

E¤er R bir halkaysa, R[X] kümesi yukardaki ifl-

lemlerle birlikte bir halka olur, üstelik R’yi içeren

bir halka. Bütün bunlar›n kan›t› çok kolayd›r, ta-

n›mlar› bilmek yeterlidir, ama gerekli de¤ildir!

Toplama ve çarpma ifllemlerine dikkatlice baka-

l›m... Önce toplama: ‹ki polinomu toplamak için,

toplanacak polinomlar›n katsay›lar›n› (ak ve bk kat-

say›lar›n›) topluyoruz. Toplanacak polinomlar›n so-

nuna yeni ifadeler eklense de, toplam›n ilk katsay›la-

r› de¤iflmez; örne¤in a(X) yerine a(X) + 3X6 alsak,

a(X) + b(X) toplam›nda X5’in katsay›s› de¤iflmez.

fiimdi de polinomlar›n çarp›m›na bakal›m.

Çarpma biraz daha karmafl›k bir ifllem. Çarp›m›n

s›f›r›nc› (yani ilk!) katsay›s›, çarp›lan polinomlar›n

s›f›r›nc› katsay›lar›n›n çarp›m›d›r: a0b0, di¤er katsa-

y›lar›n çarp›m›n s›f›r›nc› katsay›s›n› bulmak için

önemi yoktur.

Çarp›m›n birinci katsay›s›na bakal›m flimdi: Bu

katsay› a0b1 + a1b0. Bu sefer çarp›lan polinomlar›n

sadece s›f›r›nc› ve birinci katsay›lar›n› kulland›k, di-

¤er katsay›lar› umursamad›k.

Genel olarak, çarp›m›n k-inci katsay›s› olan

a0bk + ... + akb0 eleman›n› hesaplamak için, çarp›-

lan a ve b polinomlar›n›n sadece ilk k katsay›s›n› (s›-

f›r›nc› katsay› dahil olmak üzere) kullan›r›z, geri ka-

lan katsay›lar› hiç dikkate almay›z.

Çarpmak istedi¤imiz a ve b polinomlar›n›n so-

nuna yeni katsay›lar ekleyerek derecelerini yavafl ya-

vafl art›ral›m. Bir zaman sonra a ve b polinomlar›n›n

sonuna ne eklersek ekleyelim çarp›m›n ilk k terimi

de¤iflmez. Örne¤in, 

a(X) = −1 + 2X − 3X2 + 4X3 + ...

ve

b(X) = 3 − X + 7X2 + 5X3 + ...

ise, “nokta nokta”lar›n yerine ne gelirse gelsin,

a(X)b(X) polinomunun ilk üç katsay›s› de¤iflmez:

a(X)b(X) = −3 + 7X − 18X2 + 24X3 + ...

Bir baflka deyiflle, yukarda verdi¤imiz toplama ve

çarpma kurallar›n›n anlaml› olmas› için polinomlar›n

derecelerinin sonlu olmas› gerekmez. Özgür b›raka-

l›m polinomlar›! Bundan böyle derecesiz olsunlar...

Ama derecelerinden azad edilmifl polinomlar›n adla-

r›n› de¤ifltirmek gerekir. Bunlara biçimsel güç serileri
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ad›n› verelim. ‹flte bu biçimsel güç serilerinden biri:

1 + 2X + 3X2 + 4X3 + 5X4 + ...

“Biçimsel güç serisi” yerine daha k›sa olarak

“güç serisi” ad›n› kullanabiliriz, flafl›rmay›n.

Her polinom bir güç serisidir, belli bir aflama-

dan sonra katsay›lar› hep 0 olan bir güç serisi. Ama

her güç serisi bir polinom de¤ildir elbette.

Bir güç serisi,

olarak yaz›l›r. Güç serilerini toplama ve çarpma ku-

rallar› polinomlar›n toplama ve çarpma kurallar›yla

ayn›d›r:

Biçimsel güç serilerinin kümesi R[[X]] olarak

simgelenir. Afla¤›daki teoremin kan›t› kolayd›r.

Teorem 1. Biçimsel güç serileri kümesi R[[X]],

yukarda tan›mlanan toplama ve çarpma ifllemleriy-

le bir halkad›r. E¤er R bir taml›k bölgesiyse, R[[X]]

de bir taml›k bölgesidir.

Güç serileriyle biraz içli d›fll› olmak için bir iki

ifllem yapal›m. Toplama kolay oldu¤undan sadece

çarpmayla ilgili örnekler verece¤iz.

Örnek 1. 1 − X polinomuyla (ki her polinom gi-

bi bir güç serisidir),

1 + X + X2 + X3 + ...

güç serisini çarpal›m. Yukarda verilen formülü

uygulayaca¤›z (elbette! baflka ne yapabiliriz ki!)

Formülde,

a(X) = 1 − X,

b(X) = 1 + X + X2 + X3 + ...

olsun. Demek ki,

a0 = 1, a1 = −1, a2 = a3 = ... = 0,

b0 = b1 = b2 = ... = 1. 

Formüle göre s›f›r›nc› terim

a0b0 = 1 × 1 = 1,

ama e¤er k > 0 ise, k-inci terim

a0bk + a1bk−1 + ... + akb0 = bk − bk−1 = 0.

Demek ki, s›f›r›nc› terim d›fl›nda tüm terimler 0, yani,

a(X)b(X) = 1.

R[X] polinom halkas›nda tersinir olmayan 1 − X

polinomu R[[X]] güç serileri halkas›nda tersinir oldu!

Ayn› yöntemle,

(1 + X)(1 − X + X2 − X3 + ... + (−1)kXk + ... ) = 1

eflitli¤i kan›tlanabilir. (Bir önceki hesapta X yerine

−X al›n.) Bunun gibi,

(1 − 2X)(1 + 2X + 4X2 + 8X3 + ... ) = 1

(1 − X2)(1 + X2 + X4 + X6 + ... ) = 1

eflitlikleri de kan›tlanabilir.

Örnek 2. fiimdi flu kareyi hesaplayal›m:

Bu kez her k için, ak = bk = 1, dolay›s›yla kare-

nin k-inci terimi

a0bk + a1bk−1 + ... + akb0 = k + 1.

dir. Sonuç:

Örnek 3. Bu sefer yukardaki güç serisinin küpü-

nü, yani

güç serisini hesaplayal›m. Elbette bir önceki örnek-

ten yararlanaca¤›z:

Bu kez her k için, ak = k + 1 ve bk = 1. Dolay›s›yla,

çarp›m›n k-inci katsay›s›,

a0bk + a1bk−1 + ... + akb0 = 1 + 2 + ... + (k+1) 

= (k+1)(k+2)/2.

Görüldü¤ü gibi güç serileriyle hesap yapmak ol-

dukça e¤lenceli ve kolayd›r, polinomlar›n aksine...

Cahit Arf Günleri’nde (sayfa 39-42) daha e¤lenceli

hesaplar bulacaks›n›z. fiimdi, biraz trigonometriyi

an›msatan örnekler bulal›m.

Örnek 4. R, kesirli say›lar kümesi Q’yü içeren

bir halka olsun. fiu tan›mlar› yapal›m:
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Bunlar›n R halkas›nda bir “anlam›” oldu¤unu, ör-

ne¤in fonksiyon olduklar›n› söylemiyoruz. sin X,

cos X, exp X biçimsel güç serilerini sadece biçimsel

olarak, herhangi bir anlam yüklemeden tan›mlad›k.

Biraz daha bilgili okur, tan X, ch X, sh X gibi bili-

nen baflka biçimsel güç serilerini de tan›mlayabilir.

Ayn› uyar›y› tekrarlayal›m: sin X’te X yerine R’den

bir eleman koyamay›z, böyle bir fley ancak R gibi

özel halkalarda yap›labilir.

Al›flt›rmalar

1. Fibonacci dizisi flöyle tan›mlan›r: ƒ0 = 0, ƒ1 =

1 ve her k > 1 için ƒk = ƒk−1 + ƒk−2. fiimdi, ƒ güç se-

risini ∑k ƒkXk olarak tan›mlayal›m. ƒ = X + ƒX +

ƒX2 eflitli¤ini kan›tlay›n. (Formülde yanl›fl yoktur!)

2. (Z/4Z)[[X]] halkas›n›n s›f›rgüçlü ve s›f›rbölen

elemanlar›n› bulabilirseniz bulun.

3. (Σk x
k)n güç serisini hesaplay›n.

4. p ∈ R asalsa/indirgenemezse, p’nin R[[X]]’te

de asal/indirgenemez oldu¤unu kan›tlay›n. (Bknz.

Önsav 7 ve 9, sayfa 25-26).

5. E¤er ƒ = Σn≥0 anXn ise,

Dƒ = ƒ′ = Σn≥1 nanXn−1

olarak tan›mlans›n. Dƒ’ye ƒ’nin türevi denir. Örne-

¤in, (Z/pZ)[[X]] halkas›nda, D(∑k Xpk) = 0. Her a,

b ∈ R ve ƒ, g ∈ R[[X]] için, D(aƒ + bg) = aDƒ + bDg

ve D(ƒg) = ƒDg + gDƒ eflitliklerini kan›tlay›n.

Bundan sonraki al›flt›rmalarda R halkas›n›n

Q’yü içerdi¤ini varsayal›m.

6. sin2 X + cos2 X = 1, D(sin X) = cos X, 

D(cos X) = −sin X ve D(exp X) = exp X eflitlikleri-

ni kan›tlay›n.

7. sin(2X) = 2 sin X cos X ve exp(2X) = exp(X)2

gibi bildi¤iniz eflitlikleri kan›tlay›n.

Yukarda verdi¤imiz birinci örnekte tersinir bir-

kaç güç serisi gördük. fiimdi tüm tersinir güç serile-

rini bulal›m.

Teorem 2. ∑k akXk güç serisinin tersinir olma-

s› için gerek ve yeter koflul a0 ∈ R* kofluludur.

Kan›t: Önce ∑k akXk güç serisinin tersinir oldu-

¤unu varsayal›m. Demek ki (∑k akXk)(∑k bkXk) =

1 eflitli¤ini sa¤layan bir ∑k bkXk güç serisi var. Bun-

dan, a0b0 = 1 ç›kar ki bu da a0 eleman› R’de tersi-

nir demektir. Teoremin yar›s› kan›tland›.

fiimdi a0 ∈ R* koflulunu varsayal›m. 

(∑k akXk)(∑k bkXk) = 1

eflitli¤ini sa¤layan bir ∑k bkXk güç serisi ar›yoruz.

Yani,

a0b0 = 1 (0)

a0b1 + a1b0 = 0 (1)

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0 (2)

a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0 = 0 (3)

....

a0bk + a1bk−1 + ... + akb0 = 0 (k)

....

denklemlerinin hepsini birden R’de çözmemiz gereki-

yor (a’lar› biliyoruz, b’leri ar›yoruz.) Birinci denklem-

den bafllay›p tüm bu denklemleri teker teker çözelim.

S›f›r›nc› denklem kolay: a0 ∈ R* koflulundan

dolay›, a0b0 = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir b0 ∈ R vard›r.

Birinci denkleme geçelim. Bu denklemdeki b0 zaten

bulundu. b1’i bulmal›y›z. Denklem hemen bize b1’in

ne olmas› gerekti¤ini söylüyor:

b1 = −a0
−1a1b0.

‹kinci denkleme geçelim. Bu denklemi sa¤layan bir

b2 bulmal›y›z. Denklem bize b2’nin ne olmas› gerek-

ti¤ini söylüyor:

b2 = −a0
−1(a1b1 + a2b0).

Genel olarak, k-inci denkleme bakarak bk’yi bulabi-

liriz:

bk = −a0
−1(a1bk−1 + ... + akb0).

Demek ki ∑k akXk güç serisi tersinirmifl. ■■

Al›flt›rmalar

1. cos X ve exp X güç serileri tersinirdir, ters-

lerini bulun. sin X güç serisi tersinmez. Ama (sin

X)/X güç serisi tersinir (sin X, X’e bölünür); tersi-

ni bulun.

2. ƒ, bir önceki al›flt›rma kümesinin birinci al›fl-

t›rmas›ndaki gibi tan›mlanm›fl olsun (Fibonacci güç

serisi). O al›flt›rmay› kullanarak,

eflitli¤ini kan›tlay›n. fiimdi,

ϕ1 = (1 + √5)/2 ve ϕ2 = (1 − √5)/2 

olsun. 1 − X − X2 = (1 − ϕ1X)(1 − ϕ2X) eflitli¤ini

kullanarak, 

eflitli¤ini kan›tlay›n. Bundan,

formülünü bulun.

Teorem 2’den kolayl›kla flu sonuç ç›kar: 
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Sonuç 3. K bir cisim olsun. ƒ(X) ∈ K[[X]] \ {0}

ise, tek bir n do¤al say›s› ve tek bir tersinir u ∈
K[X]* için ƒ = Xnu eflitli¤i geçerlidir. n elbette s›f›r

olmayan ilk katsay›n›n endisidir ve  K[[X]] halka-

s›nda ƒ’yi bölen X’in en büyük gücüdür. Bir baflka

deyiflle X (denkleriyle birlikte) K[[X]] halkas›n›n

tek asal›d›r ve K[[X]] halkas› bir tek çarpanlama

bölgesidir.

Teorem 2’nin kan›t›nda, tersinir bir a(X) güç se-

risinin tersi katsay›lar› cinsinden bulundu. fiimdi,

a(X)’in tersini katsay›lar› cinsinden de¤il de, sadece

a(X) ve s›f›r›nc› katsay› olan a0 cinsinden bulal›m.

a(X) = a0 + a1X + a2X2 + ... + akXk + ...

tersinir güç serisi verilmifl olsun. a0’›n tersinir oldu-

¤unu biliyoruz. a(X)’i a0’›n tersiyle çarpal›m ve bul-

du¤umuz güç serisine b(X) ad›n› verelim:

b(X)= a0
−1a(X) 

= a0
−1(a0 + a1X + a2X2 + ... + akXk + ...

= 1 + a0
−1a1X + a0

−1a2X2 + ... + a0
−1akXk + ...

a(X)’in tersini bulmak için b(X)’in tersini bulmam›z

yeterli olacakt›r. Demek ki tersini bulmak istedi¤i-

miz güç serisinin s›f›r›nc› katsay›s›n›n 1 oldu¤unu

varsayabiliriz. Bundan böyle, tersini bulmak istedi-

¤imiz güç serisini

b = b(X) = 1 + b1X + b2X2 + ... + bkXk + ...

olarak yazal›m. Ayr›ca,

ƒ = ƒ(X) = −(b1X + b2X2 + ... + bkXk + ...)

olsun. ƒ’nin X’e bölündü¤üne dikkatinizi çekerim,

bu çok önemli olacak birazdan. 

Tan›mlardan dolay› tersini bulmak istedi¤imiz

b güç serisi, X’e bölünen belli bir ƒ ∈ R[[X]] için,

b = 1 − ƒ

olarak yaz›l›yor. Birinci örne¤imizle analoji kuracak

olursak, bu eleman›n tersinin

1 + ƒ + ƒ2 + ƒ3 + .. + ƒk + ...

oldu¤unu düflünebiliriz. Nitekim öyledir de. Ancak

bunu kan›tlayabilmemiz için,

1 + ƒ + ƒ2 + ƒ3 + .. + ƒk + ...

sonsuz toplam›na (serisine) bir anlam vermemiz ge-

rekiyor. Böyle sonsuz bir toplama yapmay› bilmiyo-

ruz, ö¤renmedik. E¤er ƒ, örne¤in cX gibi bir eleman

olsa, o zaman, 

1 + ƒ + ƒ2 + ƒ3 + .. + ƒk + ...

sonsuz toplam›n›n ne olaca¤› belli,

1 + cX + c2X2 + c3X3 + .. + ckXk + ...

olur, ama her ƒk böyle basit bir terim olmayabilir.

fiimdilik anlams›z olan bu sonsuz toplam› anlam-

land›ral›m.

ƒ, X’e bölündü¤ünden, ƒk’nin Xk’ye bölündü-

¤ünü unutmayal›m, yani ƒk güç serisinde X’in k’den

küçük güçleri bulunmaz. Dolay›s›yla yukardaki 

1 + ƒ + ƒ2 + ƒ3 + .. + ƒk + ...

sonsuz toplam›nda Xk−1 monomu sadece toplam›n 

1 + ƒ + ƒ2 + ... + ƒk−1

k›sm›nda belirir, Xk−1 monomunun katsay›s›n› he-

saplamak için toplamdaki geri kalan ƒn terimlerini

hesaplamaya gerek yoktur. Demek ki Xk−1 mono-

munun katsay›s›n› hesaplamak için sadece 

1 + ƒ + ƒ2 + ... + ƒk−1

terimlerini dikkate almam›z yeterli. Bu da R[[X]] hal-

kas›nda yapmas›n› bildi¤imiz bir hesap...

Bulduklar›m›z› yazal›m.

Önsav 4. a ∈ R[[X]]* olsun. a0, a güç serisinin

s›f›r›nc› katsay›s› olsun. a0’›n R’de tersinir oldu¤unu

biliyoruz. h = 1 − a0
−1a ∈ R[[X]] olsun. O zaman,

1 + h + h2 + ... + hk + ...

serisinin R[[X]] halkas›nda anlam› vard›r ve 

a−1 = a0
−1(1 + h + h2 + ... + hk + ...)

dir.

Görüldü¤ü gibi, kimileyin, R[[X]] halkas›n›n

sonsuz say›da eleman›n› toplay›p gene R[[X]]’te bir

eleman› bulabiliriz. Zaten bir güç serisinin kendisi

bile akXk monomlar›n›n sonsuz toplam›d›r. Sonsuz

say›da güç serisini ne zaman toplayabilece¤imizi gö-

relim flimdi.

Her k do¤al say›s› için, ƒk ∈ R[[X]] olsun ve

ƒ0 + ƒ1 + ƒ2 + ... + ƒk + ... (1)

gibi sonsuz bir toplam› hesaplamaya çal›flal›m. ‹ki

örnekle bafllayal›m.

ƒ0 = 1 + X + X2 + X3 + ...

ƒ1 = X + X2 + X3 + X4 + ...

ƒ2 = X2 + X3 + X4 + X5 + ...

ƒ3 = X3 + X4 + X5 + X6 + ...

ise, o zaman (1) sonsuz toplam› (e¤er varsa öyle bir

fley), elbette

1 + 2X + 3X2 + 4X3 + ...

olmal›, nitekim bu elemanlar› do¤ru dölek altalta

yazacak olursak,

ƒ0 = 1 + X + X2 + X3 + ...

ƒ1 = X + X2 + X3 + X4 + ...

ƒ2 = X2 + X3 + X4 + X5 + ...

ƒ3 = X3 + X4 + X5 + X6 + ...

...

toplam›n neden 1 + 2X + 3X2 + 4X3 + ... olmas› ge-

rekti¤ini hemen görürüz.
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Ama e¤er, 

ƒ0 = 1 + X

ƒ1 = 1 + X2

ƒ2 = 1 + X3

ƒ3 = 1 + X4

...

ise, (1) sonsuz toplam›n› hesaplayamay›z, sonsuz

toplam›n s›f›r›nc› terimini hesaplamak için sonsuz

say›da 1 toplamak zorunda kalaca¤›m›zdan, topla-

m›n s›f›r›nc› katsay›s›n› bulamay›z. Nitekim,

ƒ0 + ƒ1 + ... + ƒk = (k+1) + X + X2 + ... + Xk

ve k büyüdükçe sabit terim olan k + 1 sürekli de¤iflir,

hiç ayn› kalmaz.

Kolayca anlafl›laca¤› üzere, e¤er her Xn monomu

sadece sonlu say›da ƒk’de beliriyorsa, o zaman, (1)

sonsuz toplam›nda her Xn monomunun katsay›s›n›

bulabiliriz ve (1) sonsuz toplam›n› hesaplayabiliriz.

Yukardaki örneklerde,

ƒ0 + ƒ1 + ƒ2 + ... + ƒk + ...

sonsuz toplam›n› hesaplamak için asl›nda,

s0 = ƒ0,

s1 = ƒ0 + ƒ1,

s2 = ƒ0 + ƒ1 + ƒ2,

...

sk = ƒ0 + ƒ1 + ƒ2 + ... + ƒk,

...

sonlu toplamlar›n› hesaplad›k ve bu sonlu toplamlar-

da Xn monomunun katsay›s›n›n ilelebet de¤iflip de-

¤iflmedi¤ine bakt›k. E¤er her n için, Xn monomunun

katsay›s› sk sonlu toplamlar›nda bir süre sonra sabit-

leflip hiç de¤iflmiyorsa, diyelim ak oluyorsa, o zaman

gönül rahatl›¤›yla, (1) sonsuz toplam›n›n Σk akXk

güç serisine eflit oldu¤unu söyleyebiliriz.

Yukardaki aç›klamalarla kolayca anlafl›lan

“güç serilerinde yak›nsama” kavram› flöyle anlafl›l-

maz hale sokulur:

Tan›m. Her k do¤al say›s› için, sk ∈ R[[X]] bir

güç serisi olsun. E¤er 

s0, s1, s2, s3, ..., sk, ...

dizisinde, her Xn monomunun sk güç serilerinde be-

liren katsay›lar› belli bir aflamadan sonra sabitleni-

yorsa, diyelim an oluyorsa, o zaman Σn anXn güç

serisine (sk)k dizisinin limiti ad› verilir. Bunu,

limk → ∞ sk = Σn anXn

olarak gösteririz. Daha matematiksel flekilde ifade

edecek olursak: Her sk ∈ R[[X]] güç serisini, skn ∈
R için,

sk = sk0 + sk1X + ... + sknXn + ...

olarak yazal›m. E¤er her n do¤al say›s› için, 

k > N ise skn = an

koflulunu sa¤layan N do¤al say›s› ve an ∈ R varsa,

yani simgesel olarak, (sk)k dizisi,

∀n ∃N ∈ N ∃an ∈ R ∀k ∈ N (k > N ⇒ skn = an)

özelli¤i sa¤l›yorsa, o zaman Σn anXn güç serisine

(sk)k dizisinin limiti ad› verilir. 

Yukardaki tan›mdaki N do¤al say›s› ve halkan›n

an eleman› n’ye ba¤›ml›d›rlar elbet, n de¤ifltikçe de¤i-

flirler. Ama an, k’den ba¤›ms›zd›r.

fiimdi sonsuz toplam›n ve çarp›m›n tan›mlar›n›

verebiliriz:

Tan›m. Her k do¤al say›s› için, ƒk ∈ R[[X]] bir

güç serisi olsun.

E¤er (ƒ0 + ... + ƒk)k dizisinin limiti varsa, Σk ƒk

yak›nsakt›r deriz ve 

Σk ƒk = limk → ∞ (ƒ0 + ... + ƒk)

yazar›z.

E¤er (ƒ0 · ... · ƒk)k dizisinin limiti varsa, Πk ƒk

yak›nsakt›r deriz ve 

Πk ƒk = limk → ∞ (ƒ0 · ... · ƒk)

yazar›z.

Sonsuz say›da güç serisini kimileyin toplayabile-

ce¤imizi örneklerle gördük. fiimdi sonsuz say›da güç

serisi çarp›m› örne¤i görelim.

ƒ0 = 1 + X

ƒ1 = 1 + X2

ƒ2 = 1 + X4

ƒ3 = 1 + X8

...

ƒk = 1 + X2k

...

olsun. ƒ1ƒ2ƒ3ƒ4 ... sonsuz çarp›m›n› hesaplamaya

çal›flal›m. Çarp›m› yavafl yavafl hesaplay›p ƒ0 · ... · ƒk

sonlu çarp›m›n› bulal›m.

ƒ0 = 1 + X

ƒ0ƒ1 = 1 + X + X2

ƒ0ƒ1ƒ2 = 1 + X + X2 + X3 + X4

ƒ0ƒ1ƒ2ƒ3 = 1 + X + X2 + ... + X8

ƒ0ƒ1ƒ2ƒ3ƒ4 = 1 + X + X2 + ... + X16

...

Bu dizinin limiti oldu¤unu anlamak zor de¤il. Yu-

karda verilen tan›ma göre,

ƒ0ƒ1ƒ2 ... ƒk ... = 1 + X + X2 + ... + Xn + ...

(yani 1 − X’in tersi.)

Öte yandan,
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(1 + X)(1 + X)(1 + X)(1 + X)(1 + X) ...

sonsuz çarp›m›n› yapamay›z, çünkü, k›smi çarp›m-

larda, örne¤in X’in katsay›s› sürekli artar:

1 + X = 1 + X

(1 + X)2 = 1 + 2X + ...

(1 + X)3 = 1 + 3X + ...

(1 + X)4 = 1 + 4X + ...

Genel olarak, e¤er

ƒ0ƒ1ƒ2 ... ƒk

sonlu çarp›mlar›nda, her n için, Xn’nin katsay›lar›

belli bir N’den sonra hiç de¤iflmeyip sabitleniyorsa, 

ƒ0ƒ1ƒ2 ... ƒk ... 

sonsuz çarp›m›n› yapabiliriz. Bu sonsuz çarp›mda

Xn’nin katsay›s›, sonlu çarp›mlarda bir zaman son-

ra (belli bir N’den sonra) sabitlenen Xn’nin katsay›-

s› olur.

Yukardaki tan›mdan do¤rudan flu sonuç ç›kar:

Sonuç 5. a(X) = Σk akXk bir güç serisi olsun. ƒ,

X’e bölünen bir güç serisi olsun. O zaman, Σk akƒk

yak›nsakt›r. Hatta her ak ∈ R[[X]] ise bile Σk akƒk

yak›nsakt›r. 

Yak›nsayan Σk akƒk dizisini a(ƒ) olarak adlan-

d›rmak yerinde bir karard›r.

0, X’e bölündü¤ünden, e¤er a(X) bir güç serisiy-

se, yukardaki Sonuç 5’e göre, a(0) diye bir güç serisi

vard›r. Bu güç serisi elbette a’n›n s›f›r›nc› katsay›s›

olan a0’d›r.

Yukarda tan›mlad›¤›m›z yak›nsamak kavram›n›

biraz de¤iflik biçimde tan›mlayal›m. Bir (ƒn)n güç se-

risi dizisi verilmifl olsun:

ƒ0, ƒ1, ƒ2, ƒ3, ƒ4, ƒ5, ...

(her n için, ƒn ∈ R[[X]]). E¤er her k için, Xk, ƒn güç

serilerini belli bir aflamadan sonra hep bölüyorsa,

yani belli bir aflamadan sonra ƒn güç serilerinin s›f›-

r›nc›, birinci, ikinci, ..., k-inci katsay›lar› hep 0 ise,

o zaman (ƒn)n dizisi 0’a yak›nsar deriz. Bir baflka

deyiflle, e¤er her k için,

n > N ise Xk, ƒn’yi böler

önermesini do¤rulayan bir N say›s› varsa, o zaman

(ƒn)n dizisi 0’a yak›nsar deriz. Bulunmas› gereken N

say›s› k’ye göre de¤iflti¤inden, N yerine bazen N(k)

yaz›l›r. Elbette, k büyüdükçe N(k)’yi bulmak zorla-

fl›r ve k büyüdükçe genellikle N(k)’yi de büyük al-

mak zorunda kal›r›z.

fiimdi yukardaki gibi bir (ƒn)n dizisi ve ayr›ca

bir de ƒ güç serisi verilmifl olsun. E¤er (ƒn − ƒ)n di-

zisi 0’a yak›ns›yorsa, (ƒn)n dizisi ƒ’ye yak›nsar de-

nir. ƒ’ye (ƒn)n dizisinin limiti denir. Bir dizinin limi-

ti, e¤er varsa, bir tanedir ve bu durumda (ƒn)n dizi-

sinin limiti limn → ∞ ƒn olarak gösterilir.

Demek ki bu tan›ma göre, limn → ∞ ƒn = ƒ eflit-

li¤i için gerek ve yeter koflul, her k do¤al say›s› için,

yeterince büyük n’ler için, ƒn − ƒ güç dizisinin ilk k

katsay›s›n›n 0 olmas›d›r.

Örnek 1. an ∈ R ve ƒn = anXn olsun. O zaman

(ƒn)n dizisi 0’a yak›nsar. Çünkü k do¤al say›s› veril-

miflse, N’yi k alal›m; o zaman, her n > N için, Xk,

anXn’y› böler.

Örnek 2. ƒn = Xn−1 + Xn+1 olsun. O zaman

(ƒn)n dizisi 0’a yak›nsar. Çünkü her k do¤al say›s›

için, N’yi k al›rsak, her n > N için, Xk, ƒn’yi böler.

Örnek 3. ƒn = 1 + Xn+1 olsun. (ƒn)n dizisi 1’e

yak›nsar. Ama e¤er R = R ve ƒn = 1/n + Xn+1 ise,

(ƒn)n dizisi yukardaki anlamda yak›nsak de¤ildir,

hiçbir güç serisine yak›nsamaz.

Al›flt›rmalar

1. limn → ∞ 1 + Xn = 1.

2. limn → ∞ (1 + X + ... + Xn) = 1 + X + X2 + ...

+ Xn + ... = 1/(1 − X).

3. ƒn = 1 + nX + Xn olsun. (ƒn)n dizisinin limiti

yoktur.

4. ƒn = Σk min(k+1, n) Xk olsun. (ƒn)n dizisinin

limitini bulun.

5. ƒn = Σk max(k+1, n) Xk olsun. (ƒn)n dizisinin

limiti var m›d›r?

Bir ‹tiraz›m›z Var!

Yukarda tan›mlad›¤›m›z yak›nsamak kavram›

her R halkas› için geçerliydi. Ama e¤er R özel bir

halkaysa daha ifllevsel bir yak›nsamak kavram› elde

edebiliriz. Örne¤in, R = R ve ƒn = 1/n ise, yukarda-

ki yak›nsamak tan›m›na göre (ƒn)n dizisi R[[X]]’te

yak›nsamaz, çünkü s›f›r›nc› katsay›lar hiçbir zaman

sabitleflmezler. Oysa bu dizinin 0’a yak›nsamas› efl-

yan›n tabiat› gere¤idir! fiunu anlatmak istiyoruz:

E¤er R halkas›nda bir yak›nsamak kavram› varsa,

R[[X]] halkas›ndaki yak›nsamak kavram› R’deki

yak›nsamak kavram›yla örtüflse pek fena olmaz!

Yukarda tan›mlad›¤›m›z yak›nsamak kavram›-

n›n daha ciddi sorunlar› var: Her a ve ƒ polinomla-

r› için, a(ƒ) diye bir polinomdan sözedebiliriz: a ile

ƒ polinomlar›n›n bileflkesi. Örne¤in a = X2 ve ƒ = X

+ 1 ise a(ƒ) = (X + 1)2 dir. Sonuç 4, bize, ayn› fleyi

güç serilerinde, e¤er X, ƒ’yi bölüyorsa yapabilece¤i-
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mizi söylüyor. Örne¤in, yukardaki sonuca göre

cos(sin X) güç serisinden sözedebiliriz, çünkü X, sin

X’i böler. Ama ayn› sonuç bize sin(cos X), cos(cos

X), exp(cos X) gibi güç serilerinin olup olmad›¤›n›

söylemiyor, çünkü cos X, X’e bölünmez. Öte yan-

dan, R = R ise, sin(cos X), cos(cos X), exp(cos X)

gibi güç serilerinin oldu¤unu biliyoruz. Demek ki

yukardaki sonuç, çok genel bir sonuç olmas›na kar-

fl›n, baz› halkalarda olabilecek en iyi sonuç de¤il.

Hatta Sonuç 4, r = 0 d›fl›nda, e¤er ƒ ∈ R[[X]] ve r ∈
R ise ƒ(r) diye bir fleyin varl›¤› ya da yoklu¤uyla il-

gili bir fley söylemiyor. Ama biz, R = R ise, cos π gi-

bi fleylerden sözedebilece¤imizi biliyoruz.

Yukardaki sonuç, her R halkas› için geçerli olan

elde edebilece¤imiz en genel sonuçtur. Yoksa R gibi

daha özel halkalarda daha fazla güç serisi toplayabi-

liriz. Buna bir örnek verelim.

Örnek: R = R ve ƒn = 1/2n + Xn+1 olsun. Yani,

ƒ0 = 1 + X

ƒ1 = 1/2 + X2

ƒ2 = 1/4 + X3

...

olsun. ƒ0 + ƒ1 + ƒ2 + ... sonsuz toplam›n› hesapla-

maya çal›flal›m. Toplam›n elbette

(1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + ... ) + X + X2 + X3 + ...

olmas› gerekiyor, yani

2 + X + X2 + X3 + X4 + ...

Ama gene de Sonuç 5’in kapsam›na girmez bu top-

lam, çünkü s›f›r›nc› katsay›lar hiç sabitleflmiyor, 1 +

1/2 + 1/4 + 1/8 diye sürekli art›yorlar. Öte yandan

R halkas›nda 1/2n say›lar›n› toplayabiliriz, sonucun

2 etti¤ini biliyoruz. Dolay›s›yla R[[X]] halkas›nda

ƒ0 + ƒ1 + ƒ2 + ... sonsuz toplam›

2 + X + X2 + X3 + ... + Xn + ...

etmeli. 

Bu durumu kapsayacak bir tan›m bulmak zor

de¤ildir:

Tan›m. R, R gibi, üzerinde “yak›nsamak” kav-

ram› olan bir halka olsun. Her k do¤al say›s› için, sk

∈ R[[X]] bir güç serisi olsun. sk güç serilerini, skn ∈
R için,

sk = sk0 + sk1X + ... + sknXn + ...

olarak yazal›m. E¤er her n do¤al say›s› için, (skn)k di-

zisi R’de yak›nsaksa (örne¤in bir zaman sonra sabit

bir diziye dönüflüyorsa), o zaman (sk)k dizisine de ya-

k›nsak denir ve e¤er 

limk → ∞ skn = an

ise,

limk → ∞ sk = Σn anXn

yaz›l›r. Σn anXn güç serisine (sk)k dizisinin limiti ad›

verilir. Bir baflka yaz›l›mla,

limk → ∞ (Σn sknXn) = Σn (limk → ∞ skn)Xn.

Özel R halkalar› için tan›mlad›¤›m›z bu yeni ya-

k›nsamak kavram› daha önce tan›mlad›¤›m›z yak›n-

samak kavram›n› da içeriyor elbette, yani daha ön-

ceki tan›mlanm›fl limit kavram›yla yak›nsayan bir

dizi, bu yeni kavrama göre de yak›nsar.

Al›flt›rmalar

1. R’de karesi −1 olan bir eleman olsun, diyelim i.

exp(iX) = cos X + i sin X eflitli¤ini kan›tlay›n.

2. X, ƒ’yi bölsün. D(g(ƒ)) = (Dg)(ƒ) · D(ƒ) eflit-

li¤ini kan›tlay›n.

3. R = R ise, yukarda verilen ikinci yak›nsamak

tan›m›na göre sin(cos X) diye bir güç serisinin oldu-

¤unu kan›tlay›n.

4. R[[X, Y]] = (R[[X]])[[Y]] olarak tan›mlans›n.

En son verilen yak›nsama tan›m›n› kullanarak 

exp(X + Y) = exp(X)exp(Y) 

eflitli¤ini kan›tlay›n. E¤er yak›nsamak kavram›n› bi-

rinci tan›mdaki gibi alsayd›k, exp(X + Y)’nin yak›n-

sak olmayaca¤›n› gösterin.

5. R, kesirli say›lar cismi Q’yü içeren bir halka

olsun. ƒ(X) = Σn ƒnXn herhangi bir güç serisi olsun. 

eflitli¤ini kan›tlay›n (D(n)ƒ, ƒ’nin n-inci türevidir.)

Bundan,

eflitli¤ini kan›tlay›n. ♥
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Laurent Serileri
Güç serilerinde 1, X, X2, X3 gibi X’in negatif

olmayan güçlerini toplar›z. Toplamaya X’in her-

hangi bir negatif gücünden bafllarsak ne olur? 

ƒ−2X−2 + ƒ−1X−1 + ƒ0 + ƒ1X + ƒ2X2 + ...

gibi elemanlardan oluflan daha genifl bir halka

buluruz. E¤er R bir halkaysa,

R((X)) = {Σn>N ƒnXn : N ∈ Z ve ƒn ∈ R}

olsun. Toplama, ç›karma ve çarpma ifllemlerini

tahmin etti¤imiz gibi tan›mlayal›m.

E¤er R bir cisimse, R((X)) de bir cisimdir. Bu-

nun kan›t› − bu aflamada art›k − oldukça kolay-

d›r ve okura b›rak›lm›flt›r. ♥


