Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve indirgenemezler (2)

Halkalar, Sifirbolenler, Asallar,

Indirgenemezler vb.
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ce bagimsiz olmasina dikkat etmeye calisiyoruz. Bu

Matematik Dinyas’’nin  her
sayisinin onceki sayilardan olabildigin-

sayinin kapak konusu gegen saymin kapak konu-
suyla ayni oldugundan, bu yazida, gegen sayida ta-
nimladigimiz kavramlardan kisaca sézedecegiz.
Ama biraz daha ileri gidip yeni kavramlar ele alaca-
g1z. Ayrica gegen sayida sadece belli ozelliklere sa-
hip halkalar i¢in tanimladigimiz kavramlar1 bu ya-
zida daha genel halkalar i¢in tanimlayacagiz.

“Halka” denilen ve birazdan tanimlayacagimiz
matematiksel yapi, toplama ve ¢arpma adi verilen ve
alisik oldugumuz ozellikleri saglayan iki islemin ta-
nimlandigi bir kiimedir.

I. Halka Ornekleri. Once halka érnekleri vere-
lim ki halkalarla ¢cocuklugumuzdan beri igli dish ol-
dugumuz anlagilsin:

a) Tamsayilar kiimesi Z,

b) Kesirli sayilar kiimesi Q,

c) Gergel sayilar kiimesi R,

d) “Modiilo #” sayilar kiimesi Z/nZ,

e) Z[X], Q[X, Y], R[X], (Z/nZ)[X] gibi bir ya

da daha fazla degiskenli polinom ktimeleri,

f) ZWN2l={a+ b2 :a,b € Z}
ve

Q6] ={a+bV6:a,be Q)
gibi gercel sayilarin bazi altkiimeleri,

g) Herhangi bir p asali igin,

Qo> {alb : a, b € Z ve p, b’yi bolmez)}.

Biittin bu kiimeler kiimesi bildigimiz toplama ve

carpma iglemleriyle birlikte birer halkadirlar. Daha
binlerce halka 6rnegi vardir.

II. Halkanin Tanimi. Bir halka her seyden once
bir kiimedir, ama bir halka sadece bir kiime degildir
elbet, yoksa yeni bir kavram elde etmezdik. Bir hal-
kada, ayrica, O (sifir) ve 1 (bir ya da birim 6ge) ad1 ve-
rilen iki 6zel 6ge ve toplama ve carpma adi verilen iki
de islem vardir. Bu islemler + ve x olarak yazlirlar.
Yani toplama ve carpma, her ikisi de R x R kiimesin-
den R kiimesine giden birer fonksiyondurlar. Eger
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(x, ¥) € R x R ise, toplama ve ¢arpma iglemlerinin
(fonksiyonlarinin) sonucu sirasiyla x + y ve x x y ya-
zilirlar. Hemen hemen hep x x y yerine xy yazacagiz.

Toplama ve carpmanin sonucunun gene R kii-
mesinde olmasi gerektigi gozardi edilmemelidir. Ko-
laylikla gozden kagabilecek bu ince nokta vahim
hatalara yol agabilir.

Bu (R, +, %, 0, 1) beslisinin (degisimli) halka
adina hak kazanmasi i¢in birtakim o6zelliklere sahip
olmasi gerekmektedir. Iste o ozellikler:

H1 [Birlesme Ozelligi]. Her x, y, z € R icin,
X+ (y+2)=(x+7y)+zvex(yz) = (xy)z.
H2 [Etkisiz ve Birim Oge]. Her x € R icin,
O+x=x+0=xvexl =1x =x.
H3 [Degisme Ozelligi]. Her x ve y € R icin,
X+Y=Y+XUVexys=yx.
H4 [Ters Ogenin Varligi]. Her x € R icin,
x+y=y+x=0
esitliklerini saglayan bir y € R vardur.
H5.1=0.
H6 [Dagilma Ozelligi]. Her x, y, z € R icin,
x(y +2) = xy + x2.

Yukarda verdigimiz orneklerin herbirinde bu
ozelliklerin saglandigini okur sinayabilir. Dolayisiy-
la bu 6rneklerin herbiri gercekten birer halkadirl.

Bambagka tiirden bir halka 6rnegi verelim: A
bos olmayan herhangi bir kiime olsun. g (A),
A’nin altkiimeleri kiimesi olsun. Eger x, y € ¢(A)
ise, yani x ve y, A’nin birer altkiimesiyse,

x+y:=xuy)\(xny),

Xy:=xNYy
olarak tanimlayalim. Bu “toplama” ve “carpma” is-
lemleriyle birlikte g (A) bir halkadir. Bu halkada 0

gorevini bogkiime, 1 gorevini de A kiimesi ustlenir.

H1, H2, H3 ozellikleri toplamayla ¢carpma ara-
sinda pek bir ayrim yapmiyor. Toplama ve 0 icin
dogru olan, ¢arpma ve 1 icin de dogru ve bunun ter-

1 Gegen sayida verdigimiz halka tanimi hafifce degisikti, bu ta-
nimin digerine esdeger oldugunu kanitlamak zor degildir.
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si de gegerli: Carpma ve 1 i¢in dogru olan toplama
ve 0 i¢in de dogru. Toplamayla ¢arpma arasindaki
ayrim ancak H4 ve H6’da belli oluyor.

H1, bir halkanin 6geleri toplanirken ya da car-
pilirken paranteze gerek olmadigini séyliiyor. Ug
Oge icin gegerli olan bu 6zellik dort 6ge icin de ge-
cerlidir. Ornegin x, y, z, t 6gelerini toplarken islem-
lerin hangi sirayla yapildiklar: 6nemli degildir, soz-
gelimi,

(x+y)+(z+1t) =(x+(y+2)+¢
=((x+y)+)+t=(x+y)+(z+1)
=x+((y+2)+t) =x+ (y+ (2 +1)).

Dolaysiyla x, y, z, ¢ 6gelerinin toplamini ya da gar-
pimini parantezsiz olarak x + y + z + # ya da xyz# bi-
¢iminde yazabiliriz; parantezlerin iglevi kalmamustir.

Aslinda halkanin taniminda H3’tin ikinci yari-
s1, yani xy = yx esitligi yoktur. Bu esitligi saglayan
halkalara degisimli halka adi verilir. Biz bu sayida
sadece degisim ozelligi olan halkalarla ilgilenece-
giz ve halka terimini sadece ve sadece degisim
ozelligi olan halkalar icin kullanacagiz.

H3’ten toplama ve carpma yaparken x, y, z ve
#'nin yerlerinin de 6nemli olmadigin1 anlariz. Orne-
gin, xyzt = ZXty.

Dogal sayilar kiimesi N bir halka degildir, ¢iin-
kit H4 6zelligi N’de dogru degildir. Tek tamsayilar
kiimesine 0 eklersek, bu kiimede H1-H6 ozellikleri-
nin hepsi gegerli olmasina karsin, bu kiime halka
degildir, ¢tinkti bu kiimede toplama yapilamaz: iki
tek sayinin toplami her zaman bir tek say1 ya da 0
degildir. Bir halkada iki 6genin toplami ve ¢arpimi
gene o halkada olmalidir.

III. Halkalarin Basat Ozellikleri. Asagidaki
ozellikler tanimlardan dogrudan ¢ikar ve gecen sa-
yimizda kanitlanmigti. Kanitlari kolay olan bu 6zel-
likleri okur gecen saytya bakmadan kanitlamaya ca-
ligmalidir.

Onsav 1. i. Eger bir halkamn x, y ve z 6geleri x
+y = x + 2 esitligini sagliyorsa o zaman y = 2’ dir.

ii. Bir halkada H2 oézelligini saglayan 0 ve 1
ogelerinden tam birer tane vardr.

iil. Bir halkada, ber x icin H3 ozelligini saglayan,
yani x +y = 0 esitligini saglayan tek bir y vardsr.

Kanit: MD-2004-1, sayfa 30, Onsav 1 ve ardin-

dan yazlanlar. O
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Madem ki, x +y = 0 esitligini saglayan tek bir y
var, (x’e bagimli olan, yani x degistik¢e degisen) bu
y Ogesine bir ad verebiliriz. Bundan boyle x + y = 0
ozelligini saglayan y’yi —x olarak yazalim. Ayrica
bundan boyle

x + (—y) yerine x — v,

(—x) + y yerine —x + v,

(—x) + (—y) yerine —x — y
yazalim.

Demek ki bir halkada, 1 diye bir 6ge oldugun-
dan, -1 diye de bir 6ge vardir.

Onsav 2. R bir halka ve x, y € R olsun.
L—(x+7y)=-x—1y.

i —(x —y) = —x +y.

il —(—x) = x.

Kanit: MD-2004-1, sayfa 30, Onsav 3. m
Onsav 3. R bir halka ve x, y € R olsun.

1. x0=0.

1. (—x)y = ~(xy) = x(-y).

iii. (-1)y = —y.

. (~1)2=1.

Kanit: MD-2004-1, sayfa 31, Onsav S. O

IV. Tersinir Elemanlar. H4’e gore bir halkada
toplama iglemi igin her elemanin bir “tersi” var,
ama ayni sey carpma i¢in gegerli degil, yani her x
€ R icin xy = 1 esitligini saglayan bir y olmayabi-
lir, 6rnegin x = 0 igin boyle bir y olamaz, olsa, On-
sav 3.i’den dolayi, 1 = Oy = 0 olurdu, ki bu da
H5’le gelisir.

R bir halka olsun. @ € R olsun. Eger R halka-
sinda ab = 1 esitligini saglayan bir b 6gesi varsa,
a@’ya tersinir 6ge denir. Tersinir 6geler kiimesi R*
olarak gosterilir:

R* = {x € R : belli bir y € R i¢in xy = 1}.
Kolayca gorulecegi tizere,

VAl ={19 _1}3
Q* =Q \ {0},
R* =R\ (0},

R[X]* = R \{0} = sifir olmayan sabit polinomlar,

ZIX]* = {1, -1},

Qs = {:p_” N E-WAR

(Z/InZ)* = {d : d, w’ye asal}.

Sonuncu esitlik MD-2004-I, Sonug¢ 4, sayfa
16’da kanitlanmust.
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Alstirmalar.

1. (Z/4Z2)[X]* = {1 + 2f(X) : f(X) e (Z/42)[X]}
esitligini kanitlayin.

2. (2/6Z)[X]* kumesini bulun.

3. Her n > 1 i¢in, (Z/nZ)[X]* kiimesini bulun.

Bir halkada a verilmisse, ab = 1 esitligini sagla-
yan en fazla bir tek b vardir (hi¢ olmayabilir de.) Ni-
tekim ab = ac = 1 ise, 0 zaman ¢ = c1 = c¢(ab) = b(ac)
= b1 = b. Dolayisiyla tersinir bir a 6gesi icin ab = 1
esitligini saglayan bir ve bir tane b 6gesi vardir. Bu
oge a1 olarak gosterilir ve bu 6geye a’nin (carpma
i¢in) tersi ya da ¢arpimsal tersi denir. Demek ki, eger
bir halkada, ab = 1 ise a tersinirdir ve b = g1 dir.

Onsav 4. R bir halka olsun.

i.x,y € R* ise, xy € R* ve (xy)~1 = x~1y-1,
ii. x € R* ise, x1 € R* ve (x~1)~1 = x.

iii. x € R* ve xy = 0 ise, 0 zaman y = 0.

iv. x € R* ve xy = xz ise, 0 zaman y = 2.
v.xy € R* ise, x,y € R*.

Kanit: MD-2004-1, sayfa 31, Onsav 4.

Bir R halkasinda, eger bir # € R* i¢in x = yu
esitligi saglaniyorsa, x ve y elemanlarina denk de-
nir. Bu durumda x ~ y yazilir. Ornegin Z halkasin-
da n ve —n elemanlari denktir. R* kiimesinin tim
elemanlar1 birbirine denktir. Kolayca goriilecegi
uzere,

X~y x € yR* &y e xR* & xR* = yR*.

V. Bolmek. R bir halka ve a, b € R olsun. Eger
ax = b esitligini saglayan bir x € R varsa, o zaman 4,
b’yi boler denir ve bu alb olarak yazilir. Eger halka-
da bu denklemi saglayan bir tane x varsa, o zaman
x = bla yaulir. Eger bu denklemi saglayan birden
fazla x varsa, bla diye bir elemandan sozedemeyiz.
Ornegin, Z/12Z2°de, 2 x 3 =6 =2 x 9 ve Z/12Z’de 6/2
diye bir elemandan sbzedemeyiz. Ote yandan,
Z/112°de 6/2 diye bir elemandan sozedebiliriz, ¢lin-
kit Z/11Z halkasinda sadece x = 3 elemani 2x = 6
esitligini saglar.

Verdigimiz tanima gore 0, 0’1t boler (bazi kitap-
lar bunu kabul etmezler, ama bizim kitabimiz kabul
ediyor) ve 0, halkanin bagka hicbir elemanini bol-
mez. Bir halkada 0/0 diye bir eleman yoktur, ¢linkii
1x0=0x0=0.

Asagidaki onsavin kaniti1 kolaydir ve okura bi-
rakilmgtir.
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Onsav 5. R bir halka olsun.

i. Her r € R, 0’1 béler ve eger r # 0 ise sonug her
zaman O’dir.

ii. R* kiimesinin ber elemani her elemani boler.
1 her elemani béler ve ber r € R icin, 11 = 1.

iii. R* kiimesinin bir elemani ancak R* kiime-
sinden bir elemana béliinebilir.

iv. Eger u € R* ise, her x icin xulx.

v. Her x € R icin, xlx.

vi. Her x, y, z € R icin, xly ve ylz ise xlz.

VI. Tamlik Bolgeleri ve Cisimler. Eger bir hal-
kada her x, y i¢in, xy = 0 esitligi ya x’in ya da y’nin
0 olmasini gerektiriyorsa, o zaman o halkaya tam-
lik bolgesi ya da kisaca bélge adi verilir. Ornegin
Z/6Z bir tamlik bolgesi degildir, ciinkii 2 x 3 = 6
= 0’dir ama ne 2 ne de 3 elemam Z/6Z’de 0 degil-
dir. Bu ornekten de anlasilacag tizere Z/nZ halkasi-
nin bir tamlik bélgesi olmasi igin gerek ve yeter ko-
sul 7 dogal sayisinin asal olmasidir.

Z, Q ve R birer tamlik bolgesidir. Eger R bir
tamlik bolgesiyse, R[X] ve R[X, Y] gibi polinom
halkalar1 da tamlik bolgeleridir. [MD-2004-1, So-
nug 3, sayfa 28].

Tamlik bolgelerinde sadelegtirme yapilabilir,
yani bir tamlik bolgesinde a # 0 ise ve ab = ac ise b
= Jdir, ¢unki a(b — ¢) = 0°dir ve bir tamlik bolge-
sinde oldugumuzdan b — ¢ = 0, yani b = dir.

Sifir diginda her eleman: tersinir olan halkalara
cisim denir. Yani bir cisimde R* = R \ {0} dir. Q ve
R birer cisimdir, ama Z ve polinom halkalarinin hi¢-
biri bir cisim degildir. Onsav 4.iii’e gore her cisim bir
tamlik bolgesidir.

Aligtirmalar

1. Z/nZ halkasinin bir cisim olmas: i¢in yeterli
ve gerekli kogulun #’nin asal olmasidir.

2. Bir tamlik bolgesinde eger xly ve ylx ise x ~ y.

3. d € N bir tamkareye bolinmesin, ornegin d
= 2 olabilir. Q[Vd] = {x + yVd : x, y € Q} olsun. Bil-
digimiz toplama ve carpma altinda Q[Vd] bir halka-
dir. Bunun kanitlamasi oldukca kolaydir. Q[d]
halkasinin ayrica bir cisim oldugunu kanitlayin.

4. Sonlu her tamlik bolgesinin bir cisim oldugu-
nu kanitlayin.

VIL. Kartezyen Carpim. R ve S birer halka ol-
sun. R x § kartezyen ¢carpimini ele alalim:
RxS={(r,s):reR,seS}
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Bu kiime iistiinde su islemleri tanimlayalim:
(rys)+(r,s)Y=(r+7,s+5s)
(ry s)(r'y s') = (rr', ss').
Bu iki islem altinda R x S bir halkadir. R x S kiime-
sinin sifir ve birim elemanlari sirasiyla (0, 0) ve (1, 1)
elemanlaridir.

Alstirmalar

1. (R x §)* = R* x §* esitligini kanitlayin.

2. Z x Z halkasinda ne zaman bir (a, b) elema-
m bir (¢, d) elemanini boler?

3. R ve S birer halka olsun. (R x S)[X] polinom
halkasinin elemanlari

% (1, s)Xi
biciminde yazilirlar. R[X] x S[X] halkasinin eleman-
lar1 da
(X 7Xi, 2, 5:X)

biciminde yazilir. ¢ : (R x S)[X] —» R[X] x S[X]
fonksiyonu,

o(2; (rjy ) X) = (2; 7, X1, X, 5;X7)
kuraliyla tanimlanmig fonksiyon olsun. ¢’nin bire-
bir ve orten oldugunu, birim elemani birim elemana
gotiirdugiini ve toplama ve ¢arpmaya saygi duydu-
gunu, yani her p, g € (R x S)[X] i¢in,

olp +49) = 0lp) + 0lq)

¢(pq) = 0(p)e(q)
esitliklerini kanitlayn.

4. R bir halka olsun. e € R, ¢ = e esitligini sag-
lasin. Re = {re : r € R} kiimesinin toplama, ¢ikarma
ve ¢arpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.
Re’nin bir halka oldugunu kanitlayin (e, bu halkanin
birim elemanidir.) f = 1 — e olsun. f2 = f esitligini
kanitlayin. Dolayisiyla Rf de Re gibi bir halkadir. R
= Re + Rf ve Re n Rf = {0} esitliklerini kanitlayin.
Simdi @ : R — Re x Rf fonksiyonu ¢(7) = (re, 7f) ola-
rak tanimlansin. ¢’nin birebir ve 6rten oldugunu, bi-
rim elemani birim elemana gotiirdigini ve toplama
ve ¢arpmaya saygl duydugunu kanitlayin.

VIII. Althalka. R ve S birer halka olsunlar.
R’nin $’nin altkiimesi oldugunu varsayalim. Ayrica
her 71, 7, € R igin, | + r ve r{r, islemlerinin sonu-
cunun R’de ve $’de ayni sonuglari verdigini varsaya-
lim. Yani R’nin elemanlar1 R’de de toplansa, S’de de
toplansa ayni sonucu buldugumuzu varsayalim. Da-
ha matematiksel deyisle +g ve xg, R’deki toplama
ve ¢arpma islemlerini, +g ve xg, S’deki toplama ve
carpma iglemlerini simgeliyorsa, her r{, , € R i¢in

T{HR 1 =11 g1 V€T XR 1) =171 Xg 1)
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olsun. Ayrica 1g = 1g olsun. O zaman R’ye $’nin
althalkasi adi verilir. Bu durumda R < S yazariz.

Ornegin Z, Z[N5]’in bir althalkasidir, yani Z <
Z[V5]. Ama Z x {0} halkas1 Z x Z halkasinn bir alt-
halkasi degildir. Islemlerle ilgili kosullar saglanma-
sina kargin, iki halkanin birim elemanlari ayni degil-
dir. Kolayca kanitlanacag uzere, eger R < S ise, Og
= Og’tir. Elbette Z < Q < R ve her R halkasi i¢in R
< R[X] £ R[X, Y]. Ama Z/nZ, Z’nin bir althalkas1
degildir. Eger n # m ise Z/nZ, Z/mZ’nin hicbir za-
man bir althalkas: degildir.

R <Sver, v e R olsun. r eleman1 7' elemanini
R’de bolmeyebilir, ama S’de bolebilir. Ya da R’de
tersinir olmayan bir eleman $’de tersinir olabilir. Bir
bagka deyisle tersinir olmak, bolmek gibi kavramlar
ve tanimlayacagimiz daha bir¢cok kavram mutlak
kavramlar degildir, icinde bulundugumuz halkaya
gore degisirler. Bu yilizden hangi halkada disiindu-
gumiizii belirtmek igin, kimileyin, “R’de boler”,
“R’de tersinirdir” diyecegiz.

IX. Sifirbolenler. Bir halkada, bir y # 0 i¢in xy
= 0 esitligi saglanabiliyorsa, o zaman x’e sifirb6len
adi verilir. 0 her zaman sifirbolendir. Tersinir bir
eleman sifirbolen olamaz. Sifir diginda sifirbéleni
olmayan halkalara tamlik bolgesi adi vermistik.

Z/127 halkasinin sifirbolenleri 2, 3, 4, 6, 8, 9,
10 elemanlaridir. Genel olarak, Z/nZ halkasinin si-
firbolenleri #’yle ortak boleni olan elemanlardir (di-
gerleri de tersinir elemanlardir.)

Sifirbolenlerin toplamu sifirbolen olmak zorun-
da degildir. Ornegin 2 ve 3 elemanlar1 Z/12Z°de si-
fir bolendir, ama toplami olan 2 + 3, yani 5 bu hal-
kada bir sifirbolen degildir.

Sifirbolen olmayan bir eleman sadelegtirmeye
izin verir: Eger a sifirbolen degilse (yani ax = 0 ol-
dugunda x = 0 oluyorsa) ve ab = ac ise, 0 zaman b
= ¢’dir. Nitekim, a(b — ¢) = ab — ac = 0 esitliginden,
b—c=0veb=celde edilir.

Alistirmalar

1. 2/6Z[ X] ve Z/8Z[ X] halkalarinin sifirbolenle-
rini bulun.

2. Z/nZ halkasinin sifirbolenlerinin #’yle ortak
boleni olan elemanlarin siniflari oldugunu kanitla-
yin. Bunlardan # — ¢(n) tane vardir (bknz. MD-
2004-1, sayfa 39-41).

3. Bir R halkasinda, belli bir # dogal sayisi
icin, x” = 0 esitligini saglayan elemanlara sifirgiic-
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lii denir. Sifirgiigli elemanlar sifirbolendir elbet.
Sifirgiiclii elemanlarin toplamlarinin da sifirgiiclia
oldugunu kanitlayin. Z/nZ halkasinin sifirgiigla
elemanlarini bulun.

4. R ve S birer halka olsun. R x § halkasinin si-
firbolen ve sifirgiiclilerini bulun.

X. Ozniteliksel Sayr ya da Karakteristik.
Z/nZ halkasinda, bir eleman: kendisiyle # kez
toplayinca halkanin sifir elemanini elde ederiz,
yani Z/nZ halkasinda, her x € Z/nZ igin nx
= 0°dir. Ayrica n, Z/nZ halkasi i¢in bu ozelligi
saglayan en kiigiik pozitif dogal sayidir. Bu kav-
rami Z/nZ halkasindan herhangi bir halkaya ge-
nellestirecegiz.

R bir halka olsun. # > 0 bir dogal say1 olsun.
Her x € R i¢in nx = 0 ise ve n bu ozelligi saglayan
en kugiik pozitif dogal sayiysa, o zaman #’ye R’nin
Ozniteliksel sayis1 ya da karakteristigi denir ve
char(R) n yazilir. Ornegin, char(Z/nZ) = n,
char((Z/nZ)[X])) = n ve sayfa 21°deki g (A) 6rnegin-
de, char(p(A)) = 2.

Eger boyle bir # yoksa, o zaman char(R) = 0

yazilir.

Algtirmalar

1. char(R) = n ve char(S) = m olsun. char(RxS)
= ekok(n, m) esitligini kanitlayin.

2. R < S ise char(R) = char(S).

XI. Asallar. R bir halka olsun. p, halkanin ne ter-
sinir ne de sifirbolen olan bir elemani olsun. Her x, y
igin, p, xy carpimini boldiigiinde x ya da y’den en az
birini bolmek zorundaysa o zaman p’ye asal denir.

Z halkasinin asallar1 bildigimiz 2, 3, 5, 7, 11, ...
sayilaridir. Ama bunlarin diginda -2, -3, -5, -7,
-11 sayilar1 da asaldir. Bir halkada p asalsa ve g ~
p ise g de asaldir. Birbirine denk olan asallar ara-
sinda ayrim gozetmemek gerekir, ayni rolleri tstle-
nirler.

Z/nZ halkalarinin her elemani ya tersinir ya da
sifirbolen oldugundan bu halkalarda asal eleman
yoktur.

5, Z halkasinda asaldir, ancak ayni 5, Z[V5] hal-
kasinda asal degildir. Nitekim Z[V5] halkasinda § =
V5 x VS, yani 5, V5 x V5 carpimum Z[V5] halkasin-
da boler ama V51 bolmez.

Gene Z[V5] say1 halkasinda, 2, (V5 + 1)(\5 — 1)
sayisini (yani 4’1) boler ama 2 ne V5 + 1’i ne de V5
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— 1’1 béler. Demek ki Z’de asal olan 2 sayis1, Z[V5]
say1 halkasinda asal degildir.

Asallarin en 6nemli kullanim alani agagidaki
onsavda saklidir.

Teorem 6. Eger bir halkada bir eleman sonlu
sayida asalin carpumi olarak yaziliyorsa, o zaman
béyle bir yazilim biiyiik 6lgiide tek bir bigimde ya-
puir: Py ey Dy V€ Q1 ooy 4, asallarsa ve

D1 e Py =1 A
ise, 0 zaman n = m’dir ve dyle bir
o: {1, ..n > {1,2,..n}
eslesmesi vardir ki, ber i igin p; ~ ;) denkligi sag-
lanir?.

Kanit: Oldukca kolaydir. # izerine tiimevarim-
la yapilir. Bir tamlik bolgesi i¢in kanit MD-2004-1,
Teorem 2, sayfa 36°da verilmistir. Herhangi bir hal-
ka icin de ayni1 kanit gecerlidir (¢linkii bir asal sifir-
bolen degildir.) 0

Z[V5] say1 halkasinda,
NS+ 1S -1)=2x2
esitligi gecerli oldugundan, Teorem 6’ya gore, 2,
V5 — 1 ve VS + 1 sayilarmin Z[V5]’te asal olamaya-
caklari bir kez daha anlagilir. (Ayrintilar igin,
bknz. MD-2004-1, sayfa 23-24.)

Tersinir ve sifirbolen olmayan her elemanin
sonlu sayida asalin ¢carpimi olarak yazildig1 halkala-
ra tek carpanlama halkasi (TCH) denir. Eger halka
ayrica bir tamlik bolgesiyse, o zaman tek ¢arpanla-
ma bélgesinden ya da kisaca TCB’den sozedilir. Or-
negin Z bir TCB’dir. Z/nZ halkalarinda her eleman
ya tersinir ya da sifirbolen oldugundan (yani hig
asal olmadigindan), bu halkalar TCH’dirler. Aymi
nedenden bir cisim TCB’dir. Bu sayimizda daha bir-
cok TCB ornegi verecegiz.

Simdi Gauss’un ¢ok yararli bir sonucunu kanit-
layalim.

Onsav 7 [Gauss]. R herbangi bir halka olsun.
R’nin bir p eleman: R’de asalsa, R[X] polinom hal-
kasinda da asaldir.

Kanit: Her seyden 6nce R’de tersinir ya da sifir-
bolen olmayan bir eleman, R[X]’te de tersinir ya da
sifirbolen degildir. Bu kolay. Simdi R’nin p asali

2 Bu teorem gegen sayida boyle ifade edilmemisti. Dogru ifa-
de yukardaki gibi olmalidir. Bir 6nceki sayidaki ifade sekli yan-
lis degildir ama eksiktir. Bir 6nceki sayidaki kanit bu teore-
mi de kanitlar.
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a(X)b(X) polinom carpimini R[X]’te bolstin. Bu,
a(X)b(X) polinomunun tum katsayilar1 R’de p’ye
boliiniiyor demektir. p’nin ya a(X)’i ya da b(X)i
R[X]’te boldugini, yani p’nin ya a(X)’in ya da
b(X)in tim katsayilarini boldigiinii kanitlayacagiz.
a(X)=ag+ a1 X + ... + a, X",
b(X)=by + b1 X + ...+ b, Xm
olsun. p’nin ne a(X)’in ne de b(X)’in katsayilarinin
hepsini boldigiinii varsayalim. Demek ki belli i € {0,
1,..,n}veje{0,1, .., m}icin, p asali ay, ..., a;_1 ve
by, .., bj_1 katsayilarini R’de béler ama ne a;’yi ne de
b/yi R’de boler. (i ya da j = 0 olabilirler; 6rnegin i =
0 ise, bu, p, ag’t bolmez demektir.) Bundan bir celis-
ki elde edecegiz. a(X)b(X) ¢arpiminin (7 + j)-inci kat-
sayisina bakalim:
2 - ivj arbs = agbj,j + e abj + ... + aj,jbg.

p asali bu toplami boliiyor. Ote yandan, p, sagdaki
terimlerin, belki a;b; disinda herbirini bélityor, ¢iinkii
p asali ay, ..., a;_1 ve by, ..., bj—l elemanlarinin herbi-
rini bélityor. Demek ki p, a;b; elemanini da béliiyor.
Ama asal oldugundan, bundan p’nin 4; ve b; eleman-
larindan birini boldugt c¢ikar. Bu bir celigkidir. De-
mek ki p ya tiim a;'leri ya da tiim b;leri boliiyor. O

Aligtirmalar
1. R ve S birer halka olsun. R x S halkasinin asal-
larin1 bulun.

XIL Indirgenemezler. R bir halka olsun. p, hal-
kanin ne tersinir ne de sifirbolen olan bir elemamn
olsun. Her x, y igin, p = xy esitligi x ya da y’nin ter-
sinir olmasini gerektiriyorsa, o zaman p’ye indirge-
nemez denir. Bu, bir anlamda, p elemani “gercek-
ten” bagka elemanlarin ¢arpimui olarak yazilamiyor
demektir. Ornegin Z’nin 11 eleman1 1 x 11, 11 x 1,
(=11) x (-1) ve (-1) x (-11) bi¢iminde yazilir ama
bagka turlu iki saymin ¢arpimi olarak yazilamaz.

Z halkasinin indirgenemezleri bildigimiz 2, 3, 5,
7,11, ... sayilaridir. Ama bunlarin diginda -2, -3, -5,
-7, -11 sayilar1 da indirgenemezdir. Genel olarak, bir
halkada, p indirgenemezse ve q ~ p ise g de indirge-
nemezdir. Birbirine denk olan indirgenemezler arasin-
da ayrim gozetmemek gerekir, ayni rolleri iistlenirler.

Z/nZ halkalarinin her elemani ya tersinir ya da
sifirbolen oldugundan bu halkalarda indirgenemez
eleman yoktur.

5, Z halkasinda indirgenemezdir, ancak ayni 3,
Z[V5] halkasinda indirgenir. Nitekim Z[V5] halka-
sinda 5 = V5 x VS ve V5 ¢ Z[V5]*.
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TCB’lerde asalla indirgenemez arasinda bir ay-
rim yoktur [MD-2004, sayfa 38, Teorem 7].

Z halkasinda asallarla indirgenemezler arasinda
bir ayrim yoktur. [MD-2004-1, sayfa 17, Teorem 2]
Birazdan gorecegimiz tizere her halkada her asal bir
indirgenemezdir. Ama bunun tersi her zaman dogru
olmayabilir, yani indirgenemezlerin asal olmadig:
tamlik bolgeleri vardir.

Onsav 8. Her asal bir indirgenemezdir.

Kanit: MD-2004-1, sayfa 36, Teorem 1’de bu
onsav tamlik bolgeleri icin kanitlanmigti. Ama ayni
kanit herhangi bir halka i¢in de gegerlidir. O

Onsav 6 ve (V5 + 1)(NS — 1) = 2 x 2 esitligi, 2,
VS — 1 ve \S + 1 sayilarmin Z[V5]’te asal olmadigi-
n1 soyliiyor. Ote yandan bu elemanlar Z[V5] halka-
sinda indirgenemezdirler (bknz. MD-2004-1, sayfa
24). Demek ki asal olmayan indirgenemezler de var.

Onsav 9. R’nin bir indirgenemezi R[X|'te de
indirgenemezdir.

Kanit: p € R indirgenemez olsun. Once, p,
R’de sifirbolen ya da tersinir olmadigindan,
R[X]’te de sifirbolen ya da tersinir degildir. Bunun
kanit1 kolaydir ve okura birakilmistir. Simdi f, g €
R[X] icin, p = fg yazalm. Demek ki p = fg,. Bu-
radaki f( ve g, f ve g polinomlarinin sabit terim-
leri elbet. Ote yandan, p, R’de indirgenemez oldu-
gundan, ya f ya da g, elemani R’de tersinir. Diye-
lim gy € R* ve fo = pgo~!. Simdi Onsav 7’deki gi-
bi diigtinerek, tiimevarimla, p’nin f’nin her katsa-
yisini R’de boldigu kolaylikla kanitlanabilir: p in-
dirgenemezi f, ..., f;_1 katsayilarini bolsiin. fg’de
X?nin katsayisi sifir oldugundan,

fogi+ -+ fig1+ figo=0
ve p indirgenemezi f, ..., f;_1’1 boldiginden, en
soldaki f(g; + ... + f;_1g¢ terimini de boler, dolay1-
styla f,;g0’1 da boler. g, tersinir oldugundan, bun-
dan, p’nin f;yi de boldugi cikar. Demek ki p,
f’nin her katsayisini R’de boluyor, yani p, fyi
R[X]’te boluyor. Diyelim b € R[X] igin, f = ph.
Demek ki p = fg = phg, hg =1ve g € R[X]*. O

Indirgenemezlerin su yarari vardir: Bir halka-
nin elemanlarinin asallarin ¢arpimi olarak yazl-
masi1 Onsav 6’dan dolay1 ¢cok yararldir, biiyiik ko-
laylik saglar, en azindan halkanin ¢arpim tablosu
kolaylikla anlagilir. Ama ne yazik ki bir halkanin
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elemanlari her zaman asallarinin ¢arpimui olarak
yazilamayabilir. O zaman, halkanin elemanlarini
hi¢ olmazsa indirgenemezlerin ¢arpimi olarak yaz-
mak isteriz. Bu da ¢ogunlukla timevarimla kanit-
lanir. En biiyiik sorun timevarimin yapilacagi do-
gal saymin tanimlanmasidir. Bu konudan MD-
2004-1, sayfa 36-38’de sozetmis ve 38inci sayfada
asagidaki olguyu kanitlamistik:

Teorem 10. K bir cisimve d =0,1,-1 bir tam-

kareye boliimmeyen bir tamsayr olsun. O zaman,
KIX1y vy Xply ZIX 1y wvy Xpily ZNANX 1y ey X0l

halkalarmn herbirinde tersinir ya da sifir olmayan
her eleman sonlu sayida indirgenemezin carpimudir.

Bu teorem guzel olmasina giizel de, eksik. Ni-

tekim,
K[X1y ooy X,,] Ve Z[X{, woy X,,]

halkalar1 i¢cin daha genel bir teorem dogrudur:
Bu halkalarda tersinir ya da 0 olmayan her ele-
man sadece indirgenemezlerin degil, asallarin
¢arpimi olarak yazilir, yani bu halkalar birer tek
carpanlama bolgesidir. Sayfa 47-50’de bu olguyu
kanitlayacagiz. v

POLINOMLARDA iNDIRGENEMEZLER

K bir cisim, R bir halka olsun.

K[XTin sabit polinomlari, ya sifir ya da tersi-
nir olduklarindan, indigenemez olamazlar. Ote
yandan 2, Z[X]’te asaldir.

K[X]’in birinci dereceden polinomlarinin hep-
si elbette indirgenemezdir.

Sayfa 28’de kanitlayacagimiz Teorem 2’ye go-
re, g € R[X] ise ve bir a € R i¢in, g(a) = 0 ise, o za-
man X — a, g’yi R[X]’te boler, dolayisiyla boyle bir
g, eger derecesi 1’den buyiikse indirgenir. Demek
ki R[X] halkasinin derecesi 1’den biiytik ve indir-
genemez bir polinomunun R’de kokii olamaz.
Ama bunun tersi dogru degildir, yani kokii olma-
mak indirgenemez olmak igin yeterli neden degil-
dir: Ornegin (X2 + 1)2 polinomunun R’de kokii
yoktur ama bu polinom R[X]’te indirgenir. Hatta
2X — 4 polinomunun Z’de koki yoktur ama bu
polinom Z[X]’te indirgenir.

K[X]’in ikinci ve ticiinci dereceden polinom-
lar1 eger indirgenebilirse, 0 zaman bu polinomlari
bolen indirgenemezlerden biri illa ki birinci dere-
ceden olmak zorundadir, dolayisiyla ikinci ve
tctinct dereceden indirgenir polinomlarin kokleri
vardir. Demek ki ikinci ve ticiincii dereceden poli-
nomlarin K[X]’te indirgenemez olmalar i¢in K’de
koklerinin olmamasi yeter ve gerekli kosuldur.

Bir polinomun indirgenirligi ya da indirgene-
mezligi icinde bulundugu halkaya gére degisir. Or-
negin, X2 + 1 polinomu R[X] ve Z/3Z[X] polinom
halkalarinda indirgenemezdir, ama ayni polinom
Z/5Z|X] ve c[X] halkalarinda indirgenir, nitekim,
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Z/5Z[X] halkasinda X2 + 1 = (X — 2)(X — 3) ve
c[X] halkasinda X2 + 1 = (X + i)(X — ).

Eger R, 2 = 0 esitliginin saglandig bir halkay-
sa X2 + 1 polinomu R[X]’te indirgenir, nitekim,
boyle bir halkada (X + 1)2=X2+2X +1=X2+1
esitligi gecerlidir.

Eger K, 2 # 0 esitsizliginin saglandig1 bir cisim-
se, 0 zaman a # 0 icin K[X]'teki bir aX2 + bX + ¢
polinomunun indirgenir olmasi icin gerek ve yeter
kosul b2 — 4ac’nin K’de bir kare olmasidir. Bunun
kanitin1 okura birakiyoruz.

Gergel sayillarda durum c¢ok daha basittir,
cinkii daha Matematik Diuinyasi’nda kanitlama-
digimiz ve kaniti pek de kolay olmayan Cebirin
Temel Teoremi’ne gore, R[X]’in ancak birinci ve
ikinci dereceden polinomlari asal olabilir.

R[X]’in tek dereceli bir polinomunun koki
oldugunu, dolayisiyla derecesi 1’den biiyukse in-
dirgenir oldugunu kanitlamak pek de zor degildir.
Nitekim, eger f’nin derecesi tekse, x, too’a gitti-
ginde, f(x) de baskatsayisinin pozitif ya da nega-
tifligine gore, +oo’a ya da Fo’a gider, yani birbiri-
ne ters sonsuzlara gider, dolayisiyla f belli bir
noktada sifir olmak zorundadir; eger f(a) = O ise,
X — a, f’yi boler ve f indirgenirdir.

Genel olarak K[X] halkasinin indirgenemezle-
rini bulmak kolay olmayabilir, K olduk¢a basit
bir cisim olsa bile. Indirgenemezlerini bulmak ko-
lay olmasa da, K[X]’in her indirgenemezinin bir
asal oldugunu kanitlayabiliriz, sayfa 31°de kanit-
layacagiz da. v



