
Matematik Dünyas›’n›n her

say›s›n›n önceki say›lardan olabildi¤in-

ce ba¤›ms›z olmas›na dikkat etmeye çal›fl›yoruz. Bu

say›n›n kapak konusu geçen say›n›n kapak konu-

suyla ayn› oldu¤undan, bu yaz›da, geçen say›da ta-

n›mlad›¤›m›z kavramlardan k›saca sözedece¤iz.

Ama biraz daha ileri gidip yeni kavramlar ele alaca-

¤›z. Ayr›ca geçen say›da sadece belli özelliklere sa-

hip halkalar için tan›mlad›¤›m›z kavramlar› bu ya-

z›da daha genel halkalar için tan›mlayaca¤›z.

“Halka” denilen ve birazdan tan›mlayaca¤›m›z

matematiksel yap›, toplama ve çarpma ad› verilen ve

al›fl›k oldu¤umuz özellikleri sa¤layan iki ifllemin ta-

n›mland›¤› bir kümedir.

I. Halka Örnekleri. Önce halka örnekleri vere-

lim ki halkalarla çocuklu¤umuzdan beri içli d›fll› ol-

du¤umuz anlafl›ls›n:

a) Tamsay›lar kümesi Z,

b) Kesirli say›lar kümesi Q,

c) Gerçel say›lar kümesi R,

d) “Modülo n” say›lar kümesi Z/nZ,

e) Z[X], Q[X, Y], R[X], (Z/nZ)[X] gibi bir ya

da daha fazla de¤iflkenli polinom kümeleri,

f) Z[√2] = {a + b√2 : a, b ∈ Z} 

ve 

Q[√6] = {a + b√6 : a, b ∈ Q}

gibi gerçel say›lar›n baz› altkümeleri,

g) Herhangi bir p asal› için,

Q<p> = {a/b : a, b ∈ Z ve p, b’yi bölmez}.

Bütün bu kümeler kümesi bildi¤imiz toplama ve

çarpma ifllemleriyle birlikte birer halkad›rlar. Daha

binlerce halka örne¤i vard›r.

II. Halkan›n Tan›m›. Bir halka her fleyden önce

bir kümedir, ama bir halka sadece bir küme de¤ildir

elbet, yoksa yeni bir kavram elde etmezdik. Bir hal-

kada, ayr›ca, 0 (s›f›r) ve 1 (bir ya da birim ö¤e) ad› ve-

rilen iki özel ö¤e ve toplama ve çarpma ad› verilen iki

de ifllem vard›r. Bu ifllemler + ve × olarak yaz›l›rlar.

Yani toplama ve çarpma, her ikisi de R × R kümesin-

den R kümesine giden birer fonksiyondurlar. E¤er 

(x, y) ∈ R × R ise, toplama ve çarpma ifllemlerinin

(fonksiyonlar›n›n) sonucu s›ras›yla x + y ve x × y ya-

z›l›rlar. Hemen hemen hep x × y yerine xy yazaca¤›z.

Toplama ve çarpman›n sonucunun gene R kü-

mesinde olmas› gerekti¤i gözard› edilmemelidir. Ko-

layl›kla gözden kaçabilecek bu ince nokta vahim

hatalara yol açabilir. 

Bu (R, +, ×, 0, 1) befllisinin (de¤iflimli) halka

ad›na hak kazanmas› için birtak›m özelliklere sahip

olmas› gerekmektedir. ‹flte o özellikler:

H1 [Birleflme Özelli¤i]. Her x, y, z ∈ R için, 

x + (y + z) = (x + y) + z ve x(yz) = (xy)z.

H2 [Etkisiz ve Birim Ö¤e]. Her x ∈ R için,

0 + x = x + 0 = x ve x1 = 1x = x.

H3 [De¤iflme Özelli¤i]. Her x ve y ∈ R için, 

x + y = y + x ve xy = yx.

H4 [Ters Ö¤enin Varl›¤›]. Her x ∈ R için, 

x + y = y + x = 0 

eflitliklerini sa¤layan bir y ∈ R vard›r.

H5. 1 ≠ 0.

H6 [Da¤›lma Özelli¤i]. Her x, y, z ∈ R için, 

x(y + z) = xy + xz.

Yukarda verdi¤imiz örneklerin herbirinde bu

özelliklerin sa¤land›¤›n› okur s›nayabilir. Dolay›s›y-

la bu örneklerin herbiri gerçekten birer halkad›r1.

H1, H2, H3 özellikleri toplamayla çarpma ara-

s›nda pek bir ayr›m yapm›yor. Toplama ve 0 için

do¤ru olan, çarpma ve 1 için de do¤ru ve bunun ter-
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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve ‹ndirgenemezler (2)

Halkalar, S›f›rbölenler, Asallar,
‹ndirgenemezler vb.

1 Geçen say›da verdi¤imiz halka tan›m› hafifçe de¤iflikti, bu ta-

n›m›n di¤erine eflde¤er oldu¤unu kan›tlamak zor de¤ildir.

Bambaflka türden bir halka örne¤i verelim: A

bofl olmayan herhangi bir küme olsun. ℘(A),

A’n›n altkümeleri kümesi olsun. E¤er x, y ∈ ℘(A)

ise, yani x ve y, A’n›n birer altkümesiyse,

x + y := (x ∪ y) \ (x ∩ y),

xy := x ∩ y

olarak tan›mlayal›m. Bu “toplama” ve “çarpma” ifl-

lemleriyle birlikte ℘(A) bir halkad›r. Bu halkada 0

görevini boflküme, 1 görevini de A kümesi üstlenir.



si de geçerli: Çarpma ve 1 için do¤ru olan toplama

ve 0 için de do¤ru. Toplamayla çarpma aras›ndaki

ayr›m ancak H4 ve H6’da belli oluyor.

H1, bir halkan›n ö¤eleri toplan›rken ya da çar-

p›l›rken paranteze gerek olmad›¤›n› söylüyor. Üç

ö¤e için geçerli olan bu özellik dört ö¤e için de ge-

çerlidir. Örne¤in x, y, z, t ö¤elerini toplarken ifllem-

lerin hangi s›rayla yap›ld›klar› önemli de¤ildir, söz-

gelimi,

(x + y) + (z + t) = (x + (y + z)) + t

= ((x + y) + z) + t = (x + y) + (z + t)

= x + ((y + z) + t) = x + (y + (z + t)).

Dolay›s›yla x, y, z, t ö¤elerinin toplam›n› ya da çar-

p›m›n› parantezsiz olarak x + y + z + t ya da xyzt bi-

çiminde yazabiliriz; parantezlerin ifllevi kalmam›flt›r.

H3’ten toplama ve çarpma yaparken x, y, z ve

t’nin yerlerinin de önemli olmad›¤›n› anlar›z. Örne-

¤in, xyzt = zxty.

III. Halkalar›n Baflat Özellikleri. Afla¤›daki

özellikler tan›mlardan do¤rudan ç›kar ve geçen sa-

y›m›zda kan›tlanm›flt›. Kan›tlar› kolay olan bu özel-

likleri okur geçen say›ya bakmadan kan›tlamaya ça-

l›flmal›d›r.

Önsav 1. i. E¤er bir halkan›n x, y ve z ö¤eleri x

+ y = x + z eflitli¤ini sa¤l›yorsa o zaman y = z’dir.

ii. Bir halkada H2 özelli¤ini sa¤layan 0 ve 1

ö¤elerinden tam birer tane vard›r.

iii. Bir halkada, her x için H3 özelli¤ini sa¤layan,

yani x + y = 0 eflitli¤ini sa¤layan tek bir y vard›r.

Kan›t: MD-2004-I, sayfa 30, Önsav 1 ve ard›n-

dan yaz›lanlar. ■■

Madem ki, x + y = 0 eflitli¤ini sa¤layan tek bir y

var, (x’e ba¤›ml› olan, yani x de¤ifltikçe de¤iflen) bu

y ö¤esine bir ad verebiliriz. Bundan böyle x + y = 0

özelli¤ini sa¤layan y’yi −x olarak yazal›m. Ayr›ca

bundan böyle

x + (−y) yerine x − y,

(−x) + y yerine −x + y,

(−x) + (−y) yerine −x − y

yazal›m.

Demek ki bir halkada, 1 diye bir ö¤e oldu¤un-

dan, −1 diye de bir ö¤e vard›r.

Önsav 2. R bir halka ve x, y ∈ R olsun.

i. −(x + y) = −x − y.

ii. −(x − y) = −x + y.

iii. −(−x) = x.

Kan›t: MD-2004-I, sayfa 30, Önsav 3. ■■

Önsav 3. R bir halka ve x, y ∈ R olsun.

i. x0 = 0.

ii. (−x)y = −(xy) = x(−y).

iii. (−1)y = −y.

iv. (−1)2 = 1.

Kan›t: MD-2004-I, sayfa 31, Önsav 5. ■■

IV. Tersinir Elemanlar. H4’e göre bir halkada

toplama ifllemi için her eleman›n bir “tersi” var,

ama ayn› fley çarpma için geçerli de¤il, yani her x

∈ R için xy = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir y olmayabi-

lir, örne¤in x = 0 için böyle bir y olamaz, olsa, Ön-

sav 3.i’den dolay›, 1 = 0y = 0 olurdu, ki bu da

H5’le çeliflir.

R bir halka olsun. a ∈ R olsun. E¤er R halka-

s›nda ab = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir b ö¤esi varsa,

a’ya tersinir ö¤e denir. Tersinir ö¤eler kümesi R*

olarak gösterilir:

R* = {x ∈ R : belli bir y ∈ R için xy = 1}.

Kolayca görülece¤i üzere,

Z* = {1, −1},

Q* = Q \ {0},

R* = R \ {0},

R[X]* = R \ {0} = s›f›r olmayan sabit polinomlar,

Z[X]* = {1, −1},

Q<p>* = {±pn : n ∈ Z},

(Z/nZ)* = {d : d, n’ye asal}. 

Sonuncu eflitlik MD-2004-I, Sonuç 4, sayfa

16’da kan›tlanm›flt›.
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Asl›nda halkan›n tan›m›nda H3’ün ikinci yar›-

s›, yani xy = yx eflitli¤i yoktur. Bu eflitli¤i sa¤layan

halkalara de¤iflimli halka ad› verilir. Biz bu say›da

sadece de¤iflim özelli¤i olan halkalarla ilgilenece-

¤iz ve halka terimini sadece ve sadece de¤iflim

özelli¤i olan halkalar için kullanaca¤›z.

Do¤al say›lar kümesi N bir halka de¤ildir, çün-

kü H4 özelli¤i N’de do¤ru de¤ildir. Tek tamsay›lar

kümesine 0 eklersek, bu kümede H1-H6 özellikleri-

nin hepsi geçerli olmas›na karfl›n, bu küme halka

de¤ildir, çünkü bu kümede toplama yap›lamaz: iki

tek say›n›n toplam› her zaman bir tek say› ya da 0

de¤ildir. Bir halkada iki ö¤enin toplam› ve çarp›m›

gene o halkada olmal›d›r.



Al›flt›rmalar.

1. (Z/4Z)[X]* = {1 + 2ƒ(X) : ƒ(X) ∈ (Z/4Z)[X]}

eflitli¤ini kan›tlay›n.

2. (Z/6Z)[X]* kümesini bulun.

3. Her n > 1 için, (Z/nZ)[X]* kümesini bulun.

Bir halkada a verilmiflse, ab = 1 eflitli¤ini sa¤la-

yan en fazla bir tek b vard›r (hiç olmayabilir de.) Ni-

tekim ab = ac = 1 ise, o zaman c = c1 = c(ab) = b(ac)

= b1 = b. Dolay›s›yla tersinir bir a ö¤esi için ab = 1

eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tane b ö¤esi vard›r. Bu

ö¤e a−1 olarak gösterilir ve bu ö¤eye a’n›n (çarpma

için) tersi ya da çarp›msal tersi denir. Demek ki, e¤er

bir halkada, ab = 1 ise a tersinirdir ve b = a−1 dir.

Önsav 4. R bir halka olsun.

i. x, y ∈ R* ise, xy ∈ R* ve (xy)−1 = x−1y−1.

ii. x ∈ R* ise, x−1 ∈ R* ve (x−1)−1 = x.

iii. x ∈ R* ve xy = 0 ise, o zaman y = 0.

iv. x ∈ R* ve xy = xz ise, o zaman y = z.

v. xy ∈ R* ise, x, y ∈ R*.

Kan›t: MD-2004-I, sayfa 31, Önsav 4. ■■

Bir R halkas›nda, e¤er bir u ∈ R* için x = yu

eflitli¤i sa¤lan›yorsa, x ve y elemanlar›na denk de-

nir. Bu durumda x ~ y yaz›l›r. Örne¤in Z halkas›n-

da n ve −n elemanlar› denktir. R* kümesinin tüm

elemanlar› birbirine denktir. Kolayca görülece¤i

üzere,

x ~ y ⇔ x ∈ yR* ⇔ y ∈ xR* ⇔ xR* = yR*.

V. Bölmek. R bir halka ve a, b ∈ R olsun. E¤er

ax = b eflitli¤ini sa¤layan bir x ∈ R varsa, o zaman a,

b’yi böler denir ve bu a|b olarak yaz›l›r. E¤er halka-

da bu denklemi sa¤layan bir tane x varsa, o zaman

x = b/a yaz›l›r. E¤er bu denklemi sa¤layan birden

fazla x varsa, b/a diye bir elemandan sözedemeyiz.

Örne¤in, Z/12Z’de, 2 × 3 = 6 = 2 × 9 ve Z/12Z’de 6/2

diye bir elemandan sözedemeyiz. Öte yandan,

Z/11Z’de 6/2 diye bir elemandan sözedebiliriz, çün-

kü Z/11Z halkas›nda sadece x = 3 eleman› 2x = 6

eflitli¤ini sa¤lar.

Verdi¤imiz tan›ma göre 0, 0’› böler (baz› kitap-

lar bunu kabul etmezler, ama bizim kitab›m›z kabul

ediyor) ve 0, halkan›n baflka hiçbir eleman›n› böl-

mez. Bir halkada 0/0 diye bir eleman yoktur, çünkü

1 × 0 = 0 × 0 = 0.

Afla¤›daki önsav›n kan›t› kolayd›r ve okura b›-

rak›lm›flt›r. 

Önsav 5. R bir halka olsun.

i. Her r ∈ R, 0’› böler ve e¤er r ≠ 0 ise sonuç her

zaman 0’d›r.

ii. R* kümesinin her eleman› her eleman› böler.

1 her eleman› böler ve her r ∈ R için, r/1 = r.

iii. R* kümesinin bir eleman› ancak R* küme-

sinden bir elemana bölünebilir.

iv. E¤er u ∈ R* ise, her x için xu|x.

v. Her x ∈ R için, x|x. 

vi. Her x, y, z ∈ R için, x|y ve y|z ise x|z.

VI. Taml›k Bölgeleri ve Cisimler. E¤er bir hal-

kada her x, y için, xy = 0 eflitli¤i ya x’in ya da y’nin

0 olmas›n› gerektiriyorsa, o zaman o halkaya tam-

l›k bölgesi ya da k›saca bölge ad› verilir. Örne¤in

Z/6Z bir taml›k bölgesi de¤ildir, çünkü2 ×3 =6
=0’d›r ama ne2 ne de3 eleman› Z/6Z’de0 de¤il-

dir. Bu örnekten de anlafl›laca¤› üzere Z/nZ halkas›-

n›n bir taml›k bölgesi olmas› için gerek ve yeter ko-

flul n do¤al say›s›n›n asal olmas›d›r.

Z, Q ve R birer taml›k bölgesidir. E¤er R bir

taml›k bölgesiyse, R[X] ve R[X, Y] gibi polinom

halkalar› da taml›k bölgeleridir. [MD-2004-I, So-

nuç 3, sayfa 28].

Taml›k bölgelerinde sadelefltirme yap›labilir,

yani bir taml›k bölgesinde a ≠ 0 ise ve ab = ac ise b

= c’dir, çünkü a(b − c) = 0’d›r ve bir taml›k bölge-

sinde oldu¤umuzdan b − c = 0, yani b = c’dir.

S›f›r d›fl›nda her eleman› tersinir olan halkalara

cisim denir. Yani bir cisimde R* = R \ {0} dir. Q ve

R birer cisimdir, ama Z ve polinom halkalar›n›n hiç-

biri bir cisim de¤ildir. Önsav 4.iii’e göre her cisim bir

taml›k bölgesidir.

Al›flt›rmalar

1. Z/nZ halkas›n›n bir cisim olmas› için yeterli

ve gerekli koflulun n’nin asal olmas›d›r. 

2. Bir taml›k bölgesinde e¤er x|y ve y|x ise x ~ y.

3. d ∈ N bir tamkareye bölünmesin, örne¤in d

= 2 olabilir. Q[√d] = {x + y√d : x, y ∈Q} olsun. Bil-

di¤imiz toplama ve çarpma alt›nda Q[√d] bir halka-

d›r. Bunun kan›tlamas› oldukça kolayd›r. Q[√d]

halkas›n›n ayr›ca bir cisim oldu¤unu kan›tlay›n.

4. Sonlu her taml›k bölgesinin bir cisim oldu¤u-

nu kan›tlay›n.

VII. Kartezyen Çarp›m. R ve S birer halka ol-

sun. R × S kartezyen çarp›m›n› ele alal›m:

R × S = {(r, s) : r ∈ R, s ∈ S}.
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Bu küme üstünde flu ifllemleri tan›mlayal›m:

(r, s) + (r′, s′) = (r + r′, s + s′)
(r, s)(r′, s′) = (rr′, ss′).

Bu iki ifllem alt›nda R × S bir halkad›r. R × S küme-

sinin s›f›r ve birim elemanlar› s›ras›yla (0, 0) ve (1, 1)

elemanlar›d›r.

Al›flt›rmalar

1. (R × S)* = R* × S* eflitli¤ini kan›tlay›n.

2. Z × Z halkas›nda ne zaman bir (a, b) elema-

n› bir (c, d) eleman›n› böler?

3. R ve S birer halka olsun. (R × S)[X] polinom

halkas›n›n elemanlar› 

Σi (ri, si)X
i

biçiminde yaz›l›rlar. R[X] × S[X] halkas›n›n eleman-

lar› da

(Σi riX
i, Σi siX

i)

biçiminde yaz›l›r. ϕ : (R × S)[X] → R[X] × S[X]

fonksiyonu,

ϕ(Σi (ri, si)X
i) = (Σi riX

i, Σi siX
i)

kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon olsun. ϕ’nin bire-

bir ve örten oldu¤unu, birim eleman› birim elemana

götürdü¤ünü ve toplama ve çarpmaya sayg› duydu-

¤unu, yani her p, q ∈ (R × S)[X] için,

ϕ(p + q) = ϕ(p) + ϕ(q)

ϕ(pq) = ϕ(p)ϕ(q)

eflitliklerini kan›tlay›n.

4. R bir halka olsun. e ∈ R, e2 = e eflitli¤ini sa¤-

las›n. Re = {re : r ∈ R} kümesinin toplama, ç›karma

ve çarpma alt›nda kapal› oldu¤unu kan›tlay›n.

Re’nin bir halka oldu¤unu kan›tlay›n (e, bu halkan›n

birim eleman›d›r.) ƒ = 1 − e olsun. ƒ2 = ƒ eflitli¤ini

kan›tlay›n. Dolay›s›yla Rƒ de Re gibi bir halkad›r. R

= Re + Rƒ ve Re ∩ Rƒ = {0} eflitliklerini kan›tlay›n.

fiimdi ϕ : R→ Re × Rƒ fonksiyonu ϕ(r) = (re, rƒ) ola-

rak tan›mlans›n. ϕ’nin birebir ve örten oldu¤unu, bi-

rim eleman› birim elemana götürdü¤ünü ve toplama

ve çarpmaya sayg› duydu¤unu kan›tlay›n.

VIII. Althalka. R ve S birer halka olsunlar.

R’nin S’nin altkümesi oldu¤unu varsayal›m. Ayr›ca

her r1, r2 ∈ R için, r1 + r2 ve r1r2 ifllemlerinin sonu-

cunun R’de ve S’de ayn› sonuçlar› verdi¤ini varsaya-

l›m. Yani R’nin elemanlar› R’de de toplansa, S’de de

toplansa ayn› sonucu buldu¤umuzu varsayal›m. Da-

ha matematiksel deyiflle +R ve ×R, R’deki toplama

ve çarpma ifllemlerini, +S ve ×S, S’deki toplama ve

çarpma ifllemlerini simgeliyorsa, her r1, r2 ∈ R için

r1 +R r2 = r1 +S r2 ve r1 ×R r2 = r1 ×S r2

olsun. Ayr›ca 1R = 1S olsun. O zaman R’ye S’nin

althalkas› ad› verilir. Bu durumda R ≤ S yazar›z. 

Örne¤in Z, Z[√5]’in bir althalkas›d›r, yani Z ≤
Z[√5]. Ama Z × {0} halkas› Z × Z halkas›n›n bir alt-

halkas› de¤ildir. ‹fllemlerle ilgili koflullar sa¤lanma-

s›na karfl›n, iki halkan›n birim elemanlar› ayn› de¤il-

dir. Kolayca kan›tlanaca¤› üzere, e¤er R ≤ S ise, 0R

= 0S’tir. Elbette Z ≤ Q ≤ R ve her R halkas› için R

≤ R[X] ≤ R[X, Y]. Ama Z/nZ, Z’nin bir althalkas›

de¤ildir. E¤er n ≠ m ise Z/nZ, Z/mZ’nin hiçbir za-

man bir althalkas› de¤ildir.

R ≤ S ve r, r′ ∈ R olsun. r eleman› r′ eleman›n›

R’de bölmeyebilir, ama S’de bölebilir. Ya da R’de

tersinir olmayan bir eleman S’de tersinir olabilir. Bir

baflka deyiflle tersinir olmak, bölmek gibi kavramlar

ve tan›mlayaca¤›m›z daha birçok kavram mutlak

kavramlar de¤ildir, içinde bulundu¤umuz halkaya

göre de¤iflirler. Bu yüzden hangi halkada düflündü-

¤ümüzü belirtmek için, kimileyin, “R’de böler”,

“R’de tersinirdir” diyece¤iz.

IX. S›f›rbölenler. Bir halkada, bir y ≠ 0 için xy

= 0 eflitli¤i sa¤lanabiliyorsa, o zaman x’e s›f›rbölen

ad› verilir. 0 her zaman s›f›rbölendir. Tersinir bir

eleman s›f›rbölen olamaz. S›f›r d›fl›nda s›f›rböleni

olmayan halkalara taml›k bölgesi ad› vermifltik.

Z/12Z halkas›n›n s›f›rbölenleri 2, 3, 4, 6, 8, 9,

10 elemanlar›d›r. Genel olarak, Z/nZ halkas›n›n s›-

f›rbölenleri n’yle ortak böleni olan elemanlard›r (di-

¤erleri de tersinir elemanlard›r.)

S›f›rbölenlerin toplam› s›f›rbölen olmak zorun-

da de¤ildir. Örne¤in 2 ve 3 elemanlar› Z/12Z’de s›-

f›r bölendir, ama toplam› olan 2 + 3, yani 5 bu hal-

kada bir s›f›rbölen de¤ildir.

S›f›rbölen olmayan bir eleman sadelefltirmeye

izin verir: E¤er a s›f›rbölen de¤ilse (yani ax = 0 ol-

du¤unda x = 0 oluyorsa) ve ab = ac ise, o zaman b

= c’dir. Nitekim, a(b − c) = ab − ac = 0 eflitli¤inden,

b − c = 0 ve b = c elde edilir.

Al›flt›rmalar

1. Z/6Z[X] ve Z/8Z[X] halkalar›n›n s›f›rbölenle-

rini bulun.

2. Z/nZ halkas›n›n s›f›rbölenlerinin n’yle ortak

böleni olan elemanlar›n s›n›flar› oldu¤unu kan›tla-

y›n. Bunlardan n − ϕ(n) tane vard›r (bknz. MD-

2004-I, sayfa 39-41).

3. Bir R halkas›nda, belli bir n do¤al say›s›

için, xn = 0 eflitli¤ini sa¤layan elemanlara s›f›rgüç-
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lü denir. S›f›rgüçlü elemanlar s›f›rbölendir elbet.

S›f›rgüçlü elemanlar›n toplamlar›n›n da s›f›rgüçlü

oldu¤unu kan›tlay›n. Z/nZ halkas›n›n s›f›rgüçlü

elemanlar›n› bulun.

4. R ve S birer halka olsun. R × S halkas›n›n s›-

f›rbölen ve s›f›rgüçlülerini bulun.

X. Özniteliksel Say› ya da Karakteristik.

Z/nZ halkas›nda, bir eleman› kendisiyle n kez

toplay›nca halkan›n s›f›r eleman›n› elde ederiz,

yani Z/nZ halkas›nda, her x ∈ Z/nZ için nx

=0’d›r. Ayr›ca n, Z/nZ halkas› için bu özelli¤i

sa¤layan en küçük pozitif do¤al say›d›r. Bu kav-

ram› Z/nZ halkas›ndan herhangi bir halkaya ge-

nellefltirece¤iz.

R bir halka olsun. n > 0 bir do¤al say› olsun.

Her x ∈ R için nx = 0 ise ve n bu özelli¤i sa¤layan

en küçük pozitif do¤al say›ysa, o zaman n’ye R’nin

özniteliksel say›s› ya da karakteristi¤i denir ve

char(R) = n yaz›l›r. Örne¤in, char(Z/nZ) = n,

char((Z/nZ)[X])) = n ve sayfa 21’deki ℘(A) örne¤in-

de, char(℘(A)) = 2.

E¤er böyle bir n yoksa, o zaman char(R) = 0

yaz›l›r.

Al›flt›rmalar

1. char(R) = n ve char(S) = m olsun. char(R×S)

= ekok(n, m) eflitli¤ini kan›tlay›n.

2. R ≤ S ise char(R) = char(S).

XI. Asallar. R bir halka olsun. p, halkan›n ne ter-

sinir ne de s›f›rbölen olan bir eleman› olsun. Her x, y

için, p, xy çarp›m›n› böldü¤ünde x ya da y’den en az

birini bölmek zorundaysa o zaman p’ye asal denir.

Z halkas›n›n asallar› bildi¤imiz 2, 3, 5, 7, 11, ...

say›lar›d›r. Ama bunlar›n d›fl›nda –2, –3, –5, –7,

–11 say›lar› da asald›r. Bir halkada p asalsa ve q ~

p ise q de asald›r. Birbirine denk olan asallar ara-

s›nda ayr›m gözetmemek gerekir, ayn› rolleri üstle-

nirler.

Z/nZ halkalar›n›n her eleman› ya tersinir ya da

s›f›rbölen oldu¤undan bu halkalarda asal eleman

yoktur.

5, Z halkas›nda asald›r, ancak ayn› 5, Z[√5] hal-

kas›nda asal de¤ildir. Nitekim Z[√5] halkas›nda 5 =

√5 × √5, yani 5, √5 × √5 çarp›m›n› Z[√5] halkas›n-

da böler ama √5’i bölmez.

Gene Z[√5] say› halkas›nda, 2, (√5 + 1)(√5 − 1)

say›s›n› (yani 4’ü) böler ama 2 ne √5 + 1’i ne de √5

− 1’i böler. Demek ki Z’de asal olan 2 say›s›, Z[√5]

say› halkas›nda asal de¤ildir.

Asallar›n en önemli kullan›m alan› afla¤›daki

önsavda sakl›d›r.

Teorem 6. E¤er bir halkada bir eleman sonlu

say›da asal›n çarp›m› olarak yaz›l›yorsa, o zaman

böyle bir yaz›l›m büyük ölçüde tek bir biçimde ya-

p›l›r: p1, ..., pn ve q1, ..., qm asallarsa ve

p1 ... pn = q1 ... qm

ise, o zaman n = m’dir ve öyle bir 

σ: {1, ..., n} → {1, 2, ..., n}

eflleflmesi vard›r ki, her i için pi ~ qσ(i) denkli¤i sa¤-

lan›r2.

Kan›t: Oldukça kolayd›r. n üzerine tümevar›m-

la yap›l›r. Bir taml›k bölgesi için kan›t MD-2004-I,

Teorem 2, sayfa 36’da verilmifltir. Herhangi bir hal-

ka için de ayn› kan›t geçerlidir (çünkü bir asal s›f›r-

bölen de¤ildir.) ■■

Z[√5] say› halkas›nda, 

(√5 + 1)(√5 − 1) = 2 × 2

eflitli¤i geçerli oldu¤undan, Teorem 6’ya göre, 2,

√5 − 1 ve √5 + 1 say›lar›n›n Z[√5]’te asal olamaya-

caklar› bir kez daha anlafl›l›r. (Ayr›nt›lar için,

bknz. MD-2004-I, sayfa 23-24.)

Tersinir ve s›f›rbölen olmayan her eleman›n

sonlu say›da asal›n çarp›m› olarak yaz›ld›¤› halkala-

ra tek çarpanlama halkas› (TÇH) denir. E¤er halka

ayr›ca bir taml›k bölgesiyse, o zaman tek çarpanla-

ma bölgesinden ya da k›saca TÇB’den sözedilir. Ör-

ne¤in Z bir TÇB’dir. Z/nZ halkalar›nda her eleman

ya tersinir ya da s›f›rbölen oldu¤undan (yani hiç

asal olmad›¤›ndan), bu halkalar TÇH’dirler. Ayn›

nedenden bir cisim TÇB’dir. Bu say›m›zda daha bir-

çok TÇB örne¤i verece¤iz.

fiimdi Gauss’un çok yararl› bir sonucunu kan›t-

layal›m.

Önsav 7 [Gauss]. R herhangi bir halka olsun.

R’nin bir p eleman› R’de asalsa, R[X] polinom hal-

kas›nda da asald›r.

Kan›t: Her fleyden önce R’de tersinir ya da s›f›r-

bölen olmayan bir eleman, R[X]’te de tersinir ya da

s›f›rbölen de¤ildir. Bu kolay. fiimdi R’nin p asal›
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2 Bu teorem geçen say›da böyle ifade edilmemiflti. Do¤ru ifa-

de yukardaki gibi olmal›d›r. Bir önceki say›daki ifade flekli yan-

l›fl de¤ildir ama eksiktir. Bir önceki say›daki kan›t bu teore-

mi de kan›tlar.



a(X)b(X) polinom çarp›m›n› R[X]’te bölsün. Bu,

a(X)b(X) polinomunun tüm katsay›lar› R’de p’ye

bölünüyor demektir. p’nin ya a(X)’i ya da b(X)’i

R[X]’te böldü¤ünü, yani p’nin ya a(X)’in ya da

b(X)’in tüm katsay›lar›n› böldü¤ünü kan›tlayaca¤›z.

a(X) = a0 + a1X + ... + anXn,

b(X) = b0 + b1X + ... + bmXm

olsun. p’nin ne a(X)’in ne de b(X)’in katsay›lar›n›n

hepsini böldü¤ünü varsayal›m. Demek ki belli i ∈ {0,

1, ..., n} ve j ∈ {0, 1, ..., m} için, p asal› a0, ..., ai−1 ve

b0, ..., bj−1 katsay›lar›n› R’de böler ama ne ai’yi ne de

bj’yi R’de böler. (i ya da j = 0 olabilirler; örne¤in i =

0 ise, bu, p, a0’› bölmez demektir.) Bundan bir çelifl-

ki elde edece¤iz. a(X)b(X) çarp›m›n›n (i + j)-inci kat-

say›s›na bakal›m: 

Σr+s = i+j arbs = a0bi+j + ... + aibj + ... + ai+jb0.

p asal› bu toplam› bölüyor. Öte yandan, p, sa¤daki

terimlerin, belki aibj d›fl›nda herbirini bölüyor, çünkü

p asal› a0, ..., ai−1 ve b0, ..., bj−1 elemanlar›n›n herbi-

rini bölüyor. Demek ki p, aibj eleman›n› da bölüyor.

Ama asal oldu¤undan, bundan p’nin ai ve bj eleman-

lar›ndan birini böldü¤ü ç›kar. Bu bir çeliflkidir. De-

mek ki p ya tüm ai’leri ya da tüm bj’leri bölüyor. ■■

Al›flt›rmalar

1. R ve S birer halka olsun. R × S halkas›n›n asal-

lar›n› bulun.

XII. ‹ndirgenemezler. R bir halka olsun. p, hal-

kan›n ne tersinir ne de s›f›rbölen olan bir eleman›

olsun. Her x, y için, p = xy eflitli¤i x ya da y’nin ter-

sinir olmas›n› gerektiriyorsa, o zaman p’ye indirge-

nemez denir. Bu, bir anlamda, p eleman› “gerçek-

ten” baflka elemanlar›n çarp›m› olarak yaz›lam›yor

demektir. Örne¤in Z’nin 11 eleman› 1 × 11, 11 × 1,

(−11) × (−1) ve (−1) × (−11) biçiminde yaz›l›r ama

baflka türlü iki say›n›n çarp›m› olarak yaz›lamaz.

Z halkas›n›n indirgenemezleri bildi¤imiz 2, 3, 5,

7, 11, ... say›lar›d›r. Ama bunlar›n d›fl›nda –2, –3, –5,

–7, –11 say›lar› da indirgenemezdir. Genel olarak, bir

halkada, p indirgenemezse ve q ~ p ise q de indirge-

nemezdir. Birbirine denk olan indirgenemezler aras›n-

da ayr›m gözetmemek gerekir, ayn› rolleri üstlenirler.

Z/nZ halkalar›n›n her eleman› ya tersinir ya da

s›f›rbölen oldu¤undan bu halkalarda indirgenemez

eleman yoktur.

5, Z halkas›nda indirgenemezdir, ancak ayn› 5,

Z[√5] halkas›nda indirgenir. Nitekim Z[√5] halka-

s›nda 5 = √5 × √5 ve √5 ∉ Z[√5]*.

TÇB’lerde asalla indirgenemez aras›nda bir ay-

r›m yoktur [MD-2004, sayfa 38, Teorem 7].

Z halkas›nda asallarla indirgenemezler aras›nda

bir ayr›m yoktur. [MD-2004-I, sayfa 17, Teorem 2]

Birazdan görece¤imiz üzere her halkada her asal bir

indirgenemezdir. Ama bunun tersi her zaman do¤ru

olmayabilir, yani indirgenemezlerin asal olmad›¤›

taml›k bölgeleri vard›r.

Önsav 8. Her asal bir indirgenemezdir.

Kan›t: MD-2004-I, sayfa 36, Teorem 1’de bu

önsav taml›k bölgeleri için kan›tlanm›flt›. Ama ayn›

kan›t herhangi bir halka için de geçerlidir. ■■

Önsav 6 ve (√5 + 1)(√5 − 1) = 2 × 2 eflitli¤i, 2,

√5 − 1 ve √5 + 1 say›lar›n›n Z[√5]’te asal olmad›¤›-

n› söylüyor. Öte yandan bu elemanlar Z[√5] halka-

s›nda indirgenemezdirler (bknz. MD-2004-I, sayfa

24). Demek ki asal olmayan indirgenemezler de var.

Önsav 9. R’nin bir indirgenemezi R[X]’te de

indirgenemezdir.

Kan›t: p ∈ R indirgenemez olsun. Önce, p,

R’de s›f›rbölen ya da tersinir olmad›¤›ndan,

R[X]’te de s›f›rbölen ya da tersinir de¤ildir. Bunun

kan›t› kolayd›r ve okura b›rak›lm›flt›r. fiimdi ƒ, g ∈
R[X] için, p = ƒg yazal›m. Demek ki p = ƒ0g0. Bu-

radaki ƒ0 ve g0, ƒ ve g polinomlar›n›n sabit terim-

leri elbet. Öte yandan, p, R’de indirgenemez oldu-

¤undan, ya ƒ0 ya da g0 eleman› R’de tersinir. Diye-

lim g0 ∈ R* ve ƒ0 = pg0
−1. fiimdi Önsav 7’deki gi-

bi düflünerek, tümevar›mla, p’nin ƒ’nin her katsa-

y›s›n› R’de böldü¤ü kolayl›kla kan›tlanabilir: p in-

dirgenemezi ƒ0, ..., ƒi−1 katsay›lar›n› bölsün. ƒg’de

Xi’nin katsay›s› s›f›r oldu¤undan,

ƒ0gi + ... + ƒi−1g1 + ƒig0 = 0

ve p indirgenemezi ƒ0, ..., ƒi−1’i böldü¤ünden, en

soldaki ƒ0gi + ... + ƒi−1g1 terimini de böler, dolay›-

s›yla ƒig0’› da böler. g0 tersinir oldu¤undan, bun-

dan, p’nin ƒi’yi de böldü¤ü ç›kar. Demek ki p,

ƒ’nin her katsay›s›n› R’de bölüyor, yani p, ƒ’yi

R[X]’te bölüyor. Diyelim h ∈ R[X] için, ƒ = ph.

Demek ki p = ƒg = phg, hg = 1 ve g ∈ R[X]*. ■■

‹ndirgenemezlerin flu yarar› vard›r: Bir halka-

n›n elemanlar›n›n asallar›n çarp›m› olarak yaz›l-

mas› Önsav 6’dan dolay› çok yararl›d›r, büyük ko-

layl›k sa¤lar, en az›ndan halkan›n çarp›m tablosu

kolayl›kla anlafl›l›r. Ama ne yaz›k ki bir halkan›n
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elemanlar› her zaman asallar›n›n çarp›m› olarak

yaz›lamayabilir. O zaman, halkan›n elemanlar›n›

hiç olmazsa indirgenemezlerin çarp›m› olarak yaz-

mak isteriz. Bu da ço¤unlukla tümevar›mla kan›t-

lan›r. En büyük sorun tümevar›m›n yap›laca¤› do-

¤al say›n›n tan›mlanmas›d›r. Bu konudan MD-

2004-I, sayfa 36-38’de sözetmifl ve 38inci sayfada

afla¤›daki olguyu kan›tlam›flt›k:

Teorem 10. K bir cisim ve d = 0, 1, –1  bir tam-

kareye bölünmeyen bir tamsay› olsun. O zaman, 

K[X1, ..., Xn], Z[X1, ..., Xn], Z[√d][X1, ..., Xn] 

halkalar›n›n herbirinde tersinir ya da s›f›r olmayan

her eleman sonlu say›da indirgenemezin çarp›m›d›r.

Bu teorem güzel olmas›na güzel de, eksik. Ni-

tekim, 

K[X1, ..., Xn] ve Z[X1, ..., Xn]

halkalar› için daha genel bir teorem do¤rudur:

Bu halkalarda tersinir ya da 0 olmayan her ele-

man sadece indirgenemezlerin de¤il, asallar›n

çarp›m› olarak yaz›l›r, yani bu halkalar birer tek

çarpanlama bölgesidir. Sayfa 47-50’de bu olguyu

kan›tlayaca¤›z. ♥
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K bir cisim, R bir halka olsun.

K[X]’in sabit polinomlar›, ya s›f›r ya da tersi-

nir olduklar›ndan, indigenemez olamazlar. Öte

yandan 2, Z[X]’te asald›r.

K[X]’in birinci dereceden polinomlar›n›n hep-

si elbette indirgenemezdir.

Sayfa 28’de kan›tlayaca¤›m›z Teorem 2’ye gö-

re, g ∈ R[X] ise ve bir a ∈ R için, g(a) = 0 ise, o za-

man X − a, g’yi R[X]’te böler, dolay›s›yla böyle bir

g, e¤er derecesi 1’den büyükse indirgenir. Demek

ki R[X] halkas›n›n derecesi 1’den büyük ve indir-

genemez bir polinomunun R’de kökü olamaz.

Ama bunun tersi do¤ru de¤ildir, yani kökü olma-

mak indirgenemez olmak için yeterli neden de¤il-

dir: Örne¤in (X2 + 1)2 polinomunun R’de kökü

yoktur ama bu polinom R[X]’te indirgenir. Hatta

2X − 4 polinomunun Z’de kökü yoktur ama bu

polinom Z[X]’te indirgenir.

K[X]’in ikinci ve üçüncü dereceden polinom-

lar› e¤er indirgenebilirse, o zaman bu polinomlar›

bölen indirgenemezlerden biri illa ki birinci dere-

ceden olmak zorundad›r, dolay›s›yla ikinci ve

üçüncü dereceden indirgenir polinomlar›n kökleri

vard›r. Demek ki ikinci ve üçüncü dereceden poli-

nomlar›n K[X]’te indirgenemez olmalar› için K’de

köklerinin olmamas› yeter ve gerekli kofluldur.

Bir polinomun indirgenirli¤i ya da indirgene-

mezli¤i içinde bulundu¤u halkaya göre de¤iflir. Ör-

ne¤in, X2 + 1 polinomu R[X] ve Z/3Z[X] polinom

halkalar›nda indirgenemezdir, ama ayn› polinom

Z/5Z[X] ve c[X] halkalar›nda indirgenir, nitekim,

Z/5Z[X] halkas›nda X2 + 1 = (X − 2)(X − 3) ve

c[X] halkas›nda X2 + 1 = (X + i)(X − i). 

E¤er R, 2 = 0 eflitli¤inin sa¤land›¤› bir halkay-

sa X2 + 1 polinomu R[X]’te indirgenir, nitekim,

böyle bir halkada (X + 1)2 = X2 + 2X + 1 = X2 + 1

eflitli¤i geçerlidir.

E¤er K, 2 ≠ 0 eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir cisim-

se, o zaman a ≠ 0 için K[X]’teki bir aX2 + bX + c

polinomunun indirgenir olmas› için gerek ve yeter

koflul b2 − 4ac’nin K’de bir kare olmas›d›r. Bunun

kan›t›n› okura b›rak›yoruz.

Gerçel say›larda durum çok daha basittir,

çünkü daha Matematik Dünyas›’nda kan›tlama-

d›¤›m›z ve kan›t› pek de kolay olmayan Cebirin

Temel Teoremi’ne göre, R[X]’in ancak birinci ve

ikinci dereceden polinomlar› asal olabilir.

R[X]’in tek dereceli bir polinomunun kökü

oldu¤unu, dolay›s›yla derecesi 1’den büyükse in-

dirgenir oldu¤unu kan›tlamak pek de zor de¤ildir.

Nitekim, e¤er ƒ’nin derecesi tekse, x, ±∞’a gitti-

¤inde, ƒ(x) de baflkatsay›s›n›n pozitif ya da nega-

tifli¤ine göre, ±∞’a ya da ∓∞’a gider, yani birbiri-

ne ters sonsuzlara gider, dolay›s›yla ƒ belli bir

noktada s›f›r olmak zorundad›r; e¤er ƒ(a) = 0 ise,

X − a, ƒ’yi böler ve ƒ indirgenirdir.

Genel olarak K[X] halkas›n›n indirgenemezle-

rini bulmak kolay olmayabilir, K oldukça basit

bir cisim olsa bile. ‹ndirgenemezlerini bulmak ko-

lay olmasa da, K[X]’in her indirgenemezinin bir

asal oldu¤unu kan›tlayabiliriz, sayfa 31’de kan›t-

layaca¤›z da. ♥

POL‹NOMLARDA ‹ND‹RGENEMEZLER


