Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Polinom Denklemleri

Ozer Cozer

ag + a1x + ... + a,x" = 0 bigiminde yazilan denk-
lemlere polinom denklemler denir. Burada, katsayi
ad1 verilen @’lar kesirli ya da genel say1 olarak alaca-
g1z. Marifet, bu denklemi saglayan x’leri bulmaktir.

Boyle bir denklemin en fazla » tane ¢6ziimi ol-
dugu bilinir ve bunun kamit1 da o kadar zor degil-
dir, ama bundan bir baska sayida so6zederiz. Bura-
da, bu denklemleri ¢oziip ¢Ozemeyecegimizi, ¢oze-
bilirsek nasil ¢6zebilecegimizi gorecegiz.

Eger a, # 0 ise, denkleme n—inci dereceden
denklem denir.

I. Birinci Dereceden Denklemler. Birinci dere-
ceden denklemleri bugtn artik ilkokul ¢ocuklar:
bile ¢ozuyorlar: ax + b = 0 ise x = —bla; a # 0 oldu-
gundan a’ya bolmekte bir sikinti yasamayiz.

II. ikinci Dereceden Denklemler. Bu denklem-
lerin ¢oziimleri de MO 400 yillarinda Babilliler ta-
rafindan {i¢ asag1 bes yukar1 biliniyordu. ax2 + bx
+ ¢ = 0 denklemimiz olsun. Animsatiriz: a # 0. Bi-
raz cebir yapalim:
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¢ikar. Denklemi ¢ozdiik, biri artili biri eksili olmak
tzere iki ¢oziim bulduk:

b+ \b* - 4ac
x= 2a

Cozim biraz fazla kuramsal olmus olabilir, ¢iin-
kii b2 - 4ac negatifse ¢coziim yoktur, ya da b2 — 4ac =
0 ise iki degil tek bir ¢oziim vardirl, ama kimin umu-
runda! Bu sorunu miihendisler disiinsiin. Biz mate-
matikgi olarak gorevimizi yaptik! Ayrica, armagik sa-
yilara gecersek her sayinin kokiint alabiliyoruz.

I Ugiincii Dereceden Denklemler. Bir, iki
derken tige geldik. Nereye kadar gidebilecegimiz
merak konusu.

Yukarda yapilanlari okur biliyordu biiyiik ola-
silikla. Bundan sonrasini bulmak insanlik tarihinin
en az 2000 yilin1 aldi. Girolamo Cardano yazimiz-
da da (sayfa 54-58) belirttigimiz gibi tictincii dere-
ceden denklemler Italyan matematikgileri tarafin-
dan 1525 dolaylarinda, en azindan kismen Scipi-
one dal Ferro tarafindan ve tam olarak Niccolo
Fontana Tartaglia tarafindan ¢oztilmustiir.

2000 yullik bir ugrast bugiin yarim sayfada to-
parlayabildigimiz i¢in ¢ok sanshyiz.

http://www.vimagic.de/hope/ adresinde ikinci,
tigiincii ve dorduncii dereceden denklemleri ¢o-
zen programlar var. http:/mss.math.vander-
bilt.edu/cgi-bin/MSSAgent/~pscrooke/MSS/sol-
vepoly.def adresinde daha yiiksek dereceden de
http://math.tru-
man.edu/~thammond/history/Polynomials.html

polinomlar  ¢oziiliyor.

adresinde polinomlarin tarihiyle ilgili makale
Ozetleri var.

1 b2 - 4ac’ye ax? + bx + ¢ polinomunun diskriminant: denir.
Demek ki ax2 + bx + ¢ = 0 denkleminin tek bir ¢6ztimii ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul b2 — 4ac diskriminantinin 0 ol-
masidir. Bu kosul dérdiincii dereceden polinom denklemle-
rinin ¢6ziimii igin birazdan gerekecektir.
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Denklemimiz ax3 + bx2 + cx + d = 0 olsun. a
# 0, bir kez daha animsatiriz. Denklemi a’ya bo-
lersek, x3 + Bx2 + Cx + D = 0 biciminde bir
denklem buluruz. Burada, B = b/a, C = c/a, D =
d/a’dir. Bu son denklemle baslangigtaki denkle-
min ¢ozumleri aynidir. Simdi x = y — B/3 degisik-
ligini yapalim: y3 + ay + B = 0 biciminde bir
denklem buluruz, ¢iinkii kolay bir hesapla gorii-
lecegi iizere y?’ler sadeleserek kaybolurlar. a ve
B’y1 B, C, D cinsinden yazabiliriz elbet ama boy-
le zor bir ugrasa girmeyecegiz, merak eden okur
bulabilir.

Demek ki y3 + ay + p = 0 denklemini ¢6zme-
miz gerekiyor.

Eger o = 0 ise, ¢oziim kolay: y3 + B=0ve y =
—p~13, Bundan béyle a # 0 olsun.

Simdi su esitlige dikkat edelim:

(0 —v)3 + 3uv(u —v) + v3 —ud = 0.
Demek ki, u# ve v’yi,
3uv = a
v3—ud=p
denklemlerinin her ikisini birden saglayacak bi¢im-
de secersek u — v sayisi y3 + ay + B = 0 denklemi-
nin bir ¢6ziimu olur.

Birinci denklemden ¢’yi bulalim: v = o/3%. Bul-

dugumuz bu degeri ikinci denkleme yerlestirelim:
B=uv3—ud=ad27ud - ud,
yani,
27ub + 27Bud — a3 = 0,

ya da,

ub + Pud — a3/27 = 0,
Bu denklemde w = u3 alirsak, w cinsinden ikinci
dereceden bir denklem elde ederiz:

w? + Pw — a3/27 = 0.
Ikinci dereceden denklemleri ¢6zmesini bildigimiz-
den, yukardaki esitligi saglayan ’yi buluruz. Son-
ra, w’nin uginci kokunt alirsak #’yu buluruz.
Bundan da, v = o/3u esitligini kullanarak ¢’yi bu-
luruz. Ardindan, y = # — v esitligini kullanarak y’yi
buluruz.

Cozumlerden birini bulunca digerlerini bulmak
da kolaydir: Eger yg, y3 + ay + B = 0 denkleminin
yukarda buldugumuz ¢éziimiiyse, y3 + ay + B poli-
nomu y — y, polinomuna tam olarak boliiniir, yani
belli y, & sayilar igin,

Y3 +ay+B=(y—y)y*+yy+9)
esitligi saglanir. Simdi, y3 + ay + B = 0 denklemi-
nin diger ¢oziimleri, y2 + yy + § = 0 denkleminin
¢ozuimleridir. Bu da ikinci dereceden bir denklem
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oldugundan, ¢oztimii bilinir. Sonug olarak, denkle-
min (ille de birbirinden farkli olmak zorunda ol-
mayan) li¢ ¢cozimu de bulunur.

IV. Dérdiincii Dereceden
Denklemler.  Girolamo
Cardano yazimizda da
(sayfa 54-58) belirtigi-
miz gibi bu tir denklem-
ler Cardano’nun oOgren-
cisi Lodovico Ferrari ta-
rafindan 1540’larda ¢ozul-
mustir.

a # 0 olmak iizere, ax* + bx3
+ cx? + dx + e = 0 denklemiyle baghyoruz ve yukar-
daki gibi 6nce a’ya boliip x* + Bx3 + Cx2 + Dx +
E = 0 bi¢iminde bir denklem elde ediyoruz, ardin-
dan x =y — B/4 alip, y* + ay? + By + v = 0 bicimin-
de yazilan daha basit bir denkleme variyoruz.
Amacimiz bu son denklemi y cinsinden ¢6zmek.

Once y* + ay? + By + y = 0 denklemini asag-
daki gibi kareye tamamlayalim:

yt+ 2092 + a2 =ay? — By + a2 -y
yani,
(2 +a)=ay?-By+a2-y

Bu son denklemi y cinsinden ¢6zmeliyiz. Simdi
biraz zeki olup, her z igin,

(Y2 + o+ 2)2 = (y2 + )2 + 22(y? + a) + 22

= (2 — By + a2 —y) + 22(y% + o) + 22

= (o + 22)y2 — By + (02 —y + 20z + 22)
esitliklerinin, daha dogrusu sadece
(y2 + o +2)2 = (o +22)y2 — By + (a2 =y + 202 + 22)
esitliginin ayrimina varmaliyiz. Sag taraf y cinsin-
den ikinci dereceden oldugundan, 2’yi sag taraf bir
kare olacak bigimde secebiliriz; bunun i¢in 2’yi sag
tarafin diskrimantini, yani

B2 - 4(o + 22) (02 — 7 + 202 + 22)
sayisini 0 olacak bicimde se¢meliyiz, ki bu da z cin-
sinden tgtincti dereceden bir polinom oldugundan
her zaman miimkundiir. Bundan boyle 2’yi dyle se-
celim. Demek ki, belli bir t > 0 i¢in,
(y2 + o +2)% =12

Simdi y’yi y2 + a + z = 1 bigiminde segersek y*
+ ay? + Py + v = 0 denkleminin ¢oziimlerinden bi-
rini buluruz. Birini bulduk mu digerleri daha ko-
lay: Coziime y, dersek, y* + ay? + By + y polino-
munu y — yg’a bolerek

Y oy? + By +y = (y— yo)(y3 + 8y + ey + @)
esitligini saglayacak 8, €, ¢ sayilarini buluruz. $im-
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di y* + ay? + By + vy = 0 denkleminin 6biir ¢oziim-
leri, {igiincii dereceden olan y3 + 8y2 + ey + ¢ = 0
denkleminin ¢oztimleridir ki bunlari ¢ozmesini
Tartaglia sayesinde biliyoruz.

V. Besinci ve Daha Yiiksek Dereceden Denk-
lemler

Besinci dereceden genel denklemler yukardaki
gibi cebirsel olarak, yani dort islemle ve kok alarak
coziillemezler. Coziilmesi bilinmiyor degil, ¢oziile-
mezler. Hickimse, hi¢bir zaman ¢6zemez... Bu, ma-
tematiksel olarak kanitlanmstir.

Bugin hila daha bazlari beginci dereceden
denklemleri ¢ozmeye ¢alisir, hatta ¢ozdigini id-
dia eder. Bulduklar1 “¢oztim” kesinlikle dogru ola-
maz, bir yerde hata yapmuglardir mutlaka.

Her denklem cozillemez demek istemiyoruz.

Ornegin x5 + a = 0 tiiriinden
denklemler c¢oziilebilir. Co-
ziilebilecek daha karmagik
denklem aileleri de vardir el-
bet. Ama cebirsel yontemler-

le ¢oziilemeyecek besinci de-
receden denklemler vardir,

hatta bunlar ¢ogunluktadir.

_ _ Bu imkansizlik ¢cok geng yas-
Niels Henrik Abel . rinda 8len Norvegli Niels
Henrik Abel (1802-1829) tarafindan 1824’te ka-

nitlanmistir.

Bu, sadece # = 5 i¢in de-
gil, eger n > 5 ise, n—inci de-
receden denklemler icin de
genel olarak dogrudur. Bu da
matematik tarihinin en ro-
mantik figiird olan Fransiz
‘| Evariste Galois (1811-1832)
tarafindan kanitlanmistir.

Cozillemez diye kollari-

Evariste Galois

miz1 kavusturmayacagiz her-
halde. Ayrica kim soyledi ¢oziillemeyecegini? Sade-
ce cebirsel ¢oziimiin bulunamayacagini soyledik,
analize dayanan yontemler bulunabilir, neden bu-
lunmasin?
ag + a1x + ... + a,x" = 0 denkleminde a,,’nin 0
olmadigint varsayarsak, denklemi a,’ye bolerek,
a,/’nin 1 oldugunu varsayabiliriz. Bu kolay. Ardin-
dan, x = y — a,,_4/n alirsak n—1 inci terimden de
kurtuluruz. Bu da pek zor degil. Ama daha iyisi ya-
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pilabilir. 1683’te Tschirnha-
us #n-inci dereceden bir denk-
lemde x’i degistirerek, denk-
lemde x—1 ve x"—2 terimle-
rin katsayilarinin 0 oldugu-
nu varsayabilecegimizi gos-
terdi.
denklemler icin daha daha

Beginci  dereceden

iyisini yapabilecegimizi
1786’da  Erland
el Bring kanitladi: Besinci dereceden bir denklem

E. Samuel Bring
Samu-

x5 + px + g = 0 biciminde yazilabilir. Asag1 yukari
elli y1l sonra, 1834’te G. B. Jerard bunu genellestir-
di: Tschirnhaus’un yontemi kullanilarak sadece
x"=1 ve x"=2 terimlerinin degil, x”—3 teriminin de
olmadigini varsayabiliriz.

Besinci dereceden bir denklem alalim: x5 + px
+ g = 0. Baz1 p ve ¢’ler icin bu denklemin ¢6ziim-
leri dort iglem ve kok almayla bulunabilir. Hangi p
ve ¢’ler i¢in boyle cebirsel bir ¢oziimiin bulunacagi
biliniyor. Pek azi i¢in var. Asagidaki grafikte cebir-
sel coztimli denklem veren p ve ¢’yii bulacaksiniz.

Genel olarak besinci dereceden bir denklem,
gene Tschirnhaus’un yontemiyle, x5 — x + a = 0 bi-
¢imine getirebilir, ama buradaki o karmasik bir sa-
yidir. Bunu da 1786’da Erland Samuel Bring kanit-
lamustur.

Genel olarak besinci dereceden denklemler ¢o-
ziilebilir, ¢oziilemez degil, ama cebirsel yontemler-
le ¢oziilemez. Ornegin Jacobi teta fonksiyonlar:
kullanilarak besginci dereceden bir denklemin ¢o-
ziimleri bulunabilir. &



