
a0 + a1x + ... + anxn = 0 biçiminde yaz›lan denk-

lemlere polinom denklemler denir. Burada, katsay›

ad› verilen a’lar› kesirli ya da genel say› olarak alaca-

¤›z. Marifet, bu denklemi sa¤layan x’leri bulmakt›r. 

Böyle bir denklemin en fazla n tane çözümü ol-

du¤u bilinir ve bunun kan›t› da o kadar zor de¤il-

dir, ama bundan bir baflka say›da sözederiz. Bura-

da, bu denklemleri çözüp çözemeyece¤imizi, çöze-

bilirsek nas›l çözebilece¤imizi görece¤iz.

E¤er an ≠ 0 ise, denkleme n–inci dereceden

denklem denir.

I. Birinci Dereceden Denklemler. Birinci dere-

ceden denklemleri bugün art›k ilkokul çocuklar›

bile çözüyorlar: ax + b = 0 ise x = −b/a; a ≠ 0 oldu-

¤undan a’ya bölmekte bir s›k›nt› yaflamay›z.

II. ‹kinci Dereceden Denklemler. Bu denklem-

lerin çözümleri de MÖ 400 y›llar›nda Babilliler ta-

raf›ndan üç afla¤› befl yukar› biliniyordu. ax2 + bx

+ c = 0 denklemimiz olsun. An›msat›r›z: a ≠ 0. Bi-

raz cebir yapal›m:

eflitliklerinden, a ≠ 0 oldu¤undan,

ç›kar. Bundan da s›ras›yla,

ve 

ve 

ç›kar. Denklemi çözdük, biri art›l› biri eksili olmak

üzere iki çözüm bulduk:

Çözüm biraz fazla kuramsal olmufl olabilir, çün-

kü b2 – 4ac negatifse çözüm yoktur, ya da b2 – 4ac =

0 ise iki de¤il tek bir çözüm vard›r1, ama kimin umu-

runda! Bu sorunu mühendisler düflünsün. Biz mate-

matikçi olarak görevimizi yapt›k! Ayr›ca, armafl›k sa-

y›lara geçersek her say›n›n kökünü alabiliyoruz.

III. Üçüncü Dereceden Denklemler. Bir, iki

derken üçe geldik. Nereye kadar gidebilece¤imiz

merak konusu.

Yukarda yap›lanlar› okur biliyordu büyük ola-

s›l›kla. Bundan sonras›n› bulmak insanl›k tarihinin

en az 2000 y›l›n› ald›. Girolamo Cardano yaz›m›z-

da da (sayfa 54-58) belirtti¤imiz gibi üçüncü dere-

ceden denklemler ‹talyan matematikçileri taraf›n-

dan 1525 dolaylar›nda, en az›ndan k›smen Scipi-

one dal Ferro taraf›ndan ve tam olarak Niccolo

Fontana Tartaglia taraf›ndan çözülmüfltür.

2000 y›ll›k bir u¤rafl› bugün yar›m sayfada to-

parlayabildi¤imiz için çok flansl›y›z.
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1 b2 − 4ac’ye ax2 + bx + c polinomunun diskriminant› denir. 

Demek ki ax2 + bx + c = 0 denkleminin tek bir çözümü ol-

mas› için gerek ve yeter koflul b2 − 4ac diskriminant›n›n 0 ol-

mas›d›r. Bu koflul dördüncü dereceden polinom denklemle-

rinin çözümü için birazdan gerekecektir.

http://www.vimagic.de/hope/ adresinde ikinci,

üçüncü ve dördüncü dereceden denklemleri çö-

zen programlar var. http://mss.math.vander-

bilt.edu/cgi-bin/MSSAgent/~pscrooke/MSS/sol-

vepoly.def adresinde daha yüksek dereceden de

polinomlar çözülüyor. http://math.tru-

man.edu/~thammond/history/Polynomials.html

adresinde polinomlar›n tarihiyle ilgili makale

özetleri var.



Denklemimiz ax3 + bx2 + cx + d = 0 olsun. a

≠ 0, bir kez daha an›msat›r›z. Denklemi a’ya bö-

lersek, x3 + Bx2 + Cx + D = 0 biçiminde bir

denklem buluruz. Burada, B = b/a, C = c/a, D =

d/a’d›r. Bu son denklemle bafllang›çtaki denkle-

min çözümleri ayn›d›r. fiimdi x = y − B/3 de¤iflik-

li¤ini yapal›m: y3 + αy + β = 0 biçiminde bir

denklem buluruz, çünkü kolay bir hesapla görü-

lece¤i üzere y2’ler sadeleflerek kaybolurlar. α ve

β’y› B, C, D cinsinden yazabiliriz elbet ama böy-

le zor bir u¤rafla girmeyece¤iz, merak eden okur

bulabilir.

Demek ki y3 + αy + β = 0 denklemini çözme-

miz gerekiyor.

E¤er α = 0 ise, çözüm kolay: y3 + β = 0 ve y =

−β−1/3. Bundan böyle α ≠ 0 olsun.

fiimdi flu eflitli¤e dikkat edelim:

(u − v)3 + 3uv(u − v) + v3 − u3 = 0.

Demek ki, u ve v’yi,

3uv = α
v3 − u3 = β

denklemlerinin her ikisini birden sa¤layacak biçim-

de seçersek u − v say›s› y3 + αy + β = 0 denklemi-

nin bir çözümü olur.

Birinci denklemden v’yi bulal›m: v = α/3u. Bul-

du¤umuz bu de¤eri ikinci denkleme yerlefltirelim:

β = v3 − u3 = α3/27u3 − u3,

yani,

27u6 + 27βu3 − α3 = 0,

ya da,

u6 + βu3 − α3/27 = 0,

Bu denklemde w = u3 al›rsak, w cinsinden ikinci

dereceden bir denklem elde ederiz:

w2 + βw − α3/27 = 0.

‹kinci dereceden denklemleri çözmesini bildi¤imiz-

den, yukardaki eflitli¤i sa¤layan w’yi buluruz. Son-

ra, w’nin üçüncü kökünü al›rsak u’yu buluruz.

Bundan da, v = α/3u eflitli¤ini kullanarak v’yi bu-

luruz. Ard›ndan, y = u − v eflitli¤ini kullanarak y’yi

buluruz.

Çözümlerden birini bulunca di¤erlerini bulmak

da kolayd›r: E¤er y0, y3 + αy + β = 0 denkleminin

yukarda buldu¤umuz çözümüyse, y3 + αy + β poli-

nomu y − y0 polinomuna tam olarak bölünür, yani

belli γ, δ say›lar› için,

y3 + αy + β = (y − y0)(y2 + γy + δ)
eflitli¤i sa¤lan›r. fiimdi, y3 + αy + β = 0 denklemi-

nin di¤er çözümleri, y2 + γy + δ = 0 denkleminin

çözümleridir. Bu da ikinci dereceden bir denklem

oldu¤undan, çözümü bilinir. Sonuç olarak, denkle-

min (ille de birbirinden farkl› olmak zorunda ol-

mayan) üç çözümü de bulunur.

IV. Dördüncü Dereceden

Denklemler. Girolamo

Cardano yaz›m›zda da

(sayfa 54-58) belirti¤i-

miz gibi bu tür denklem-

ler Cardano’nun ö¤ren-

cisi Lodovico Ferrari ta-

raf›ndan 1540’larda çözül-

müfltür.

a ≠ 0 olmak üzere, ax4 + bx3

+ cx2 + dx + e = 0 denklemiyle bafll›yoruz ve yukar-

daki gibi önce a’ya bölüp x4 + Bx3 + Cx2 + Dx +

E = 0 biçiminde bir denklem elde ediyoruz, ard›n-

dan x = y − B/4 al›p, y4 + αy2 + βy + γ = 0 biçimin-

de yaz›lan daha basit bir denkleme var›yoruz.

Amac›m›z bu son denklemi y cinsinden çözmek.

Önce y4 + αy2 + βy + γ = 0 denklemini afla¤›-

daki gibi kareye tamamlayal›m:

y4 + 2αy2 + α2 = αy2 − βy + α2 − γ
yani,

(y2 + α)2 = αy2 − βy + α2 − γ
Bu son denklemi y cinsinden çözmeliyiz. fiimdi

biraz zeki olup, her z için,

(y2 + α + z)2 = (y2 + α)2 + 2z(y2 + α) + z2

= (αy2 − βy + α2 − γ) + 2z(y2 + α) + z2

= (α + 2z)y2 − βy + (α2 − γ + 2αz + z2)

eflitliklerinin, daha do¤rusu sadece

(y2 + α + z)2 = (α + 2z)y2 − βy + (α2 − γ + 2αz + z2)

eflitli¤inin ayr›m›na varmal›y›z. Sa¤ taraf y cinsin-

den ikinci dereceden oldu¤undan, z’yi sa¤ taraf bir

kare olacak biçimde seçebiliriz; bunun için z’yi sa¤

taraf›n diskrimant›n›, yani 

β2 − 4(α + 2z) (α2 − γ + 2αz + z2)

say›s›n› 0 olacak biçimde seçmeliyiz, ki bu da z cin-

sinden üçüncü dereceden bir polinom oldu¤undan

her zaman mümkündür. Bundan böyle z’yi öyle se-

çelim. Demek ki, belli bir τ ≥ 0 için, 

(y2 + α + z)2 = τ2

fiimdi y’yi y2 + α + z = τ biçiminde seçersek y4

+ αy2 + βy + γ = 0 denkleminin çözümlerinden bi-

rini buluruz. Birini bulduk mu di¤erleri daha ko-

lay: Çözüme y0 dersek, y4 + αy2 + βy + γ polino-

munu y − y0’a bölerek

y4 + αy2 + βy + γ = (y − y0)(y3 + δy2 + εy + ϕ)

eflitli¤ini sa¤layacak δ, ε, ϕ say›lar›n› buluruz. fiim-
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di y4 + αy2 + βy + γ = 0 denkleminin öbür çözüm-

leri, üçüncü dereceden olan y3 + δy2 + εy + ϕ = 0

denkleminin çözümleridir ki bunlar› çözmesini

Tartaglia sayesinde biliyoruz.

V. Beflinci ve Daha Yüksek Dereceden Denk-

lemler

Beflinci dereceden genel denklemler yukardaki

gibi cebirsel olarak, yani dört ifllemle ve kök alarak

çözülemezler. Çözülmesi bilinmiyor de¤il, çözüle-

mezler. Hiçkimse, hiçbir zaman çözemez... Bu, ma-

tematiksel olarak kan›tlanm›flt›r.

Bugün hâlâ daha baz›lar› beflinci dereceden

denklemleri çözmeye çal›fl›r, hatta çözdü¤ünü id-

dia eder. Bulduklar› “çözüm” kesinlikle do¤ru ola-

maz, bir yerde hata yapm›fllard›r mutlaka.

Her denklem çözülemez demek istemiyoruz.

Örne¤in x5 + a = 0 türünden

denklemler çözülebilir. Çö-

zülebilecek daha karmafl›k

denklem aileleri de vard›r el-

bet. Ama cebirsel yöntemler-

le çözülemeyecek beflinci de-

receden denklemler vard›r,

hatta bunlar ço¤unluktad›r.

Bu imkâns›zl›k çok genç yafl-

lar›nda ölen Norveçli Niels

Henrik Abel (1802-1829) taraf›ndan 1824’te ka-

n›tlanm›flt›r. 

Bu, sadece n = 5 için de-

¤il, e¤er n ≥ 5 ise, n–inci de-

receden denklemler için de

genel olarak do¤rudur. Bu da

matematik tarihinin en ro-

mantik figürü olan Frans›z

Evariste Galois (1811-1832)

taraf›ndan kan›tlanm›flt›r.

Çözülemez diye kollar›-

m›z› kavuflturmayaca¤›z her-

halde. Ayr›ca kim söyledi çözülemeyece¤ini? Sade-

ce cebirsel çözümün bulunamayaca¤›n› söyledik,

analize dayanan yöntemler bulunabilir, neden bu-

lunmas›n?

a0 + a1x + ... + anxn = 0 denkleminde an’nin 0

olmad›¤›n› varsayarsak, denklemi an’ye bölerek,

an’nin 1 oldu¤unu varsayabiliriz. Bu kolay. Ard›n-

dan, x = y − an−1/n al›rsak n−1 inci terimden de

kurtuluruz. Bu da pek zor de¤il. Ama daha iyisi ya-

p›labilir. 1683’te Tschirnha-

us n-inci dereceden bir denk-

lemde x’i de¤ifltirerek, denk-

lemde xn−1 ve xn−2 terimle-

rin katsay›lar›n›n 0 oldu¤u-

nu varsayabilece¤imizi gös-

terdi. Beflinci dereceden

denklemler için daha daha

iyisini yapabilece¤imizi

1786’da Erland Samu-

el Bring kan›tlad›: Beflinci dereceden bir denklem

x5 + px + q = 0 biçiminde yaz›labilir. Afla¤› yukar›

elli y›l sonra, 1834’te G. B. Jerard bunu genellefltir-

di: Tschirnhaus’un yöntemi kullan›larak sadece

xn−1 ve xn−2 terimlerinin de¤il, xn−3 teriminin de

olmad›¤›n› varsayabiliriz.

Beflinci dereceden bir denklem alal›m: x5 + px

+ q = 0. Baz› p ve q’ler için bu denklemin çözüm-

leri dört ifllem ve kök almayla bulunabilir. Hangi p

ve q’ler için böyle cebirsel bir çözümün bulunaca¤›

biliniyor. Pek az› için var. Afla¤›daki grafikte cebir-

sel çözümlü denklem veren p ve q’yü bulacaks›n›z.

Genel olarak beflinci dereceden bir denklem,

gene Tschirnhaus’un yöntemiyle, x5 − x + α = 0 bi-

çimine getirebilir, ama buradaki α karmafl›k bir sa-

y›d›r. Bunu da 1786’da Erland Samuel Bring kan›t-

lam›flt›r. 

Genel olarak beflinci dereceden denklemler çö-

zülebilir, çözülemez de¤il, ama cebirsel yöntemler-

le çözülemez. Örne¤in Jacobi teta fonksiyonlar›

kullan›larak beflinci dereceden bir denklemin çö-

zümleri bulunabilir. ♣
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Niels Henrik Abel

Evariste Galois

E. Samuel Bring


