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Kapak Konusu: 2 x 2 = 4

Tiimevarimla Kanit ve iyi Siralama

s
e M Tumevarimla kanitin
=

nitlayabiliriz artik. Toplama, carpma ve siralamay-

neden gecerli bir yontem oldugunu ka-
la ilgili basit olgular: bildigimizi varsayiyoruz.

Teorem 1. ¢(n), dogal sayilar hakkinda bir
onerme olsun. Varsayalim ki

a) ¢(0) dogru,

b) Her ¢(n) dogru oldugunda ¢(n+1) de dogru.
O zaman her n € N icin ¢(n) dogrudur.

Kanit: §(n) = # + 1 oldugundan bu teorem ay-
nen sayfa 45°teki Teorem 4’tiir. O

Bir Cesitleme. Timevarimla kanitin bir gesitle-
mesi de soyledir. Kanitlamak istedigimiz 6nerme
once 1 icin kamtlanir. Arkasindan onermenin,
daha once oldugu gibi sadece 7 — 1 igin degil, #’den
kugik tim sayilar igin dogru oldugu varsayilip,
onerme # i¢in kanitlanir.

Teorem 2. ¢(n) dogal sayilar hakkinda bir
onerme olsun. Eger her n dogal sayisi icin, ¢(0), ...,
¢o(n—1) onermeleri dogru oldugunda ¢(n) de dog-
ruysa, o zaman ¢(n) ber n icin dogrudur. Bir bag-
ka deyisle, eger her n dogal sayisi icin, w’den kiiciik
her m dogal sayis1 ¢’yi dogruladiinda ¢(n) de dog-
rulaniyorsa, o zaman her n dogal sayisi icin ¢(n)
dogrudur. Gene bir baska deyisle, eger her n icin,

(Vm (m < n — o(m))) - o(n)
onermesi dogruysa, o zaman her n icin ¢(n) dogru-

dur.

Kanit: y(n), (Vm (m < n — o@(m))) > o¢(n)
onermesi olsun. Teoremin kosullarini varsayalim;
yani her 7 i¢in y(n) onermesi dogru olsun. Her n
dogal sayisi icin @(#)’nin dogru oldugunu kanitla-
yacagiz. Ama once bir bagka 6nermeyi kanitlaya-
cagiz. a(n) onermesi, “her m < n i¢in ¢(m) dogru-
dur” onermesi olsun. Yani a(#) onermesi

Ym (m<n— o(m))
onermesi olsun. Once a(n) 6nermesinin dogrulu-
gunu # tizerine timevarimla kanitlayacagiz. Dogru
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oldugunu bildigimiz () onermesinin a.(7) — @(n)
onermesi olduguna dikkatinizi cekerim.

Birinci Adim. Bu adimda «(0) onermesinin,
yani Vm (m < 0 — @(m)) 6nermesinin dogru ol-
dugunu kanitlayacagiz. Tumevarimla kanitta ge-
nellikle birinci adim ¢ok kolaydir. Burada da bi-
rinci adim kolay ama biraz fazla kolay oldugun-
dan anlagilmasi zor olabilir.

0’dan kuguk dogal say1 olmadigindan, 0’dan
kiigiik her dogal say1 her o6zelligi saglar. (0’dan
kuguk dogalsayilar kiimesi bogkiimedir ve bogku-
menin her 6gesi her ozelligi saglar.) Dolayisiyla
0’dan kuguk her 7 sayisi i¢in ¢(m2) dogrudur. De-
mek ki a(0) dogrudur.

Soyle de agiklayabiliriz: 0°dan kiigtik bir 72 do-
gal sayisi igin @(m) yanhs olsaydi, o zaman 0’dan
kiigiik bir 7 dogal sayisi olurdu, ki yok oyle bir
dogal say1.

Tiimevarim Adimi. Simdi o(#)’nin dogru ol-
dugunu varsayip a(zn+1)’in dogru oldugunu kanit-
layacagiz. m, n+1’den kiciik bir sayr olsun.
¢(m)’nin dogru oldugunu kamtlamaliyiz. m,
n+1’den kuciik oldugundan, ya m < n ya da m =
n. Eger m = n ise, timevarim varsayimina gore
on) dogru oldugundan, ayrica teoremin hipotezi-
ne gore y(n), yani a(n) — ¢(n) dogru oldugundan,
¢(n) de dogrudur. Eger m < n ise, 0 zaman tiime-
varim varsayimina gore o(#z) dogru oldugundan,
yani Vm (m < n — ¢(m)) dogru oldugundan ¢(m)
de dogrudur. Demek ki m < n + 1 ise ¢(m) dogru,
yani o(n+1) dogru.

Boylece her # igin, a(#)’nin dogru oldugunu
kanitlamis olduk.

Ote yandan, teoremin hipotezine gore, her #
icin, (7)) Onermesi, yani a(n) — ¢(n) Onermesi de
dogru.

Demek ki her 7 i¢in ¢(n) onermesi de dogru-
dur. m
Bolme Teoremi. n ve m iki dogal say: olsun,
ama m # 0 olsun. O zaman byle q ve r dogal sayi-
lari vardir ki, n = mq + r ve r < mi’dir.
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Kanit: 7 lizerine timevarimla kanitlayacagiz.
Eger n < m ise g = 0 ve r = n alabiliriz.

Simdi 7 > m olsun ve teoremin 7’den kiiciik sa-
yilar i¢in dogru oldugunu varsayalim. p dogal sayi-
sim + p = n esitligini saglasin. p < # oldugundan,
teorem p icin dogru. Demek ki belli bir g ve r <m
dogal sayilari igin p = mq + r esitligi dogru. Simdi
n=m+p=m+mq+r=m(qg+ 1) +r. Teoremi
boylece # icin de kanitlamig olduk. O

Yukarda bulunan g ve #’den birer adet oldugu-
nun kanitin1 okura birakiyoruz.

Teorem 2’nin Yanlig Bir Kaniti. Yanlig kanit-
lar her zaman yararhdir. Iste biri. Diyelim teorem
yanlis, yani diyelim @’yi saglamayan dogal sayilar
var. n dogal sayis1 @’yi saglamayan en kiigiik dogal
say1 olsun. Demek ki her m < n igin @(m) dogru,
yani Vm (m < n — ¢(m)) dogru. Teoremin varsa-
yimina gore y(n) énermesi dogru, yani

Vm (m<n— @(m)) —> on)
onermesi dogru. Demek ki ¢(n) Onermesi de
dogru. O

Yukardaki kanit yanhstir. Ciinkii yukardaki
kanit, @’yi saglamayan dogal sayilar varsa, o za-
man @’yi saglamayan en kigik dogal sayinin da
var olacagini varsayiyor. Oysa biz daha boyle bir

sey kanitlamadik. Kanitlayacagiz simdi. Gorecegi-
niz Uzere kanitimiz Teorem 2’yi kullanacak.

Teorem 3. Dogal sayilar kiimesinin bos olma-
yan her altkiimesinin bir en kiiciik 6gesi vardir.

Kanmit: & # A < N olsun. A’nin bir en kiiciik
Ogesi oldugunu kanitlayacagiz. Boyle bir 6genin
(saymin) olmadigimi varsayalim. Teorem 2’yi kul-
lanarak A = & esitligini, yani higbir # dogal sayisi-
nin A’da olmadigini kanitlayacagiz.

Birinci Adim. 0, A’de degil, ciinkii olsaydi o
zaman 0 elbette A’nin en kiiciik 6gesi olacakti, ki
biz dyle bir 6ge olmadigini varsayiyoruz.

Tiimevarim Adimi. Simdi 7’den kugik hicbir
sayimnin A’da olmadigini varsayalim. O zaman 7 de
A’da olamaz, ¢linkii olsaydi o zaman # elbette
A’nin en kiiciik 6gesi olurdu.

Yukardaki teoreme gore higbir dogal say1 A’da
olamaz ve A bogkiimedir. i

Yukardaki ozelligi saglayan bir tamsiralamaya
iyl siralama denir. Demek ki (N, <) bir iyi sirala-
madir.

Sonug. Eger bir a(n) dnermesi bir dogal sayis:
icin yanligsa, o zaman o’mn yanls oldugu en kii-
ciik bir dogal sayi vardir. %

Kullandigimiz Belitler

Daha o6nceki yazilarda kiimeler kuraminin bir-
kag belitini verdik. O belitleri (metinde yer aldig
sirayla degil, bir bagka sirayla) yazalim:

1. Boskiime Beliti. Hi¢ 6gesi olmayan bir k-
me vardir.

2. Esitlik Beliti. Ayni 6geleri olan iki kiime bir-
birine esittir.

3. Tanimlanabilir Altkiime Beliti. Eger ¢ bir
ozellikse ve x bir kimeyse, x’in sadece ve sadece
¢ ozelligini saglayan ogelerini 6ge olarak igeren
ve bunlardan bagka bir 6ge icermeyen bir kiime
vardir.

4. Bilesim Beliti. Eger x bir kimeyse, sadece ve
sadece x’in 6gelerinin 6gelerinden olusan bir kiime
vardir.

5. Iki Ogeli Kiime Beliti. Eger x ve y birer kii-
meyse, 0ge olarak sadece x ve y’yi igeren bir kiime
vardir.
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6. Altkiimeler Kiimesi Beliti. Eger x bir kiimey-
se, 0ge olarak sadece ve sadece x’in altkiimelerini
iceren bir kiime vardir.

7. Timevarmmsal Kiime Beliti. Tiimevarimsal
bir kiime vardir.

8. Temellendirme Beliti. Eger x bos olmayan
bir kiimeyse, o zaman x’te x Ny = & esitligini sag-
layan bir y 6gesi vardir.

Uciincii belit, bir tek belit degildir. O belit her
¢ Ozelligi i¢in bize ayr bir belit verir. Yani ticlincii
belit, belitten ziyade bir “belit semas1”dir.

Sekizinci beliti hi¢ kullanmayacagimizdan o belite
aslinda gereksinimiz yok. Ik dort belitle @den baska
bir kiime oldugu kanitlanamaz. Yedinci belit olmadan
sonsuz Ogeli bir kiimenin oldugu kanitlanamaz.

Kimeler kuraminin bagka belitleri de vardir. O
belitleri ve ne ise yaradiklarini bir bagka sayimizda
igleriz.%



