Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Yar1 Ozyap: Doniisiimleri

Tolga Karayayla
ODTU Matematik Boliimii &grencisi

ecen sayida sorulan soruyu buraya
Galmadan once bir ¢izgenin 6zyapi donusii-

miinin tanimini animsatalim. Bir ¢izgenin
Ozyap1 dontistimii, her seyden 6nce o ¢izgenin nok-
talar1 arasinda bir eglesmedir. Ayrica, eger eslesme-
ye f adini verirsek, eslesmenin her x, y noktasi i¢in

x ve y bagintiidir < f(x) ve f(y) bagintihdir

kosulunu saglamasi gerekmektedir. Yukardaki ko-
sulda < eklemini = eklemiyle degistirdigimizde
elde ettigimiz kavrama yar1 esyap1 doniisiimii diye-
lim. Gegen sayida bu konuda iki soru sorulmugtu:

Soru 1. Eger cizge sonluysa her yar1 6zyap1 do-
niisiimiiniin bir 6zyap1 dontusiimii oldugunu kanit-
layin.

Soru 2. Oyle bir cizge bulun ki, 6zyap1 donii-
simii olmayan yar1 6zyap1 dontsiimleri olsun.

Birinci Sorunun Yaniti. f, sonlu bir ¢izgenin bir
yari Ozyapit doniisimi olsun. a ve b ¢izgenin iki
noktasi olsun. f(a) ve f(b) noktalarmmn bagintili ol-
duklarini varsayalim. a ve b noktalarinin bagmntli
olduklarini kanitlayacagiz. Cizge sonlu oldugundan,
f'nin belli bir glictinii alirsak, yani f’yi kendisiyle ye-
terince bilegimini alirsak birim fonksiyonu buluruz.
Demek ki, belli bir 7 > 0 tamsayisi igin f” = Id, yani
her x noktasi igin f7(x) = x esitligi gecerli. Simdi, f(a)
ve f(b) bagintili olduklarin-

Ama f"(x) = x ve f(y)
lart da bagintiliymus.

=vy. Demek ki x ve y nokta-

Ikinci Sorunun Birinci Yaniti. Birinci sorudan
dolay: cizgenin nokta sayisi sonsuz olmali.
A=Z U {0}
olsun. A bir ¢izgenin noktalar kiimesi olacak. Her
say1 kendisinden onceki ve sonraki sayiyla baginti-
I1 olsun. Ayrica « elemani da sadece dogal sayilar-
la bagintili olsun. Yani ¢izgemiz soyle olsun:

-3 -2-1 0 1 2 3..

Simdi, f(n) = n + 1 ve f()

r1 O0zyapt dontigimudiir ama Oco bagintist yiiziin-

= o olsun. f bir ya-
den 6zyap1 dontisiimii degildir.

Ikinci Sorunun Ikinci Yaniti. Noktalar kiime-
si R gergel sayilar kiimesi olsun. Eger x + y < x2
2x bir
yar1 6zyapi dontusiimiidiir ama 6zyap1 dontisimi
degil, ¢linkii 2 ve 3 bagintili, ama 1 ve 3/2 bagin-
tili degil. ¢

ise x ve y noktalari bagintili olsun. f(x) =

dan ve f bir yar1 esyap1 do-
niisiimii oldugundan, f2(a)
ve f2(b) noktalar1 da bagin-
tiidir. Aymi nedenden f3(a)
ve f3(b) noktalar1 da bagin-
tilidir. Boyle gide gide f%(x)
ve f"(y) noktalarinin da ba-
gintili olduklarini goriiriiz.

X3 3E/etB al2r4b-al=[He1]

g W U
t 22

48[y e

[203 +362-3 y]—\/;i-;nr y-66

- et assm
—_-— =

Buikbobry

L

313




