
Intel Pentium. Ö¤rencilere, “Size her iki arit-

metik iflleminden birini yanl›fl hesaplayan bir bilgi-

sayar hediye edilmek istense, bilgisayar› kabul eder

misiniz?” diye sordu¤umuzda, genelde yan›t olum-

suzdur, hediye kabul edilmez. Beklenen bu yan›t

al›n›nca, “hediye edilen bilgisayar›n milyarda bir

yanl›fl yan›t verdi¤ini” varsayal›m deriz ve bu kez

s›n›f›n tümü bilgisayara güvenip hediyeyi kabul

eder. ‹flte o zaman can al›c› son sorumuzu yönelti-

riz: “Tatile gitmek için havaalan›na gitti¤inizde, bi-

nece¤iniz uça¤›n inifl sistemlerinin milyarda bir ha-

tal› yan›t veren bilgisayarla kontrol edildi¤ini ö¤-

rendiniz. fiimdi kendi özgür iradenizle o uçakla se-

yahat eder misiniz?” Yan›t: sessizlik... Ö¤renciler-

den ses ç›kmaz...

Bu makalenin amac›, yukardaki senaryoya uy-

gun, yani insan zekâs›n›n s›n›r›nda bir bilgisayar›n

sonuçlar›n› matematiksel olarak irdelemek. Ayr›ca,

“bir teoremin matematiksel kan›t› bilgisayarda ya-

p›lan hesaplara dayan›yorsa ve daha fl›k, daha ma-

tematiksel, daha kavramsal bir çözümü henüz bilin-

miyorsa veya belki de hiç yoksa, kan›ta inanmal›

m›y›z?” sorusuna da dokunaca¤›z, örne¤in Dört

Renk Teoremi (bknz. sayfa 27) ve Kepler San›s›’n›n

(yandaki kare) kan›tlar›na güvenmeli miyiz?

Lynchburg Koleji profesörlerinden Thomas Ni-

cely, asal say›larla u¤rafl›rken, Pentium chip’inin ta-

sar›m sorunlar›n› bulup halka aç›klayan kifli olarak

bilinir. 1993’te ilk Pentium chip’i üretildi¤inde Intel

için her fley yolunda gidiyordu. Kiflisel bilgisayarlar

için söz verilen ifllemci h›z› ve gücü yerine getiril-

miflti. Ancak Nicely’nin aç›klamas›yla Intel bir ka-

bus yaflamaya bafllad›. Pentium bazen aritmetik ifl-

lemlerini yanl›fl yap›yordu. Bir anlamda tüm bilgi-

sayarlar bölme iflleminde yanl›fll›k yaparlar. Kesirli

say›larla bölme iflleminde yuvarlamadan dolay› kü-

çük hatalar verdi¤i bilinir. Örne¤in 1/3 = 0.33333...

eflitli¤inde sonsuz say›da 3’ler dizisi yerine sonlu sa-

y›da 3 kullan›l›r. Bu türden yuvarlamalarda en az

hata için say›n›n ne zaman yukar› ne zaman afla¤›

yuvarlat›laca¤› bilinir. Genellikle 10 ile 20 ondal›k

kesirler seviyesinde aritmetik ifllem yap›l›r. S›radan

hesaplamalarda yuvarlama hatas› pek önemli olma-

makla birlikte milyarlarca ard›fl›k hesaplama gerek-

tiren çal›flmalarda hesaplama hatas› ihmal edileme-

yecek seviyeye ç›kabilir. Örne¤in 10uncu basama¤a
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Kepler San›s›, günlük

dile çevirdi¤imizde, bir san-

d›¤a en çok say›da elman›n,

tahmin edilebilece¤i ve ma-

navlar›n da yapt›¤› gibi, alt

kattaki birbirine komflu el-

malar›n ortas›na bir elma koyarak yerlefltirilece-

¤ini söyler. Asl›nda elmalar› kübik ve alt›gensel

denilen iki de¤iflik yerlefltirme biçimi vard›r. Her

iki yerleflimde de

uzay›n π/3√2’lik

bir bölümü el-

mayla doldurulur.

Yüzy›llar boyun-

ca bu san› kan›tlanamam›fl, birçok kez yanl›fl

kan›t verilmifltir. Son olarak, Hales 1997-2002

y›llar› aras›nda toplam 250 sayfal›k birkaç ma-

kaleyle teoremi kan›tlad›¤›n› öne sürmüfl ve ma-

kalesini en ünlü matema-

tik dergilerinden biri olan

Annals of Mathematics

dergisine sunmufltur. On

iki kiflilik bir heyetin ha-

kemlik yapt›¤› makale bü-

yük bir olas›l›kla bir iki

y›l içinde yay›mlanacak.

Ancak kan›t, verilerin 3

GB’l›k bir yer kaplad›¤›

bilgisayar program› kulland›¤›ndan, Kepler Sa-

n›s›’n›n matematiksel kesinlikle kan›tland›¤›

söylenemez. Makale yay›mland›¤›nda, derginin

editörlerinin bu konuda makalenin girifline bir

iki söz yazmalar› bekleniyor.

Kepler



kadar do¤ru olan 10 milyar kesirli say›n›n toplam›-

n›n do¤ruluk aç›s›ndan hiçbir güvenirli¤i kalmaz.

Uygulamada, istatistiksel rastgele-yürüyüfl davran›-

fl›na göre 5 basamakl› do¤ru kabul edilebilir sonuç

için yukar› ve afla¤› yuvarlama adetlerinin bir hesap

süresince hemen hemen eflit olmalar› gerekir. Baflka

bir deyiflle e¤er bir aritmetik hesap sürecinde on ta-

ne yuvarlama yap›lacaksa bunlardan rastgele befli-

nin yukar› di¤er beflinin afla¤› yuvarlat›lmas› en sa¤-

l›kl› sonucu verir.

Pentium’un tasar›m sorununa gelince... Kesirli

say›larla ifllemlerde 19 basama¤a kadar hassasiyeti

garanti eden pentium bazen çok daha az hassas ya-

n›tlar verebiliyordu. Tasar›m›nda olmas› gereken

bölme algoritmas›ndaki baz› k›s›mlar ihmal edil-

miflti. Bunun sonucunda hata kendini beflinci basa-

maktan sonraki hesaplarda, yani oldukça erken

kendini gösteriyordu. Hassasiyet aç›s›ndan, tasar-

lanandan 100 milyar kez daha kötü sonuç veren

Pentium chip’indeki eksiklik 1994 yaz›nda düzel-

tildi, ancak sat›lan bir iki milyon chip için herhan-

gi bir önlem al›nmad›. Intel’in bu büyük hatas› mil-

yarda bir ortaya ç›kt›¤›na göre, bu, “kimkime

dumduma, kimin umurunda” yaklafl›m›ndan bafl-

ka bir fley de¤ildir. Bundan da Intel patronlar›n›n

uça¤a pek düflünmeden bindikleri anlafl›l›yor.

Asal Say›lar. Öklid, sonsuz say›da asal say› ol-

du¤unu kan›tlam›flt›. Öklid’in fl›k olarak nitelenen

kan›t›, sonlu say›da asal›n çarp›m›na 1 eklendi¤in-

de elde edilen say›n›n çarp›lan asallar›n hiçbirine

bölünemeyece¤i olgusuna dayan›yordu; her say›-

n›n en az bir asal böleni oldu¤undan, sonlu bir sa-

y› listesi her asal› içeremez. 

1896’da, Charles de la Vallée Poussin ve Jac-

ques Hadamard, birbirlerinden habersiz, Asal Say›

Teoremi’ni kan›tlad›lar. Asal Say› Teoremi, verilen

herhangi x gerçel say›s› için

x’ten küçük yaklafl›k x/ln x

kadar asal say› oldu¤unu söy-

ler. Örne¤in, x = 100 al›n›rsa

100/ln100 ≈ 22 bulunur.

Gerçekte 100’den küçük 25

asal oldu¤undan formül fena

say›lmaz. 

Asal Say›lar Teoremi’ne

dayanarak asal say›lar›n bir-

çok gizemi çözülmüfltür. Çö-

zülemeyenler aras›nda ünlü

“ikiz asal say›lar” problemini burada ele alal›m. 3

ve 5 gibi, 5 ve 7 gibi, 29 ve 31 gibi aralar›nda 2

fark olan say›lara ikiz asallar denir. 

‹kiz asallar›n say›s›n›n sonlu ya da sonsuz ol-

du¤u bilinmiyor. Sonsuz olduklar›, hatta x’ten kü-

çük ikiz asal say›s›n›n x/ln2x ile orant›l› oldu¤u sa-

n›l›yor. Norveç matematikçi Viggo Brun 1919’da

ikiz asal say›s›n›n 100x/ln2x den küçük oldu¤unu

kan›tlam›flt›r; daha sonra bu de¤er 6x/ln2x’e ka-

dar indirilmifltir. Henüz x’ten küçük ikiz asal say›-

s›n›n en az x/ln2x oldu¤una dair bir sonuç elde

edilememifltir. 

Brun, ikiz asal say› çiflernin tersinin toplam›-

n›n, yani

B = (1/3 + 1/5) + (1/5 + 1/7) + (1/11 + 1/13) + ...

toplam›n›n sonlu oldu¤unu gösterdi. Elbet bundan

sonlu tane ikiz asal say›s›n›n oldu¤u sonucu ç›kmaz,

sonsuz tane say› topland›¤›nda sonlu bir toplam ve-

rebilir. Ama bu, en az›ndan ikiz asallar›n o kadar da

çok olmad›¤›n› gösteriyor. (Asal say›lar›n terslerinin

toplam›n›n sonsuz oldu¤u bilinmektedir.)

Brun toplam› B’nin yaklafl›k bir de¤erini

bulmak, ikiz asallar›n nas›l olufltuklar› bilinme-

di¤i için hiç de kolay de¤ildir. Örne¤in yo¤un

asal say›lar›n bafllad›¤› bir yerden önce Brun

toplam›n› yaklafl›k tahmin etmek için toplamay›

durdursan›z, yaklafl›m›n›z, bu yo¤un asal say›la-
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Mertens’in ‹kinci Teoremi’ne göre, belli bir B1

sabiti için,

limn→∞ (∑p, x’ten küçük asal 1/p − ln(ln x) − B1) = 0.

Bundan da ∑p asal 1/p = ∞ ç›kar, Euler’in Mer-

ten’den bir yüzy›l önce kan›tlad›¤› sonuç. B1’in de-

¤eri 0,2614972128 diye bafllar.

Brun Teoremi’ne göre sonlu olan

B = (1/3+1/5) + (1/5+1/7) + (1/11+1/13) +  …

say›s›n›n de¤erinin 1,9021605778 ± (2,1 × 10−9)

oldu¤unu 1014’e kadar olan ikiz asal say›lar› teker

teker bularak Nicely 1996’da bulmufltur. Hesaplar›

s›ras›nda Intel Pentium’un bir hata yapt›¤›n› farket-

mifltir. Daha sonra B’nin yaklafl›k de¤eri daha da

iyilefltirilmifltir.

Segal 1930’da aralar›ndaki fark›n 2d oldu¤u asal

say›lar›n terslerinin toplam›n›n sonlu oldu¤unu ka-

n›tlam›flt›r. E¤er bu say› Bd olarak gösterilirse, Wolf

Bd’nin afla¤› yukar› 2/d oldu¤u san›s›n› ortaya atm›fl-

t›r. Wolf san›s› B1’i 1,902… yerine afla¤› yukar› 2,

B2’yi 1,1970449... yerine 1 olarak veriyor. Wolf sa-

n›s›n› limd →∞ dBd = 2 olarak yorumlayabiliriz.

Jean de la Vallée
Poussin

1866-1962



r› göz önüne alamayaca¤›ndan, tahmininiz çok

kötü ç›kabilir.

1974’te D. Shanks ve J. Wrench Jr., Brun topla-

m›n› yaklafl›k hesaplamak için ilk iki milyon asal sa-

y›lardaki tüm ikiz asal say›lara bakt›lar. Ayn› za-

manda R. Brent (Australya) 100 milyara kadar olan

tüm ikiz asal say›lar› (224376048 çift) listeleyerek

Brun toplam› olarak 1.90216054 say›s›n› buldu. Ni-

cely daha hassas hesaplama için 100 trilyona kadar

ç›karak 1.9021605788  de¤eri bulundu.

O günden sonra bilgiifllemsel say›lar teorisinde

çal›flanlar bilgisayarlar›n› ikiz asal say›lar artt›¤›

zaman Brun toplam› fazla de¤iflmedi¤i için pek ça-

l›flt›rmad›lar.

1993’te Nicely, Brun’ün toplam›n› ilk befl adet

“486” chip’li PC ile daha sonra bir adet Pentium

makinesi kullanarak tekrar hesaplamaya karar ve-

rir. Buraya kadar kötü bir niyet yok! Aksine daha

önce “süper bilgisayarlar” kullan›larak yap›lan bu

hesaplar art›k kiflisel bilgisayarlarla yap›labilecekti.

Ama Nicely’yi endiflelendiren bulunacak sonucun

ne derece güvenilir oldu¤uydu. ‹kiz asal say› çiftleri-

nin terslerinin toplam› PC ile hesaplan›rken Brent’in

sonuçlar›yla ayn› olmas› ve daha ötesine geçilmesi

için kullan›lan program›n ve iflletim sisteminin hata-

s›z olmas› gerekiyordu. Bunu sa¤lamak için her bil-

gisayar asal say› tersini bulurken önce “floating po-

int ünitesi” kullan›larak ondal›k kesirden sonra 19

basama¤a kadar hesaplama yapt› ve daha sonra A.

Lenstra’n›n geliflitirdi¤i ultra-hassasiyet algoritmas›

kullanarak 26 rakaml› hassasiyete inildi. ‹nildi de ne

mi oldu? Daha önce π(x) (= x’e kadar asal say›lar›n

say›s›) için bilinen de¤erden farkl› sonuç elde edildi.

Bunun nedeni uzun çal›flmalardan sonra ultra-has-

sasiyet hesaplamas›nda yuvarlama hatas›n›n bekle-

nenden daha süratli depoland›¤› tespit edildi. Sonuç-

ta bu hatan›n nerden kaynakland›¤› anlafl›ld›3 ve ha-

ta düzeltildi. Daha fazla emin olmak için Nicely ult-

ra-hassasiyeti 53 rakama ç›kard›. Yine de 486 maki-

nesiyle pentium makinesi de¤erleri son 20 rakam›

farkl› vermeye devam ediyordu. Bunun da nedeni

Pentium makinesinin 19 rakam hassasiyet verecek

yerde 824633702441 ve 824633702443 asal say›

çiftinin terslerinin toplam›nda yaln›z 9 rakaml› has-

sasiyet vermesiydi. Düzeltmek için özel hata düzelt-

me yaz›l›m›yla Pentium bilgisayar›nda makine dili

seviyesinde hata arand›. Hatan›n devam etmesi ve

baflka Pentium makinelerinde de ayn› hatan›n kal-

mas› üzerine Intel Pentium chip’inin bölmeyi do¤ru

yapmad›¤› anlafl›ld›.

Intel hatan›n müflterilerini etkilemedi¤i iddi-

as›yla sonunda hatay› kabul etti. Nicely Intel’in

1995’teki düzeltilmifl ve gelifltirilmifl yeni Pentium

chip’ini kullanarak ilk 100 trilyon say› için

133.780.321.665 adet ikiz asal say› çifti oldu¤unu

ve Brun toplam›n›n afla¤› yukar› 1,9021605778 ol-

du¤unu dünyaya ilan etti. Bir y›l sonra, Alman bi-

lim adamlar› Martin Kutrib ve Jörg Richtein (Gies-

sen Üniversitesi) ayn› sonuçlar› bularak asal say›

hesaplamadaki do¤rulu¤u teyit ettiler. 

O gün bugün bu bilim adamlar› hesaplamala-

r›n›n ayn› kald›¤›n›, farkl›ysa da nas›l düzeltilece¤i-

ni bulmak için bulduklar› de¤erleri de¤ifl tokufl

yapmaktad›rlar. 

Sonuç Yerine. Milyarda bir hata olabilece¤i bu

kadar aç›k flekilde gösterilmesine karfl›n, günümüz-

de genel e¤ilim (sokaktaki insan›n e¤ilimi), “sonuç

bilgisayardan geliyorsa do¤rudur” fleklindedir.

Yanl›fl! 

Kan›tta bilgisayar program› kullan›ld›¤›nda

kan›ta güvenmeli mi sorusuna gelince... Zor soru.

En az›ndan teoremin do¤ru oldu¤una dair bir ipu-

cu. Bu durum makinelere teslim olma demek olma-

d›¤›n› burada belirtmek istiyoruz. Belki zarif çö-

züm bulununcaya kadar durumu kabulleniyoruz

demek en iyisi. Dört Renk Problemi ve Kepler Sa-

n›s›’n› bir baflka yaz›da ele al›r›z. ♦

Kaynakça:

Bu yaz›, “Thomas Nicely, Divide and Conquer, AMS, What’s

Happening in the Mathematical Sciences, vol.3,1996, sayfa 39-

47” makalesinden derlenmifltir. 

www.trnicely.net

www.mathworld.wolfram.com/Brunsconstant.html
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3 Borland C++ 4.02 derleyicisinden.


