Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Bilgisayariniza Ne Kadar
Gilivenirsiniz?

Ibrahim C. Arkut* - Refik C. Arkut**
iarkut@gau.edu.tr - rca@ttnet.net.tr

Intel Pentium. Ogrencilere, “Size her iki arit-
metik isleminden birini yanhs hesaplayan bir bilgi-
sayar hediye edilmek istense, bilgisayari kabul eder
misiniz?” diye sordugumuzda, genelde yanit olum-
suzdur, hediye kabul edilmez. Beklenen bu yanit
alininca, “hediye edilen bilgisayarin milyarda bir
yanls yanit verdigini” varsayalim deriz ve bu kez
sinifin tumu bilgisayara guvenip hediyeyi kabul
eder. Iste o zaman can alici son sorumuzu yénelti-
riz: “Tatile gitmek i¢in havaalanina gittiginizde, bi-
neceginiz ugagin inis sistemlerinin milyarda bir ha-
tali yanit veren bilgisayarla kontrol edildigini 6g-
rendiniz. Simdi kendi 6zgiir iradenizle o ucakla se-
yahat eder misiniz?” Yanut: sessizlik... Ogrenciler-
den ses ¢ikmaz...

Bu makalenin amaci, yukardaki senaryoya uy-
gun, yani insan zekasinin sinirinda bir bilgisayarin
sonuglarini matematiksel olarak irdelemek. Ayrica,
“bir teoremin matematiksel kanit1 bilgisayarda ya-
pilan hesaplara dayaniyorsa ve daha gik, daha ma-
tematiksel, daha kavramsal bir ¢6ztimii heniiz bilin-
miyorsa veya belki de hi¢ yoksa, kanita inanmali
miy1z?” sorusuna da dokunacagiz, 6rnegin Dort
Renk Teoremi (bknz. sayfa 27) ve Kepler Sanisi’nin
(yandaki kare) kanitlarina giivenmeli miyiz?

Lynchburg Koleji profesorlerinden Thomas Ni-
cely, asal sayilarla ugragirken, Pentium chip’inin ta-
sarim sorunlarini bulup halka agiklayan kisi olarak
bilinir. 1993’te ilk Pentium chip’i tretildiginde Intel
icin her sey yolunda gidiyordu. Kisisel bilgisayarlar
icin soz verilen iglemci hizi ve giicii yerine getiril-
misti. Ancak Nicely’nin agiklamasiyla Intel bir ka-
bus yasamaya basladi. Pentium bazen aritmetik ig-
lemlerini yanlis yapiyordu. Bir anlamda tiim bilgi-
sayarlar bolme igleminde yanliglik yaparlar. Kesirli
sayilarla bolme igleminde yuvarlamadan dolay: ki-
ciik hatalar verdigi bilinir. Ornegin 1/3 = 0.33333...
esitliginde sonsuz sayida 3’ler dizisi yerine sonlu sa-
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Kepler Sanisi, giinlik
dile ¢evirdigimizde, bir san-
diga en ¢ok sayida elmanin,
tahmin edilebilecegi ve ma-
navlarin da yaptig1 gibi, alt
kattaki birbirine komsu el-
malarin ortasina bir elma koyarak yerlestirilece-
gini soyler. Aslinda elmalari kiibik ve altigensel
denilen iki degisik yerlestirme bigimi vardir. Her
iki yerlesimde de
uzaym n/3V2’lik
bir bolimu
mayla doldurulur.
Yuzyillar boyun-
ca bu sami kanitlanamamis, bircok kez yanlis
kanit verilmistir. Son olarak, Hales 1997-2002
yillar1 arasinda toplam 250 sayfalik birka¢ ma-
kaleyle teoremi kanitladigini one siirmiis ve ma-
kalesini en Gnlii matema-
tik dergilerinden biri olan
Annals of Mathematics
dergisine sunmustur. On
iki kigilik bir heyetin ha-
kemlik yaptigi makale bii-
yik bir olasilikla bir iki
yil iginde yayimlanacak.
Ancak kanit, verilerin 3
GB’lik bir yer kapladig:

el-

Kepler
bilgisayar programi kullandigindan, Kepler Sa-
nis’nin matematiksel kesinlikle kanitlandig:
sOylenemez. Makale yayimlandiginda, derginin
editorlerinin bu konuda makalenin girisine bir
iki s6z yazmalari bekleniyor.

yida 3 kullanilir. Bu tiirden yuvarlamalarda en az
hata i¢in sayinin ne zaman yukari ne zaman agagi
yuvarlatilacag bilinir. Genellikle 10 ile 20 ondalik
kesirler seviyesinde aritmetik iglem yapilir. Siradan
hesaplamalarda yuvarlama hatasi pek 6nemli olma-
makla birlikte milyarlarca ardigik hesaplama gerek-
tiren caligmalarda hesaplama hatasi ihmal edileme-
yecek seviyeye gikabilir. Ornegin 10uncu basamaga
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kadar dogru olan 10 milyar kesirli sayinin toplami-
nin dogruluk agisindan higbir giivenirligi kalmaz.
Uygulamada, istatistiksel rastgele-ytirtiytis davrani-
sina gore 5 basamakli dogru kabul edilebilir sonug
i¢in yukari ve agagi yuvarlama adetlerinin bir hesap
suresince hemen hemen egit olmalari gerekir. Bagka
bir deyisle eger bir aritmetik hesap siirecinde on ta-
ne yuvarlama yapilacaksa bunlardan rastgele begi-
nin yukari diger besinin asag1 yuvarlatilmasi en sag-
likli sonucu verir.

Pentium’un tasarim sorununa gelince... Kesirli
sayilarla iglemlerde 19 basamaga kadar hassasiyeti
garanti eden pentium bazen ¢ok daha az hassas ya-
nitlar verebiliyordu. Tasariminda olmasi gereken
bolme algoritmasindaki bazi kisimlar ihmal edil-
misti. Bunun sonucunda hata kendini beginci basa-
maktan sonraki hesaplarda, yani olduk¢a erken
kendini gosteriyordu. Hassasiyet agisindan, tasar-
lanandan 100 milyar kez daha koti sonug veren
Pentium chip’indeki eksiklik 1994 yazinda dizel-
tildi, ancak satilan bir iki milyon chip i¢in herhan-
gi bir 6nlem alinmadi. Intel’in bu buytik hatasi mil-
yarda bir ortaya ciktigina gore, bu, “kimkime
dumduma, kimin umurunda” yaklasimindan bas-
ka bir sey degildir. Bundan da Intel patronlarinin
ucaga pek disinmeden bindikleri anlagiliyor.

Asal Sayilar. Oklid, sonsuz sayida asal say1 ol-
dugunu kanitlamusti. Oklid’in sik olarak nitelenen
kaniti, sonlu sayida asalin ¢arpimina 1 eklendigin-
de elde edilen sayinin carpilan asallarin higbirine
bolunemeyecegi olgusuna dayaniyordu; her sayi-
nin en az bir asal boleni oldugundan, sonlu bir sa-
y1 listesi her asali igeremez.

1896’da, Charles de la Vallée Poussin ve Jac-
ques Hadamard, birbirlerinden habersiz, Asal Say1
Teoremi’ni kanitladilar. Asal Say1 Teoremi, verilen
herhangi x gercel sayisi igin
x’ten kiiciik yaklagik x/In x
kadar asal say1 oldugunu soy-
ler. Ornegin, x = 100 alinirsa
100/In100 22 bulunur.
Gergekte 100’den kiigiik 25
asal oldugundan formiil fena

sayilmaz.
Asal Sayilar Teoremi’ne

dayanarak asal sayilarin bir-

Jean de la Vallée
Poussin
1866-1962

cok gizemi ¢ozulmustiir. Co-
zillemeyenler arasinda unli
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“ikiz asal sayilar” problemini burada ele alalim. 3
ve 5 gibi, 5 ve 7 gibi, 29 ve 31 gibi aralarinda 2
fark olan sayilara ikiz asallar denir.

Ikiz asallarin sayisinin sonlu ya da sonsuz ol-
dugu bilinmiyor. Sonsuz olduklari, hatta x’ten kii-
ciik ikiz asal sayisinin x/In2x ile orantili oldugu sa-
niliyor. Norve¢ matematik¢i Viggo Brun 1919°da
ikiz asal sayisinin 100x/In2x den kiiciik oldugunu
kanitlamigtir; daha sonra bu deger 6x/In2x’e ka-
dar indirilmistir. Henliz x’ten kiciik ikiz asal sayi-
sinin en az x/In?2x olduguna dair bir sonug elde
edilememistir.

Brun, ikiz asal say ¢iflernin tersinin toplami-
nin, yani

B=(1/3 +1/5) + (15 + 1/7) + (1/11 + 1/13) + ...
toplaminin sonlu oldugunu gosterdi. Elbet bundan
sonlu tane ikiz asal sayisinin oldugu sonucu ¢ikmaz,
sonsuz tane say1 toplandiginda sonlu bir toplam ve-
rebilir. Ama bu, en azindan ikiz asallarin o kadar da
¢ok olmadigini gosteriyor. (Asal sayilarin terslerinin
toplaminin sonsuz oldugu bilinmektedir.)

Brun toplami B’nin yaklagik bir degerini
bulmak, ikiz asallarin nasil olustuklari bilinme-
digi icin hi¢ de kolay degildir. Ornegin yogun
asal sayilarin bagladigi bir yerden 6nce Brun
toplamini yaklasik tahmin etmek igin toplamay1
durdursaniz, yaklagiminiz, bu yogun asal sayila-

Mertens’in Ikinci Teoremi’ne gore, belli bir By
sabiti igin,
limn — © (Zp, x’ten kiiciik asal 1/p —In(ln x) — By) =0.
Bundan da %, . 1p = o gikar, Euler’in Mer-
ten’den bir ylizyil 6nce kanitladigt sonug. By’in de-
geri 0,2614972128 diye baslar.

Brun Teoremi’ne gore sonlu olan

B = (1/3+1/5) + (1/5+1/7) + (1/1141/13) + ...
sayisinin degerinin 1,9021605778 + (2,1 x 1079)
oldugunu 101%e kadar olan ikiz asal sayilar teker
teker bularak Nicely 1996’da bulmustur. Hesaplari
sirasinda Intel Pentium’un bir hata yaptigini farket-
mistir. Daha sonra B’nin yaklasik degeri daha da
iyilestirilmistir.

Segal 1930°da aralarindaki farkin 2d oldugu asal
sayilarmn terslerinin toplaminin sonlu oldugunu ka-
nitlamugtir. Eger bu say1 B, olarak gosterilirse, Wolf
B /nin asag1 yukari 2/d oldugu sanisini ortaya atmis-
tir. Wolf sanist By’i 1,902... yerine asag yukari 2,
B,’yi 1,1970449... yerine 1 olarak veriyor. Wolf sa-
msint limy _, o, dB; = 2 olarak yorumlayabiliriz.
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r1 goz ontne alamayacagindan, tahmininiz ¢ok
koti ¢ikabilir.

1974’te D. Shanks ve J. Wrench Jr., Brun topla-
muni yaklagik hesaplamak icin ilk iki milyon asal sa-
yilardaki tim ikiz asal sayilara baktlar. Ayni za-
manda R. Brent (Australya) 100 milyara kadar olan
tim ikiz asal sayilar1 (224376048 cift) listeleyerek
Brun toplami olarak 1.90216054 sayisini1 buldu. Ni-
cely daha hassas hesaplama igin 100 trilyona kadar
¢ikarak 1.9021605788 degeri bulundu.

O giinden sonra bilgiislemsel sayilar teorisinde
calisanlar bilgisayarlarini ikiz asal sayilar arttig
zaman Brun toplami fazla degismedigi i¢in pek ca-
ligtirmadilar.

1993’te Nicely, Brun’iin toplamini ilk bes adet
“486” chip’li PC ile daha sonra bir adet Pentium
makinesi kullanarak tekrar hesaplamaya karar ve-
rir. Buraya kadar kotu bir niyet yok! Aksine daha
once “stiper bilgisayarlar” kullanilarak yapilan bu
hesaplar artik kisisel bilgisayarlarla yapilabilecekti.
Ama Nicely’yi endiselendiren bulunacak sonucun
ne derece giivenilir olduguydu. Ikiz asal sayi ciftleri-
nin terslerinin toplami PC ile hesaplanirken Brent’in
sonuglariyla aymi olmasi ve daha otesine gecilmesi
i¢in kullanilan programin ve igletim sisteminin hata-
siz olmasi gerekiyordu. Bunu saglamak i¢in her bil-
gisayar asal sayi tersini bulurken 6nce “floating po-
int tinitesi” kullamlarak ondalik kesirden sonra 19
basamaga kadar hesaplama yapti ve daha sonra A.
Lenstra’nin gelisitirdigi ultra-hassasiyet algoritmasi
kullanarak 26 rakamli hassasiyete inildi. Inildi de ne
mi oldu? Daha once nt(x) (= x’e kadar asal sayilarin
sayisi) i¢in bilinen degerden farkli sonug elde edildi.
Bunun nedeni uzun ¢alismalardan sonra ultra-has-
sasiyet hesaplamasinda yuvarlama hatasinin bekle-
nenden daha suiratli depolandig tespit edildi. Sonug-
ta bu hatanin nerden kaynaklandig anlagildi3 ve ha-
ta duizeltildi. Daha fazla emin olmak icin Nicely ult-
ra-hassasiyeti 53 rakama ¢ikardi. Yine de 486 maki-
nesiyle pentium makinesi degerleri son 20 rakam
farkli vermeye devam ediyordu. Bunun da nedeni
Pentium makinesinin 19 rakam hassasiyet verecek
yerde 824633702441 ve 824633702443 asal say1
ciftinin terslerinin toplaminda yalniz 9 rakaml has-
sasiyet vermesiydi. Diizeltmek icin 6zel hata diizelt-
me yazilmiyla Pentium bilgisayarinda makine dili
seviyesinde hata arandi. Hatanin devam etmesi ve

3 Borland C++ 4.02 derleyicisinden.
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bagka Pentium makinelerinde de ayni hatanin kal-
mas1 lUzerine Intel Pentium chip’inin bolmeyi dogru
yapmadigi anlagildi.

Intel hatanin miugterilerini etkilemedigi iddi-
asiyla sonunda hatayr kabul etti. Nicely Intel’in
1995’teki diizeltilmis ve gelistirilmis yeni Pentium
chip’ini kullanarak ilk 100 trilyon sayi igin
133.780.321.665 adet ikiz asal sayi cifti oldugunu
ve Brun toplaminin agagi yukar: 1,9021605778 ol-
dugunu dinyaya ilan etti. Bir yil sonra, Alman bi-
lim adamlari Martin Kutrib ve Jorg Richtein (Gies-
sen Universitesi) ayn1 sonuglar1 bularak asal say:
hesaplamadaki dogrulugu teyit ettiler.

O giin bugtin bu bilim adamlar1 hesaplamala-
rinin ayni kaldiginy, farkliysa da nasil diizeltilecegi-
ni bulmak i¢in bulduklar1 degerleri degis tokus
yapmaktadirlar.

Sonug Yerine. Milyarda bir hata olabilecegi bu
kadar acik sekilde gosterilmesine karsin, giniimiiz-
de genel egilim (sokaktaki insanin egilimi), “sonug
bilgisayardan geliyorsa dogrudur” seklindedir.
Yanhs!

Kanitta bilgisayar programi kullanildiginda
kanita giivenmeli mi sorusuna gelince... Zor soru.
En azindan teoremin dogru olduguna dair bir ipu-
cu. Bu durum makinelere teslim olma demek olma-
digin1 burada belirtmek istiyoruz. Belki zarif ¢o-
ziim bulununcaya kadar durumu kabulleniyoruz
demek en iyisi. Dort Renk Problemi ve Kepler Sa-
nis’ni bir bagka yazida ele aliriz. ¢

Kaynakga:

Bu yazi, “Thomas Nicely, Divide and Conquer, AMS, What's
Happening in the Mathematical Sciences, vol.3,1996, sayfa 39-
47” makalesinden derlenmistir.

www.trnicely.net

www.mathworld.wolfram.com/Brunsconstant.html
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