
G
eçen say›m›zda Donal Knuth’un flu proble-

minden sözetmifltik: 1’den 50’ye kadar olan

tamsay›lar› öyle iki kümeye ay›ral›m ki, kü-

melerdeki say›lar›n kareköklerinin toplam› birbirine

en yak›n olsun. Yani problem, A ∩ B = ∅ ve A ∪ B

= {1, 2, ..., 50} koflullar›n› sa¤layan A ve B kümeleri

aras›nda, |∑a ∈ A √a − ∑b ∈ B √b| say›s›n› en küçük

yapan A ve B’yi bulmak ve bunu en ça¤dafl bilgisa-

yarlarla 10 saniye gibi k›sa bir sürede yapmakt›...

Say›lar›n kareköklerini almak pek zor de¤ildir,

gerçek kareköklere kesirli say›larla diledi¤imiz kadar

ve oldukça k›sa sürede yaklaflabiliriz. fiimdi bu elli

karekökü iki kümeye ay›rmak gerekiyor. 1’in kare-

kökü olan 1’i kümelerden birine koyarsak, geri kalan

49 say›y› iki kümeye da¤›tmam›z laz›m, ki bu da 249

de¤iflik biçimde yap›labilir, yani A ve B kümeleri için

tam 249 seçimimiz var. ‹flte Donald Knuth’un sorusu-

nun ilk yar›s›n›n bir çözümü: Bilgisayar›m›za tüm bu

249 seçene¤i teker teker buldurturuz, iki kümenin sa-

y›lar›n›n kareköklerini ayr› ayr› toplar›z, bu iki top-

lam›n fark›n› al›r›z, farklar› bir kenara yazar›z ve ni-

hayet en küçük fark› veren A ve B kümelerini seçe-

riz... Ancak bu çok zaman al›r, çünkü 249 çok büyük

bir say›d›r, tam 14 rakam› vard›r ve hiçbir ça¤dafl bil-

gisayar bu ifllemleri 10 saniyede yapamaz. 

1’den 50’ye kadar olan say›lar›n kareköklerini

alaca¤›m›za, n gerçel say› alal›m ve ayn› problemi

bu n gerçel say› için çözmeye çal›flal›m. Bu n gerçel

say›dan herhangi ikisi birbirine eflit olabilsin, bu

konuda bir varsay›m›m›z olmas›n.

Problemin mutlak olmasa da uygulamada ol-

dukça çabuk yaklafl›k sonuçlar veren çözümleri

vard›r. Yaklafl›k çözümlerden en ilginci Karmar-

kar-Karp ad›yla an›lan KK-algoritmas›d›r. Say›

adedi n artt›kça, yani problem zorlaflt›kça KK-al-

goritmas› daha iyi sonuç verir; öte yandan n azal-

d›¤›nda algoritma çok kötü sonuçlar verebilir.

Say› kümemize S diyelim. S’nin say›lar›n› iki

kümeye ay›raca¤›z. Bir anlamda, S’nin eleman sa-

y›s› n üzerine tümevar›mla, |∑a∈A a − ∑b∈B b| sa-

y›s›n› en küçük yapt›¤›n› düflündü¤ümüz S’n›n ay-

r›k A ve B altkümelerini bulaca¤›z.

E¤er n = 1 ise, çözüm belli: A = S, B = ∅ olsun.

Bu kolayd›. fiimdi n > 1 durumunda ne yapaca¤›-

m›z› düflünelim.

S’nin en büyük iki say›s›na s0 ve t0 diyelim.

Varsayal›m ki s0 ≥ t0. En sonda, çözümü buldu¤u-

muzda, bu say›lardan biri A’da biri B’de olacak.

fiimdi S kümesinden s0 ve t0 say›lar›n› silip, bu sa-

y›lar›n yerine s0 − t0 say›s›n› koyal›m, yani S yerine

(S \ {s0, t0}) ∪ {s0 − t0} say› kümesini alal›m. Bu son

kümenin S’den bir eksik eleman› vard›r. Tümevar›-

m› uygulayal›m. S1 = (S \ {s0, t0}) ∪ {s0 − t0} olsun.

Benzer biçimde S2, S3, ... kümelerini de bulabiliriz.

Her seferinde eleman say›s› bir azal›r.

Bunu böyle sürdüre sürdüre, S’nin eleman sa-

y›s›n› birer birer indirerek tek elemanl› bir Sn kü-

mesine var›r›z ki, bu küme için An ve Bn altküme-

lerinin ne olmas› gerekti¤i belli, yukarda görmüfl-

tük bunu. fiimdi algoritma geri dönüp, An ve Bn

altkümelerinden hareketle, arad›¤›m›z A ve B alt-

kümelerini bulmal›. A1 ve B1’den A ve B’yi bulma-

s›n› bilmek yeterli elbet.

S1 kümesinde S’den bir eksik eleman oldu¤un-

dan, (daha bilmedi¤imiz!) KK-algoritmas›n›n inan-

c›na göre, S1 kümesini, say›lar›n›n toplamlar›n›n far-

k›n›n en az ç›kt›¤›n› düflündü¤ümüz A1 ve B1 diye

iki ayr›k altkümeye ay›rd›¤›m›z› varsayabiliriz. fiim-

di, S1, A1 ve B1 altkümelerinden A ve B altkümele-

rini infla etmeliyiz. Yazaca¤›m›z program, S’den ç›-

kard›¤› s0 ve t0 say›lar›n› da akl›nda tutsun. Özetle:

Bildiklerimiz: S1, A1, B1, s0, t0.

Bulmak istediklerimiz: A, B.

A1 ve B1 kümelerinden birinde mutlaka s0 − t0

say›s› vard›r. Di¤erinde olabilir de olmayabilir de.
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Diyelim bu eleman A1’de ama B1’de de¤il. O za-

man A = (A1 \ {s0 − t0}) ∪ {s0} ve B = B1 ∪ {t0} ol-

mal›. E¤er s0 − t0 ∈ B1 \ A1 olsayd›, A = A1 ∪ {t0}

ve B = (B1 \ {s0 − t0}) ∪ {s0} olacakt›. fiimdi s0 − t0

say›s›n›n hem A1’de hem de B1’de oldu¤unu varsa-

yal›m. O zaman

ve 

say›lar›n› karfl›laflt›ral›m. E¤er

ise s0’› A1’e t0’› B1’e koyal›m ve A1’deki s0 − t0’›

atal›m, aksi halde tam tersini yapal›m. Demek ki

A1 ve B1 altkümelerinden A ve B kümelerini bula-

biliyoruz. 

Ayn› biçimde Ai+1 ve Bi+1 altkümelerinden Ai

ve Bi altkümelerini de bulabiliriz:

Bunu böyle devam ettirirsek, en son bulaca¤›m›z

A0 ve B0 kümeleri arad›¤›m›z A ve B kümeleri olur.

Bir örne¤e bakman›n zaman› geldi.

S = {10, 9, 8, 6, 5} olsun. Demek ki s0 = 10, t0 =

9 (en büyük iki eleman) ve S1 = {8, 6, 5, 1}. Bir son-

raki aflamada s1 = 8, t1 = 6 ve S2 = {5, 2, 1} olacak.

Bir sonraki aflamada s2 = 5, t2 = 2 ve S3 = {3, 1} ola-

cak. En son aflamada s3 = 3, t3 = 1 ve S4 = {2} olacak:

S = {10, 9, 8, 6, 5}

s0 = 10, t0 = 9, S1 = {8, 6, 5, 1}

s1 = 8, t1 = 6, S2 = {5, 2, 1}

s2 = 5, t2 = 2, S3 = {3, 1}

s3 = 3, t3 = 1, S4 = {2}

Yazaca¤›m›z program si ve ti elemanlar›n› (i = 0,

1, 2, 3) akl›nda tutacak ve S4 kümesinden bafllayarak

yavafl yavafl A ve B kümelerini bulacak. 

fiimdi yukar›daki örnekte, tersten, yani S4 küme-

sinden bafllayarak A ve B’yi bulal›m, afla¤›daki karede

yapt›¤›m›z gibi.

Böylece A = A0 = {5, 6, 9} ve B = B0 = {8, 10}

bulunur. A’daki say›lar›n toplam› 5 + 6 + 9 = 20,

B’deki say›lar›n toplam› 8 + 10 = 18, aradaki fark

da 20 – 18 = 2, yani sonuncu S4 = {2} kümesinin

tek eleman›...

Görüldü¤ü gibi oldukça çabuk bir algoritma,

ve binlerce seçenekten en iyisini seçmiyor, tek ç›r-

p›da “yan›t”› buluyor.

Ama bu algoritma her zaman en iyi sonucu

vermiyor. Örne¤in yukarda buldu¤umuz sonuç en

iyi sonuç de¤il, A = {10, 9} ve B = {8, 6, 5} daha iyi

bir sonuç, fark tam 0.

Öte yandan S’nin eleman say›s› artt›kça, yani

problem zorlaflt›kça bu algoritma çok daha mutlak

sonuca yak›n sonuçlar veriyor.

Tim Peters, en son moda Python dilinde KK-

algoritmas›n›n bir uygulamas› yazd› (http://use-

lesspython.com/Karp.py).

Örne¤in S = {√0, √1, √2, ..., √49} ise A’y› {0, 3,

5, 6, 8, 11, 13, 14, 17, 19, 20, 22, 25, 27, 28, 30,

33, 34, 37, 39, 40, 43, 44, 46, 49} say›lar›n›n kare-

kökü olarak, B’yi de geri kalan {1, 2, 4, 7, 9, 10, 12,

15, 16, 18, 21, 23, 24, 26, 29, 31, 32, 35, 36, 38,

41, 42, 45, 47, 48} say›lar›n›n karekökü olarak al›-

yor. Birinci kümedeki say›lar›n toplam›

119,517919732..., ikinci kümedeki say›lar›n topla-

m› 119,517880871... ç›k›yor. Aradaki fark görüldü-

¤ü gibi çok çok küçük.

Ancak Peters’›n program›nda birkaç sorun

bulduk. Peters’›n program› bizim yukarda bul-

du¤umuz programdan biraz daha karmafl›k, çiz-

geleri boyamak gibi oldukça karmafl›k bir ifllem-

den geçiyor; ayr›ca uygulamada O(n log n) yeri-

ne O(n2) zamanda sonuç veriyor. Peters’in prog-

ram›n›n daha basitini yazd›k ve böylece 50 sat›r-

l›k program 23 sat›ra indi. Ayr›ca program›m›z

O(n log n) zamanda çal›fl›yor (www.cs.bilgi.

edu.tr). Elbette her iki program da ayn› sonuçla-

r› buluyor. ♦
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si − ti ∈ Ai+1 \ Bi+1 ise Ai = (Ai+1 \ {si − ti}) ∪ {s i} ve Bi = Bi+1 ∪ {ti},

si − ti ∈ Bi+1 \ Ai+1 ise Ai = Ai+1 ∪ {ti} ve Bi = (Bi+1 \ {si − ti}) ∪ {si},

si − ti ∈ Ai+1 ∩ Bi+1 ve ise, Ai = (Ai+1 \ {si − ti}) ∪ {si} ve Bi = Bi+1 ∪ {ti},

si − ti ∈ Ai+1 ∩ Bi+1 ve ise, Ai = Ai+1 ∪ {ti} ve Bi = (Bi+1 \ {si − ti}) ∪ {si}.   
a b
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S4 = {2}, A4 = {2}, B4 = ∅, s3 = 3, t3 = 1.

S3 = {3, 1}, A3 = {3}, B3 = {1}, s2 = 5, t2 = 2.

S2 = {5, 2, 1}, A2 = {5}, B2 = {1, 2}, s1 = 8, t1 = 6.

S1 = {8, 6, 5, 1}, A1 = {5, 6}, B1 = {1, 8}, s0 = 10, t0 = 9.

S0 = {10, 9, 8, 6, 5}, A0 = {5, 6, 9}, B0 = {8, 10}.


