Matematik Diinyasi, 2003 Giiz

Bi|9isaval' Bilimi Kosesi

Chris Stephenson ve Ali Nesin*
cs@cs.bilgi.edu.tr, anesin@bilgi.edu.tr

Donald Knuth'un Bir Sorusu _t

ecen sayimizda Donal Knuth’un su proble-
Grninden sozetmigtik: 1’den 50’ye kadar olan

tamsayilart oyle iki kimeye ayiralim ki, ki-
melerdeki sayilarin karekoklerinin toplami birbirine
en yakim olsun. Yani problem, AnB=Jve AUB
={1, 2, ..., 50} kosullarini saglayan A ve B kiimeleri
arasinda, ¥, ¢ 4 Va — 3, ¢ g Vbl sayisint en kiigiik
yapan A ve B’yi bulmak ve bunu en ¢agdas bilgisa-
yarlarla 10 saniye gibi kisa bir siirede yapmaktu...

Sayilarin karekoklerini almak pek zor degildir,
gercek karekoklere kesirli sayilarla diledigimiz kadar
ve oldukca kisa stirede yaklagabiliriz. Simdi bu elli
karekoki iki kiimeye ayirmak gerekiyor. 1’in kare-
kokii olan 1’1 kiimelerden birine koyarsak, geri kalan
49 sayy1 iki kiimeye dagitmamiz lazim, ki bu da 249
degisik bi¢cimde yapilabilir, yani A ve B kiimeleri i¢in
tam 249 secimimiz var. Iste Donald Knuth’un sorusu-
nun ilk yarisinin bir ¢oziimu: Bilgisayarimiza tiim bu
249 secenegi teker teker buldurturuz, iki kiimenin sa-
yilarinin karekoklerini ayr1 ayr toplariz, bu iki top-
lamin farkini aliriz, farklari bir kenara yazariz ve ni-
hayet en kugiik farki veren A ve B kiimelerini sece-
riz... Ancak bu cok zaman alir, ciinkii 242 ¢ok biiyiik
bir sayidir, tam 14 rakamui vardir ve hi¢bir ¢agdasg bil-
gisayar bu iglemleri 10 saniyede yapamaz.

1’den 50’ye kadar olan sayilarin karekoklerini
alacagimiza, n gercel say1 alalim ve aymi problemi
bu 7 gercel say1 i¢cin ¢ozmeye ¢alisalim. Bu 7 gercel
sayidan herhangi ikisi birbirine esit olabilsin, bu
konuda bir varsayimimiz olmasin.

Problemin mutlak olmasa da uygulamada ol-
dukca cabuk yaklagik sonuglar veren ¢ozumleri
vardir. Yaklagik ¢oztimlerden en ilginci Karmar-
kar-Karp adiyla anilan KK-algoritmasidir. Say1
adedi 7 arttikga, yani problem zorlastik¢a KK-al-
goritmasi daha iyi sonug verir; 6te yandan 7z azal-
diginda algoritma ¢ok kotu sonuglar verebilir.
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Say1 kiimemize S diyelim. $’nin sayilarim iki
kiimeye ayiracagiz. Bir anlamda, $’nin eleman sa-
yis1 7 izerine tiimevarimla, 12, o4 @ — 2y cp bl sa-
yisini en kiiciik yaptigini disindigiimuz S’nin ay-
rik A ve B altkiimelerini bulacagiz.

Eger n = 1 ise, ¢oztim belli: A = S, B = & olsun.
Bu kolayd:. Simdi # > 1 durumunda ne yapacag-
muzi digtinelim.

S$’nin en buytk iki sayisina s, ve ¢, diyelim.
Varsayalim ki s, > #,. En sonda, ¢6zimi buldugu-
muzda, bu sayilardan biri A’da biri B’de olacak.
Simdi § kumesinden s, ve #, sayilarin silip, bu sa-
yilarin yerine s, — #, sayisin1 koyalim, yani S yerine
(S\ {so, to}) U {sp — t,} say1 kiimesini alalim. Bu son
kiimenin S’den bir eksik elemani vardir. Timevari-
m1 uygulayalim. Sy = (S\ {so, #,}) U {sy — %} olsun.
Benzer bicimde S,, S3, ... kiimelerini de bulabiliriz.
Her seferinde eleman sayisi bir azalir.

Bunu boyle siirdiire stirdiire, $’nin eleman sa-
yisint birer birer indirerek tek elemanl bir S, kii-
mesine variriz ki, bu kiime i¢in A,, ve B,, altkiime-
lerinin ne olmasi gerektigi belli, yukarda gormiis-
tik bunu. $imdi algoritma geri doniip, A, ve B,
altkimelerinden hareketle, aradigimiz A ve B alt-
kiimelerini bulmali. A{ ve By’den A ve B’yi bulma-
sin1 bilmek yeterli elbet.

S¢ kiimesinde S’den bir eksik eleman oldugun-
dan, (daha bilmedigimiz!) KK-algoritmasinin inan-
cina gore, S1 kiimesini, sayilarinin toplamlarinin far-
kinmn en az ¢tkuigini distindugiimiiz A ve By diye
iki ayrik altkiimeye ayirdigimizi varsayabiliriz. Sim-
di, S, A ve By altkiimelerinden A ve B altkiimele-
rini inga etmeliyiz. Yazacagimiz program, S’den ¢i-
kardig1 s, ve ¢, sayilarini da aklinda tutsun. Ozetle:

Bildiklerimiz: ¢, A{, By, so, -

Bulmak istediklerimiz: A, B.

A ve By kiimelerinden birinde mutlaka s, — ¢,
sayis1 vardir. Digerinde olabilir de olmayabilir de.
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Diyelim bu eleman A;’de ama B{’de degil. O za-
man A = (A1 \ {sy — to}) U {so} ve B = By U {¢,} ol-
mali. Eger sy — ¢, € B; \ A olsaydi, A = A{ U {t,}
ve B = (B \ {sg — o}) U {sg} olacakti. Simdi s, — ¢,
sayisinin hem A;’de hem de B;’de oldugunu varsa-
yalim. O zaman
ZaeA]" ve ZbeBlb
sayilarini karsilagtiralim. Eger

Z:aeAl as Z:beBl b

ise sy’1 Ai’e £yt By’e koyalim ve A{’deki s, — #,1
atalim, aksi halde tam tersini yapalim. Demek ki
A ve By altkiimelerinden A ve B kiimelerini bula-
biliyoruz.

Ayni bicimde A;,¢ ve B, altkiimelerinden A;
ve B; altkiimelerini de bulabiliriz:

Boylece A = Ay = {5, 6, 9} ve B = Bj = {8, 10}
bulunur. A’daki sayilarin toplami 5 + 6 + 9 = 20,
B’deki sayilarin toplami 8 + 10 = 18, aradaki fark
da 20 — 18 = 2, yani sonuncu S4 = {2} kiimesinin
tek elemant...

Goruildugn gibi oldukg¢a cabuk bir algoritma,
ve binlerce secenekten en iyisini segmiyor, tek ¢ir-
pida “yanit”1 buluyor.

Ama bu algoritma her zaman en iyi sonucu
vermiyor. Ornegin yukarda buldugumuz sonug en
iyi sonug degil, A = {10, 9} ve B = {8, 6, 5} daha iyi
bir sonug, fark tam 0.

Ote yandan $’nin eleman sayisi arttikca, yani
problem zorlastik¢a bu algoritma ¢cok daha mutlak
sonuca yakin sonuglar veriyor.

Tim Peters, en son moda Python dilinde KK-

si—t;e Ajy\ B ise A; = (A \{s; - t}) U {s;} ve B;= B;,; U {t},
si—t;ie B\ A ise A;= A L {t} ve B = (B, \ {s; — t}) U {s}},

$;i—1; € Ay N B,y ve ZaeAM as ZbeBM b ise, A; = (A \ {s; = t}) U {s} ve B; = B,y L {t},

s;—t; € Ajy N B,y ve ZaeA a> ZbeB b ise, A; = A;y U {t}) ve B; = (Biyy \ {s; = #}) L {si}-
i+l i+l

Bunu boyle devam ettirirsek, en son bulacagimiz
A, ve By kiimeleri aradigimiz A ve B kiimeleri olur.

Bir 6rnege bakmanin zamani geldi.

§=1{10,9, 8, 6, 5} olsun. Demek ki s, = 10, ¢, =
9 (en biiyiik iki eleman) ve S; = {8, 6, 5, 1}. Bir son-
raki asamada s; = 8, t; = 6 ve S, = {5, 2, 1} olacak.
Bir sonraki asamada s, = 5, ¢, = 2 ve S5 = {3, 1} ola-
cak. En son agamada s3 = 3, 25 = 1 ve §4 = {2} olacak:

§=1{10,9, 8,6, 5}
so=10,2=9,8,=(8,6,5, 1}
s1=8,4=6,5=1{5,2,1}
s5=5,1=2,8=1{3,1}
53:3,t3:1,S4:{2}

Yazacagimiz program s; ve ¢; elemanlarini (i = 0,
1,2, 3) aklinda tutacak ve S4 kiimesinden baglayarak
yavas yavas A ve B kiimelerini bulacak.

Simdi yukaridaki ornekte, tersten, yani S4 kiime-
sinden baglayarak A ve B’yi bulalim, agagidaki karede

yaptigimiz gibi.
§4=1{2), Ay= {2}, B,4=7, 5323, =1L
53 =(3,1), A3 ={3}, By = {1, $)=3, h= 2.
$=15,2,1), A = {5}, By={,2}, =8, =6
$,=18,6,51, A ={56, B={L8, =10, ¢t-=
§0={10,9,8,6,5}, Ay=1{56,9}, By={8,10}.
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algoritmasinin bir uygulamasi yazdi (http://use-
lesspython.com/Karp.py).

Ornegin S = (NO, V1,2, ..., Y49} ise A’y1 {0, 3,
5,6,8,11, 13,14, 17, 19, 20, 22, 25, 27, 28, 30,
33, 34, 37, 39, 40, 43, 44, 46, 49} sayilarinin kare-
kokii olarak, B’yi de geri kalan {1, 2,4, 7,9, 10, 12,
15, 16, 18, 21, 23, 24, 26, 29, 31, 32, 35, 36, 38,
41, 42, 45, 47, 48} sayilarinin karekoki olarak ali-
yor. Birinci kumedeki sayilarin  toplami
119,517919732..., ikinci kiimedeki sayilarin topla-
mi1 119,517880871... ¢ikiyor. Aradaki fark goriildu-
gu gibi ¢ok ¢ok kiiciik.

Ancak Peters’in programinda birka¢ sorun
bulduk. Peters’in programi bizim yukarda bul-
dugumuz programdan biraz daha karmagik, ¢iz-
geleri boyamak gibi olduk¢a karmasik bir iglem-
den geciyor; ayrica uygulamada O(n log #) yeri-
ne O(7n2) zamanda sonug veriyor. Peters’in prog-
raminin daha basitini yazdik ve boylece 50 satir-
lik program 23 satira indi. Ayrica programimiz
O(n log n) zamanda c¢alisiyor (www.cs.bilgi.
edu.tr). Elbette her iki program da ayni sonugla-
r1 buluyor. ¢



